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时滞累积TDAGM (1, N, t)模型及其在粮食生产中的应用

罗 党†, 安艺萌, 王小雷
(华北水利水电大学数学与统计学院，郑州 450046)

摘 要: 考虑到社会经济系统中广泛存在时滞因果关系,通过分析驱动因素对系统主行为的时滞累积作用效果以
及系统行为线性发展趋势,构建了含时间趋势项的时滞累积型多变量灰色TDAGM(1, N, t)模型,论证了GM (1,
1)、GM (1,N )、OGM (1,N )、时滞GM (1,N )、TDDGM (1,N )模型均是该模型在不同参数取值下的特殊形式;为避
免模型求解过程中微分形式与差分形式转换而产生误差,通过定义 TDAGM (1, N, t)模型的派生形式,给出了
TDAGM(1, N, t)模型时间响应式的直接求解方法;针对模型时滞效应参数的识别和优化问题,基于粒子群优化算
法,给出了TDAGM (1, N, t)模型参数估计的算法框架.时滞系统的数值实验结果表明, TDAGM(1, N, t)模型能够
较好地解决含时滞特征的多变量系统预测问题.将该模型应用于河南省粮食产量预测的实例中,拟合精度较高且
预测结果符合河南省粮食生产发展趋势,验证了模型的有效性.
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Time-delayed accumulative TDAGM (1, N, t) model and its application in
grain production
LUO Dang†, AN Yi-meng, WANG Xiao-lei

(School of Mathematics and Statistics，North China University of Water Resources and Electric Power，Zhengzhou
450046，China)

Abstract: Considering the widely existed time-delayed causalities in economic realities, this paper constructs a time-delay
accumulative multivariable grey mode with the time trend TDAGM (1, N, t) based on the analysis of the linear trend
of system behaviors and the time-delayed accumulative mode of driving factors. It is proved that the prediction model
GM(1,1), GM (1,N ), OGM (1,N ), time-delay GM (1,N ), and TDDGM (1,N ) are all special forms of TDAGM (1, N, t)
with different coefficients. Furthermore, the direct solution method of the time response formula of TDAGM (1, N, t) is
proposed, in order to avoid the error in the transformation of differential form and difference form in the process of model
solving. Aiming at the problem of identification and optimization of the time-delay parameters, the algorithm framework of
model parameter estimation is presented based on the particle swarm optimization algorithm. The numerical experiments
of the time-delay system show that TDAGM (1, N, t) can solve the problem of predictive modeling for multivariable
systems with time-delay characteristics. To verify the effectiveness of the development, the proposed model is applied to
prediction of grain yield production in Henan Province. The result of the model is consistent with the development trend
of grain production, and shows the effectiveness of the proposed model.
Keywords: grey system；the TDAGM (1, N, t)；time-delayed accumulative effect；model construction optimization；
the particle swarm optimization algorithm；grain yield forecasting
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支撑作用.河南作为全国粮食生产大省,为保障国家
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势构建了各具优势的预测模型,如线性回归模型[1]、

遥感估产模型[2]、气象产量预测模型[3]、神经网络

法[4]、粗糙集理论模型[5]、马尔科夫模型[6]、灰色系

统模型[7]以及组合模型[8]等.
粮食生产与气候环境、农业技术、生产要素投入

等因素间存在着复杂的非线性依赖关系,具有不确
定性,且数据序列呈现波动发展的形态特征.针对这
种不确定性复杂系统的预测问题,多变量灰色模型
在多因素分析及系统行为预测方面显示了其优越

性. GM (1,N )模型是灰色系统理论的经典模型之一,
是由系统特征序列和N − 1个驱动因素序列组成

的多变量灰色预测模型,可对多因子的系统作整体
的、全局的、动态的分析[9].一些学者通过对建模机
理[10-11]、模型参数[12-13]、模型结构[14-15]等方面进行优

化和发展,使得多变量灰色模型应用更为广泛.当前
研究大多只讨论了驱动因素与系统行为因素的相关

性,并未区分驱动因素对系统行为的作用方式,默认
不同的驱动变量对系统行为的影响强度和作用时长

始终是相同的.实际上在农业生产系统中,土地对肥
料的保持和累积作用使得土地肥沃度增加,外在表现
为以往各期施肥量影响当期农作物的产量,且这种影
响具有滞后的、累积的效果,但当期粮食产量并不受
往期播种面积的影响.系统行为因素间的时滞因果
关系表现为驱动因素对系统主行为产生影响的时刻

以及作用时长.文献 [16]将驱动因素的时滞效果作
用时长表述为“事件影响敏感性”,在实际问题的建
模中,忽略驱动因素对系统行为的时滞因果作用方式
会产生较大的预测误差.

1) 针对“已经发生,过去并没有产生影响,但预
测期将会产生影响”事件,翟军等[17]首次将时滞因

子引入多变量模型中;张可等[18]通过引入时滞项控

制驱动因素,构造了一种新的多变量离散灰色模型;
付中华等[19]等引入灰色时滞关联分析方法建立了

时滞多变量GM (1,N )协调度模型;毛树华等[20]引入

分数阶累加生成算子,将原模型扩展为分数阶累加
GM(1, N, τ)模型.以上模型侧重研究系统行为序列
当期值x(k)受到相隔周期τ的单期驱动因子的影响

作用. 2)针对“过去已经发生,影响已经产生,但预测
期前影响停止”事件,丁松等[21]给出了驱动因素Xi

对系统主行为的开始和结束作用时间,构建了驱动因
素控制的DFCGM (1,N )模型,该模型给出了驱动因
素对系统行为的作用时间,但未考虑在这一时段内驱
动因素作用强度的变化. 3)考虑“过去已经发生,其

影响效果具有延续性,仍会对预测期产生影响”事件,
王正新[22]指出,在经济系统中固定资产投资需要一
定时间才能完全作用于经济增长,建立了多变量时
滞GM (1,N )模型; Ding[23]指出,在高新技术产业中
任何给定年份的投入项目都会随着时间的推移对产

出具有滞后的时间效应,并构建了离散多变量灰色
CDGM (1,N )预测模型.这两个模型均考虑了驱动因
素对系统行为的延续性时滞作用,忽略了系统行为自
身固有的时间发展趋势,导致模型结构不完善,且在
实例应用中仅选取了具有时滞效应的因素作为驱动

变量,未考虑非时滞驱动变量与时滞驱动变量同时存
在的系统预测问题.
在现实经济生产中广泛存在时滞因果作用关系,

如从投入到产出的过程,从致灾要素积累到灾害暴
发的过程等,驱动因素在一定时期内对系统行为存在
一定强度的滞后累积作用效果,且众多驱动要素对系
统行为未来趋势存在累积效应力[24].本文从实际问
题出发,深入思考驱动因素对系统行为的时滞累积作
用方式和作用强度变化趋势,以及系统行为与时间的
线性关系,提出一种含时间趋势项的时滞累积多变量
TDAGM (1, N, t)模型.在该模型中引入时间趋势项
及时滞因果力作用项,优化模型结构,并给出时滞参
数的粒子群智能识别方法以减小参数选取的主观性;
为避免模型离散形式估参与微分方程求解之间的跳

跃性转换,给出时间响应式的直接求解方法;最后将
模型与河南省粮食产量问题相结合,为政府制定粮食
生产战略提供理论支持.

1 时滞累积多变量灰色模型的构建及求解

1.1 TDAGM(1,N, t)模型构建

定义1 设系统特征数据序列为

X
(0)
1 = (x

(0)
1 (1), x

(0)
1 (2), . . . , x

(0)
1 (n)),

相关因素序列为

X
(0)
i = (x

(0)
i (1), x

(0)
i (2), . . . , x

(0)
i (n)),

i = 2, 3, . . . , N.

X
(1)
i 为X

(0)
i 的一阶累加生成 (1-AGO)序列,Z(1)

1 为

X
(1)
1 的紧邻均值生成序列,λi为区间 (0, 1)上的给定

值,则称

x
(0)
1 (k) + az

(1)
1 (k) =

N∑
i=2

k∑
j=1

biλ
k−j
i x

(1)
i (j) + (k − 0.5)h1 + h2 (1)

为含时间趋势项的时滞累积多变量灰色预测模型
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(time-delayed accumulative multivariable grey model
with time trend),记为TDAGM (1, N, t).
在 TDAGM (1, N, t) 模 型 中,λi 为 时 滞 参 数,

N∑
i=2

k∑
j=1

biλ
k−j
i x

(1)
i (j)为时滞因果力作用项,λk−j

i (j =

1, 2, . . . , k)为驱动变量X
(0)
i 对t = k时刻因变量序列

值x
(0)
1 (k)产生的时滞累积作用效果; (k− 0.5)h1为线

性校正项,反映因变量随时间的发展趋势;h2为灰色

作用量,表明因变量序列的数据变化规律.
定义2 称

dx(1)
1 (t)

dt + ax
(1)
1 (t) =

N∑
i=2

k∑
j=1

biλ
k−j
i x

(1)
i (j) + h1t+ h2

为TDAGM(1, N, t)模型的白化微分方程,其中k =

[t](向下取整).
定理1 设X

(0)
i 、X

(1)
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(1)
1 、λi (i = 2, 3, . . . , N )

如定义1所示,长度满足n > N + 3,记
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n∑
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λn−j
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N (j)

2n− 1

2
1


,

p = [a, b2, . . . , bN , h1, h2]
T,

e = [e(2), e(3), . . . , e(n)]T.

模型参数p满足超定方程

Y = Bp+ e, (2)

其中e为误差向量,则方程的最小二乘解满足

p̂ = arg min
p
∥e∥22 = ∥Bp− Y ∥22 =

(Bp− Y )T(Bp− Y ).

因此,参数p的最小二乘估计为

p̂LS = (BTB)−1BTY . (3)

定理1由最小二乘方法构建了TDAGM (1, N, t)
模型结构参数的估计求解过程,当驱动因素时滞系数
λi(i = 2, 3, . . . , N)已知时,可直接由定理1对模型结
构参数进行求解.
定义3 设X

(0)
1 为系统特征数据序列,X(0)

i 为相

关因素序列,称

x
(1)
1 (k) = µ1

N∑
i=2

k∑
j=1

biλ
k−j
i x

(1)
i (j)+

µ2x̂
(1)
1 (k − 1) + µ3k + µ4 (4)

为TDAGM (1, N, t, x(1))模型.其中

µ1 =
1

1 + 0.5a
,

µ2 =
1− 0.5a

1 + 0.5a
,

µ3 =
h1

1 + 0.5a
,

µ4 =
h2 − 0.5h1

1 + 0.5a
. (5)

定理2 TDAGM(1, N, t, x(1))模型是TDAGM(1,
N, t)模型的派生形式,两种模型等价.
证明 将

x
(0)
1 (k) = x

(1)
1 (k)− x

(1)
1 (k − 1)

和

z
(1)
1 (k) =

1

2
[x

(1)
1 (k) + x

(1)
1 (k − 1)]

代入式(1)中,易证两种模型等价. 2
传统多变量灰色预测模型的时间响应式通常

是通过求解模型白化微分方程所得到的, Zeng等在
文献 [25]中指出,在这一过程中存在两个关键性问
题:一是由于模型参数是基于差分方程的最小二乘
估计所得到的,时间响应式是基于微分方程求解得
到的,导致模型参数与时间响应式参数不匹配;二是

在非理想状态下,
N∑
i=2

bix
(1)
i (k)无法视为灰常数,导致

时间响应式中其积分项难以求解的问题.定理2表
明, TDAGM(1, N, t)模型的定义式 (1)与派生式 (4)仅
是TDAGM(1, N, t)模型的两种不同表达形式,其参数
具有关联性 (5).因此本文通过对TDAGM(1, N, t)模
型派生形式进行求解,给出TDAGM(1, N, t)时间响应
式的直接求解方法,以避免上述两类问题的产生,减
小模型构建时的误差.
定理3 TDAGM (1, N, t)模型的时间响应式为



第8期 罗 党等: 时滞累积 TDAGM (1, N, t)模型及其在粮食生产中的应用 2005
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证明 设X
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(1)
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(1)
1 、B、Y 如定理1所述,

i = 1, 2, . . . , N, 0 < λi < 1.由TDAGM(1, N, t)模型
派生形式(4)有:当k = 2时
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将式(7)代入(8),得到
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同理依次迭代递推可得,当k = t时
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i=2

t∑
j=1

biλ
t−j
i x

(1)
i (j)+

µ2x̂
(1)
1 (t− 1) + tµ3 + µ4 =

µ1

N∑
i=2

t∑
j=1

biλ
t−j
i x

(1)
i (j)+

µ1µ2

N∑
i=2

t−1∑
j=1

biλ
t−j
i x

(1)
i (j)+

µ1µ
t−1
2

N∑
i=2

2∑
j=1

biλ
t−j
i x

(1)
i (j) + . . .+

µt−1
2 x̂

(1)
1 (1) + 2µt−2

2 µ3 + µt−2
2 µ4+

3µt−3
2 µ3 + µt−3

2 µ4 + . . .+ tµ3 + µ4. (10)

对式 (10)进行化简可得TDAGM (1, N, t)模型时
间响应式(6). 2
定理3通过TDAGM (1, N, t)模型的派生形式,采

用迭代方法给出了时滞系统主行为序列模拟和预测

的时间响应式.定理1中模型参数估计方法与定理3
中时间响应式的求解均是基于式 (1)得到的,具有一
致性,有效避免了传统多变量预测模型求解过程中差
分形式与微分形式转换所产生的误差.在驱动因子
变量序列信息已知的条件下,能够对主行为序列进行

预测,避免了
N∑
i=2

w
bix

(1)
i (t)eatdt项的产生,减小模型

的计算误差.
定义4 TDAGM (1, N, t)模型的模拟还原值为x̂
(0)
1 (1) = x

(0)
1 (1), k = 1;

x̂
(0)
1 (k) = x̂

(1)
1 (k)− x̂

(1)
1 (k − 1), k ̸= 1.

(11)

1.2 TDAGM (1, N, t)模型参数识别

时滞系数的识别是探明时滞系统作用机制的基

础,同时是时滞模型构建的关键步骤.由于系统结构
的不确定性,通常情况下驱动因子对系统的作用方
式及其效果难以解析,给时滞模型的建立带来较大困
难.在时滞系数未知的情况下,本文从提高建模精度
的角度出发,将建模平均绝对百分误差 (MAPE / %)
最小化作为优化目标:

min
λi

MAPE =
1

n− 1

n∑
k=2

|x̂(0)
1 (k)− x

(0)
1 (k)|

x
(0)
1 (k)

,

i = 2, 3, . . . , N. (12)

构建时滞系数的非线性优化模型,同时采用粒子
群智能优化算法[26]对模型进行求解.算法描述框架
如下.
算法1
input:原始序列X

(0)
l (k), l = 1, 2, . . . , N ;

output: trainX̂
(0)
1 , testX

(0)
1 , MAPEtrain, MAPEtest,

模型参数p,时滞参数λl(l = 2, 3, . . . , N).
1)将原始序列分成两个部分:

trainX
(0)
l = (x

(0)
l (1), x

(0)
l (2), . . . , x

(0)
l (m)),



2006 控 制 与 决 策 第36卷

testX
(0)
l =

(x
(0)
l (m+ 1), x

(0)
l (m+ 2), . . . , x

(0)
l (n)).

其中:n为X
(0)
l (k)序列长度,m ⩽ 4

5
n[27].

2)初始化粒子群参数,包括群体规模M ,维度D,
迭代次数T ,惯性权重w,加速常数c1、c2.

3) 初始化种群粒子速度vi和位置φi,粒子个体
最优位置qi和粒子群全局最优位置g, i = 1, 2, . . . ,

M .
4) for j = 1 : T do
5) 对 trainX

(0)
l 序列建立TAGM (1, N, t)模型,由

定理1构建矩阵B、向量Y 和参数p.
6) 由式 (6)计算时间响应式,根据式 (11)计算拟

合值 trainX̂
(0)
1 与模拟预测值 testX̂

(0)
1 .

7)以式(12)为优化目标,更新个体最优位置qi与

全局最优位置g.
8)迭代更新粒子的速度vi和位置φi,有vi = wvi + c1r

′
1(qi −φi) + c2r

′
2(g −φi),

φi = φi + vi.

9) end for.
算法1可通过Matlab软件编程实现,由算法1对

数据序列建立TDAGM (1, N, t)模型,可直接输出模
型参数以及序列的模拟和预测值.

2 TDAGM (1, N, t)模型性质
定理4 设序列X

(0)
i (i = 1, 2, . . . , N)的数乘序

列为Y
(0)
i , Y

(0)
i = ρiX

(1)
i ,则数乘变换序列Y

(1)
1 对应

TDAGM (1, N, t)模型的结构参数估计满足

py = [ây, b̂y2, · · · , b̂
y
N , ĥy

1, ĥ
y
2]

T =

[â, ρ1ρ
−1
2 b̂2, . . . , ρ1ρ

−1
N b̂N , ρ1ĥ1, ρ1ĥ2]

T. (13)

证明 设矩阵Y、B如定理1所示,则序列Y
(1)
1

对应的矩阵为

Y y =

[ρ1x
(0)
1 (2), ρ1x

(0)
1 (3), . . . , ρ1x

(0)
1 (n)]T = ρ1Y ,

By = BQ =

−ρ1z(1)1 (2)

2∑
j=1

λ2−j
2 ρ2x

(1)
2 (j)

−ρ1z(1)1 (3)
3∑

j=1

λ3−j
2 ρ2x

(1)
2 (j)

...
...

−ρ1z(1)1 (n)

n∑
j=1

λn−j
2 ρ2x

(1)
2 (j)

→

←

· · ·
2∑

j=1

λ2−j
N ρNx

(1)
N (j)

3

2
1

. . .

3∑
j=1

λ3−j
N ρNx

(1)
N (j)

5

2
1

. . .
...

...
...

· · ·
n∑

j=1

λn−j
N ρNx

(1)
N (j)

2n− 1

2
1


(n−1)×(N+2)

.

其中

Q =



ρ1 0 . . . 0 0 0

0 ρ2 . . . 0 0 0

0 0 . . . 0 0 0
...

...
. . .

...
...

...
0 0 . . . ρN 0 0

0 0 . . . 0 1 0

0 0 . . . 0 0 1


(N+2)×(N+2)

.

由定理 1 可知, 数乘变换序列 Y
(1)
1 对应的

TDAGM (1, N, t)模型的参数估计为

p̂y
LS = ((By)TBy)−1(By)TY y =

((BQ)T(BQ))−1(BQ)Tρ1Y =

Q−1(BTB)−1BTρ1Y = ρ1Q
−1p̂LS =

ρ1Q
−1[â, b̂2, . . . , b̂N , ĥ1, ĥ2]

T,

即 p̂y
LS = [â, ρ1ρ

−1
2 b̂2, . . . , ρ1ρ

−1
N b̂N , ρ1ĥ1, ρ1ĥ2]

T. 2
推论1 设序列Y

(0)
i = ρiX

(0)
i 为序列X

(0)
i (i =

1, 2, . . . , N)的数乘变换序列,且ρ1 = ρ2 = . . . =

ρN = ρ时,有

[ây, b̂y2, . . . , b̂
y
N , ĥy

1, ĥ
y
2]

T = [â, b̂2, . . . , b̂N , ρĥ1, ρĥ2]
T.

定理4表明,在模型TDAGM (1, N, t)中对数据序
列进行数乘变换不会改变模型发展系数a的最小二

乘估计值.
性质1 设序列X

(0)
i 的数乘变换序列为Y

(0)
i =

ρiX
(0)
i (i = 1, 2, . . . , N), x̂

(0)
1 (k)为序列 X

(0)
1 的

TDAGM (1, N, t)模拟值, ŷ(0)1 (k)为其数乘变换序列

Y
(0)
1 的TDAGM (1, N, t)模拟值,则有

ŷ
(0)
1 (k) = ρ1x̂

(0)
1 (k). (14)

证明 当 t = 1时,由初值条件有 ŷ
(1)
1 (1) =

y
(1)
1 (1) = ρ1x

(1)
1 (1) = ρ1x̂

(1)
1 (1).

假设 ŷ
(1)
1 (k−1) = ρ1x̂

(1)
1 (k−1)成立,当t = k时,

由式(4)有

ŷ
(1)
1 (k) = µy

1

N∑
i=2

k∑
j=1

byi λ
k−j
i y

(1)
i (j)+

µy
3k + µy

4 + µy
2 ŷ

(1)
1 (k − 1) =
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µy
1

N∑
i=2

k∑
j=1

byi λ
k−j
i ρix

(1)
i (j)+

µy
3k + µy

4 + µy
2ρ1x̂

(1)
1 (k − 1). (15)

结合式(5)和(13)可以得到

µy
1 = µ1, µ

y
2 = µ2, µ

y
3 = ρ1µ3, µ

y
4 = ρ1µ4. (16)

将式(16)代入(15)得到

ŷ
(1)
1 (k) =

ρ1µ1

N∑
i=2

k∑
j=1

biλ
k−j
i x

(1)
i (j) + ρ1µ2x̂

(1)
1 (k − 1)+

ρ1µ3k + ρ1µ4 = ρ1x̂
(1)
1 (k). (17)

因此,由数学归纳法知 ŷ
(1)
1 (k) = ρ1x̂

(1)
1 (k)成立.结合

累减还原式(11)显然可知性质1成立. 2
推论2 对系统行为序列进行数乘变换后,系统

主行为序列X
(0)
1 的TDAGM (1, N, t)模型拟合预测值

仅与系统主行为序列X
(0)
1 的数乘变换值ρ1有关,而

与驱动因素序列的数乘变换值ρ2, . . . , ρN无关.
推论 3 对原始数据进行数乘变换不会改变

TDAGM (1, N, t)模型模拟和预测值的绝对百分误差
(APE / %)及平均绝对百分误差(MAPE / %).
多变量灰色模型在参数辨识过程中,由于不

同指标数据数量级存在差异,更易发生数据矩阵
的漂移现象,从而带来模型误差[28].在实际应用中,
TDAGM (1, N, t)模型可对系统原始序列施用数乘变
换,将其变换为合适的数量级,以避免参数估计过程
中可能出现的病态性问题.
性质2 依据变量个数N及模型结构参数向量

p = [a, b2, . . . , bN , h1, h2]
T的取值有:

1) 当h1 = 0, h2 ̸= 0时, TDAGM(1,N, t)模型转
化为TDDGM (1,N )模型[29],基本形式为

x
(1)
1 (k)− 1− 0.5a

1 + 0.5a
x
(1)
1 (k − 1) =

N∑
i=2

k∑
j=1

biλ
k−j
i x

(1)
i (j) +

h2

1 + 0.5a
.

2)当h1 = h2 = 0时, TDAGM (1, N, t)模型转化
为时滞GM (1,N )模型[22],基本形式为

x
(0)
1 (k) + az

(1)
1 (k) =

N∑
i=2

k∑
j=1

biλ
k−j
i x

(1)
i (j).

3) 当N = 1时,多变量 TDAGM (1, N, t)模
型退化为含时间趋势项的单变量灰色模型,记为
TAGM (1, 1, t)模型.其中当 h1 = 0, h2 ̸= 0时,
TDAGM (1, N, t)模型转化为传统GM (1, 1)模型,基
本形式为

x
(0)
1 (k) + az

(1)
1 (k) = h2.

在TDAGM (1, N, t)模型中,识别数据序列是否
具有“时间趋势特征”的本质是识别线性校正项h1

的取值是否为0,h1项从序列本身挖掘自身固有的趋

势性,考虑了主行为序列与时间的线性关系对模型
性能的影响.由于在传统多变量灰色预测模型中灰
色作用量h2 = 0,导致当N = 1时无法与单变量模

型相互转换, TDAGM (1, N, t)模型中灰色作用量h2

使得多变量灰色模型与单变量灰色模型之间相互

转换成为可能,完善了多变量模型结构.性质2表明,
TDAGM (1, N, t)模型是传统多变量灰色预测模型的
延伸与拓展,可根据实际情况调节模型参数取值,选
择恰当的模型进行预测.

性质3 在TDAGM (1, N, t)模型中,若∃ i0使得
λi0 → 0,则称驱动因素X

(1)
i0
对系统行为无时滞

作用效果.若 ∀i有 λi → 0时,时滞效应驱动项
N∑
i=2

k∑
j=1

biλ
k−j
i x

(1)
i (j)转化为

N∑
i=2

bix
(1)
i (k),时滞累积

效应消失.其中:
1) h1, h2 ̸= 0时, TDAGM (1, N, t)模型转化为

OGM (1,N )模型[25],基本形式为

x
(0)
1 (k) + az

(1)
1 (k) =

N∑
i=2

bix
(1)
i (j) + h1(k − 1) + (h2 + 0.5h1);

2) h1 = h2 = 0时, TDAGM (1, N, t)模型转化为
传统GM (1,N )模型,基本形式为

x
(0)
1 (k) + az

(1)
1 (k) =

N∑
i=2

bix
(1)
i (j).

性质3表明: TDAGM (1, N, t)模型通过调节时滞
参数λ的取值可将时滞系统与非时滞系统关联起来;
反之,通过计算得到驱动因素的λ值即可判断影响

因素对系统主行为是否具有滞后效应,同时可以确
定时滞累积影响因素的作用时效及时滞期内的作

用强度.因此, TDAGM(1, N, t)模型适用于时滞影响
因素与非时滞影响因素并存的系统预测中.但在该
系统中,驱动因素对主系统行为无时滞效应不等同
于其时滞参数λi0 = 0,而是取λi0 → 0,即在构建
TDAGM(1, N, t)模型时其时滞参数取任意小的数.
性质4 记ωλ(j) = λk−j ,其中0 < λ < 1, 0 <

j < k, k = 1, 2, . . . , n,则有以下不等式成立:
1)若0 < λ1 < λ2 < 1,则ωλ1

(j) < ωλ2
(j);

2)若0 < j1 < j2 < n,则ωλ(j1) < ωλ(j2).
证明 固定采样点 j, ωλ(j)可视为幂函数,固定
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时滞参数λ, ωλ(j)可视为指数函数,由指数函数与幂
函数的解析性质,易证性质4成立. 2
性质4表明,序列X

(0)
i 第j个采样点对当期行为

数据影响效果的权重既与时滞系数λ有关,又与当期
时刻 t = k有关.即对两种不同时滞因素,时滞参数
λ越大,作用强度越大,递减速度越慢,作用时间越长;
对于同一时滞因素,往期值对当期值的影响权重符合
新信息优先原理,越接近当期时刻,作用强度越大.图
1和图2分别描绘了不同时滞强度下和不同时刻下往
期值对当期值的作用效果强度变化.

t

!
"

0 4 8 12 20

1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

0
16

λ=0.2 λ=0.4 λ=0.5

λ=0.7 λ=0.9

图 1 不同时滞参数驱动因素对系统行为的作用效果强度
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图 2 不同时刻驱动因素对系统行为的作用效果强度

图1为时滞参数λ分别为0.2、0.4、0.5、0.7、0.9

时驱动因素在 t = k − 19, . . . , k − 1, k时刻的投入

对系统主行为 t = k时刻的作用效果强度.可以看
出,同一时刻下驱动因素时滞系数λ越接近1,对系统
行为的作用强度越大.设驱动因素X

(0)
i 的时滞参数

λi = 0.9,驱动因素X
(0)
j 的时滞参数λj = 0.2,对比

两驱动因素的作用效果强度发现,驱动因素X
(0)
i 在

[k − 19, k]时间段的投入对系统行为产生的作用效

果强度均大于0.1,而驱动因素X
(0)
j 仅在t = k − 1时

刻大于0.1.这说明系统行为对驱动因素X
(0)
i 较为敏

感,且敏感期较长;相反地,系统行为对驱动因素X
(0)
j

不敏感,驱动因素X
(0)
j 在 [k − 19, k − 2]时段内的投

入对系统行为无时滞作用影响.图2表示在数据长度
n = 30,驱动因素时滞参数λ = 0.5的系统中,系统行
为在 t = 12, 16, 20, 24, 28时刻受往期驱动因素的作

用效果强度.从图2可以看出,时间t的变化不会影响

效果强度曲线的形状,即系统行为受驱动因素作用时
长是一定的.

3 数值实验

设有一个具有时滞累积效应的双变量离散系统
x
(0)
1 (k) =

k∑
j=1

λk−j
2 x

(1)
2 (j) + k + ε(k),

x
(0)
2 (k) = e−a(k−1).

(18)

其中:x(0)
1 (k)为主系统行为序列;x(0)

2 (k)为影响因子

序列;λ2为时滞系数,决定影响因素对主系统行为的
作用时效与强度;−a为发展系数,决定生成序列的数
据变化特征;为使模拟系统与实际情况更吻合,增加
噪声ε(k) = ϵ, ϵ ∼ N(0, 0.12).

表 1 3种模型在不同特征数据序列下的MAPE值 %

λ a 序列 GM(1,N ) TDDGM(1,N ) TDAGM(1, N, t)

0.1

−0.9 X
(0)
1,1 6.334 5 45.627 7 0.367 9

−0.7 X
(0)
1,2 8.817 9 58.116 5 0.553 5

−0.5 X
(0)
1,3 16.949 3 81.537 3 0.867 7

−0.3 X
(0)
1,4 5.389 7 47.288 9 1.348 1

−0.1 X
(0)
1,5 2.895 7 71.408 0 2.382 8

0.2 X
(0)
1,6 4.245 4 84.336 2 2.830 0

0.4 X
(0)
1,7 5.529 5 87.550 6 3.086 4

0.5 X
(0)
1,8 6.066 4 88.494 3 3.208 4

0.7 X
(0)
1,9 6.900 2 89.702 0 3.385 6

0.9 X
(0)
1,10 7.474 9 90.405 3 3.512 9

0.5

−0.9 X
(0)
2,1 5.702 4 45.326 6 0.325 8

−0.7 X
(0)
2,2 9.276 3 59.316 8 0.475 1

−0.5 X
(0)
2,3 3.905 0 90.972 2 0.726 2

−0.3 X
(0)
2,4 3.650 7 54.664 1 1.161 1

−0.1 X
(0)
2,5 3.562 7 70.419 2 1.872 4

0.2 X
(0)
2,6 5.278 6 81.708 2 2.649 7

0.4 X
(0)
2,7 4.918 6 85.030 1 2.726 3

0.5 X
(0)
2,8 6.723 7 86.055 8 2.767 4

0.7 X
(0)
2,9 7.303 1 87.402 1 2.905 0

0.9 X
(0)
2,10 7.674 1 88.200 3 3.025 6

0.9

−0.9 X
(0)
3,1 5.487 0 50.174 1 0.293 7

−0.7 X
(0)
3,2 2.165 3 50.473 3 0.433 3

−0.5 X
(0)
3,3 1.671 6 44.322 4 4.264 9

−0.3 X
(0)
3,4 2.903 3 57.066 5 0.741 9

−0.1 X
(0)
3,5 4.841 6 66.031 7 1.013 0

0.2 X
(0)
3,6 7.575 4 74.157 9 1.460 4

0.4 X
(0)
3,7 8.865 0 76.988 9 1.696 5

0.5 X
(0)
3,8 9.337 6 77.934 6 1.792 0

0.7 X
(0)
3,9 9.938 9 79.243 0 1.966 2

0.9 X
(0)
3,10 10.236 8 80.063 2 2.336 9
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为测试TDAGM (1, N, t)模型对不同特征时滞系
统数据的建模效果,取时滞参数λ2 = 0.1, 0.5, 0.9,
构建3种不同强度的时滞系统,并在各系统中分别
取a = −0.9,−0.7,−0.5,−0.3,−0.1�0.2�0.4, 0.5, 0.7,
0.9,生成10组仿真数据.发展系数−a越大,数据特征
越接近准指数增长规律,且序列的数量级越大.取数
据长度n = 10构建小样本序列,生成的30个序列记
为Xl,m, l = 1, 2, 3,m = 1, 2, . . . , 10.对30组数据分
别建立传统GM (1,N )[9]模型、时滞TDDGM (1,N )[29]

模型和本文TDAGM (1, N, t)模型,以平均绝对百分
误差 (MAPE / %)为评价指标,考察模型误差变化趋
势,比较3种模型对不同强度时滞系统中不同特征数
据序列的模拟精度,计算结果见表1.

观察表 1中的MAPE值发现,传统GM (1,N )模
型对 30组序列的模拟精度随λ和−a的改变无明
显规律性, MAPE值最大为16.95 %,最小为1.67 %,模
型模拟精度尚可. TDDGM (1,N )模型虽然可以解
决具有时滞累加效应的系统预测问题,但对 30组
不同特征数据序列的建模结果不太理想,这是因为
TDDGM (1,N )模型结构不完善,导致模型模拟精度
不高.在同一时滞强度系统中,本文模型的MAPE
值随发展系数−a的减小逐渐增大,这是因为发展
系数−a越小,原始序列的数量级越小,噪音项 ε(k)

对原始序列的干扰程度越大,导致了模型误差的
增加.从总体上看, TDAGM (1, N, t)模型对 30组序
列建模的MAPE / %值均小于传统GM (1,N )模型和
TDDGM (1,N )模型,最小为0.29 %,最大为4.26 %.本
文模型对不同时滞强度系统均具有较高的模拟精度,
验证了本文模型的合理性.

4 实例分析

4.1 河南省粮食产量影响因素选取

新中国成立以来,河南农业实现了从传统农业
向现代农业的跨越性发展,粮食产量大幅提升.但
值得注意的是, 2003年河南省遭受重大自然灾害,
导致全省粮食产量下降到 1993年生产水平.虽然
2004∼ 2015年间,粮食连年增产,连续10年居全国首
位,但2016∼ 2017年粮食生产增长率出现大幅度降
低趋势,因此在2018年以后河南省粮食产量是否会
进入新一轮增长低谷期,还需引起重视.

在粮食产量的多变量预测模型的构建中,影响因
子选取方法目前尚未统一,不同的因子组合选取技巧
会影响多变量模型的建模精度.综合已有研究,影响
粮食产量的主要因素有年平均降雨量、耕地灌溉面

积、化肥施用量、乡村从业人员数量、农用塑料薄

膜使用量、粮食播种面积、农用机械总动力等.同时
考虑因子组合中因子驱动效果的非单一性原则及因

子序列可预测性,选取无时滞效应的粮食作物播种面
积 (X(0)

2 )作为土地投入要素,具有时滞效应的有效灌
溉面积 (X(0)

3 )作为水利建设投入要素,具有时滞效应
的化肥施用折纯量 (X(0)

4 )作为固定资本投入要素,建
立河南省粮食产量(X(0)

1 )的驱动因子组合.与其他因
素相比,这些因素数据易于获取且白化信息充分,便
于做外推预测,数据信息在粮食收成之前便可获得,
可优先预测当年的粮食产量等优势.统计数据见表
2,来源为《河南省统计年鉴》.

表 2 河南省粮食产量及其影响因素数据

年份
粮食产 粮食作物播种 灌溉面 化肥施用折

量/万吨 面积/千公顷 积/千公顷 纯量/万吨

2002 4 209.98 8 975.10 4 802.36 468.83

2003 3 569.47 8 923.30 4 792.22 467.89

2004 4 260.00 8 970.10 4 829.10 493.16

2005 4 582.00 9 153.40 4 864.12 518.14

2006 5 112.30 9 455.80 4 918.80 540.43

2007 5 245.22 9 468.03 4 955.84 569.68

2008 5 365.48 9 600.00 4 989.20 601.68

2009 5 389.00 9 683.61 5 033.03 628.64

2010 5 581.82 10 027.00 5 080.96 655.50

2011 5 733.92 10 244.43 5 150.44 673.71

2012 5 898.38 10 436.56 5 205.63 684.43

2013 6 023.80 10 697.43 4 969.11 696.37

2014 6 133.60 10 944.97 5 101.74 705.75

2015 6 470.22 11 126.30 5 333.90 716.09

2016 6 498.01 11 219.55 5 360.30 715.30

2017 6 524.25 10 915.13 5 389.79 706.70

4.2 河南省粮食产量预测模型建立

以 2002∼ 2013年河南省粮食产量为模拟建模
数据, 2014∼ 2017年粮食产量为预测效果检验数据,
同时对河南省粮食产量建立传统GM (1,N )模型 [9]、

OGM(1,N )模型 [25]、时滞GM (1,N )模型 [22]和本文

TDAGM (1, N, t)模型,通过对比分析4种模型的建模
效果,验证本文模型的有效性和实用性. 4种模型的
参数值见表3,模拟和预测结果见表4.
表3中TDAGM(1, 4, t)模型模拟河南省粮食作物

播种面积、有效灌溉面积、化肥施用折纯量对粮食

产量的时滞系数分别为0.04、0.81和0.47.由此可以
看出,粮食作物播种面积对粮食产量几乎没有时滞影
响,而灌溉面积与化肥施用折纯量对粮食产量具有一
定的时滞累积效应,这与前文的分析一致.
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表 3 4种灰色预测模型参数值

模型参数 传统GM(1, 4) OGM(1, 4) 时滞GM(1, 4) TDAGM(1, 4)

a 0.925 3 0.403 2 0.668 1 2.322 8
b2 −0.173 3 0.632 5 1.503 1 3.898 4
b3 1.035 9 1.238 1 −0.454 1 1.098 6
b4 0.199 7 −0.420 6 −0.110 5 −2.647 1
h1 — −0.907 1 — 0.162 8
h2 — −0.560 8 — −0.573 2
λ2 — — 0.003 3 0.042 7
λ3 — — 0.214 1 0.812 9
λ4 — — 0.073 0 0.473 9

∗利用粒子群算法进行参数估计时,多次运行结果变化范围
在0.000 1以内,认为时滞参数的估计是稳定的.

观察表 4,对比 4种模型 2002∼ 2013年模型
模拟精度,其中GM (1,N )模型模拟误差较高,在

2004∼ 2006年产生了误差跳跃现象.时滞GM (1,N )
由于忽略了系统行为与时间之间的线性关系,模拟
误差略大. OGM (1,N )模型与TDAGM(1, N, t)模型
弥补了这一缺陷,模型结构更完善,模型性能更佳.
TDAGM (1, N, t)模型模拟误差仅 0.064 8 %,具有较
高的模拟精度.在 2014∼ 2017年四步模拟预测误
差中,经典GM (1,N )模型、 时滞GM(1,N )模型与
OGM (1,N )模型误差较高,且最大值和最小值相差
较大; TDAGM (1,N )模型误差相对较小,且稳定性较
高.通过完善模型结构、充分考虑影响因素历史数据
对系统行为的因果力作用效果, TDAGM (1,N )模型
具有较高的模型精度,体现了本文模型的优越性.

表 4 河南省粮食产量的模拟和预测结果

年份 原始值
传统GM (1,N )模型 OGM(1,N )模型 时滞GM(1,N )模型 TDAGM(1, N, t)模型

模拟值 APE / % 模拟值 APE / % 模拟值 APE / % 模拟值 APE / %

2002 4 209.98 4 209.980 0 0 4 209.980 0 0 4 209.980 0 0 4 209.980 0 0

2003 3 569.47 3 276.589 7 8.205 1 3 578.132 4 0.242 7 3 480.732 8 2.486 0 3 569.292 7 0.005 0

2004 4 260.00 5 406.135 5 26.904 6 421 3.016 4 1.102 9 4 293.758 6 0.792 5 4 260.000 0 0.000 0

2005 4 582.00 5 676.775 6 23.893 0 4 661.090 3 1.726 1 4 698.874 1 2.550 7 4 583.522 1 0.033 2

2006 5 112.30 5 652.137 7 10.559 6 5 060.132 9 1.020 4 4 938.159 1 3.406 3 5 109.818 1 0.048 5

2007 5 245.22 5 516.233 6 5.166 9 5 256.332 3 0.211 9 5 120.289 5 2.381 8 5 246.622 5 0.026 7

2008 5 365.48 5 519.174 8 2.864 5 5 365.287 0 0.003 6 5 277.389 5 1.641 8 5 364.130 3 0.025 2

2009 5 389.00 5 541.296 2 2.826 1 5 413.573 1 0.456 0 5 438.200 6 0.913 0 5 389.000 0 0.000 0

2010 5 581.82 5 731.089 4 2.674 2 5 550.414 4 0.562 6 5 582.541 9 0.012 9 5 590.569 0 0.156 7

2011 5 733.92 5 853.450 4 2.084 6 5 720.148 5 0.240 2 5 738.475 9 0.079 5 5 718.534 8 0.268 3

2012 5 898.38 5 958.337 9 1.016 5 5 917.559 1 0.325 2 5 891.695 5 0.113 3 5 907.197 9 0.149 5

2013 6 023.80 6 153.730 8 2.157 0 6 028.138 1 0.072 0 5 807.922 1 3.583 7 6 023.800 0 0.000 0

MAPEtrain / % 8.032 0 0.542 1 1.632 9 0.064 8

2014 6 133.60 6 278.505 8 2.362 5 6 252.972 0 1.946 2 5 894.954 2 3.890 8 6 213.118 4 1.296 4

2015 6 470.22 6 354.921 7 1.782 0 6 564.630 4 1.459 2 6 150.757 9 4.937 4 6 415.464 6 0.846 3

2016 6 498.01 6 397.702 3 1.543 7 6 831.443 3 5.131 3 6 337.585 6 2.468 8 6 626.901 2 1.983 5

2017 6 524.25 6 216.203 9 4.721 6 6 902.229 1 5.793 4 6 533.313 5 0.138 9 6 604.269 5 1.226 5

MAPEtest / % 2.602 4 3.582 5 2.859 0 1.338 2

2018

预测值

5 251.936 4 6 366.098 9 6 608.466 2 6 825.690 2

2019 5 295.487 0 6 286.475 0 6 753.959 1 6 953.127 6

2020 5 343.628 4 6 281.1346 6 886.040 5 7 099.431 1

2021 6 825.690 2 6 953.127 6 7 099.431 1 7 263.465 8

∗相关因素的2018∼ 2021年预测值由TDAGM (1, 1, t)模型建模得到.

图 3为 4种模型对河南省粮食产量的模拟和预
测结果 (2018∼ 2021年预测数据见表 4)对比图.除
经典GM (1,N )模型外,其余 3种模型都能较好地拟
合系统序列的发展趋势,但对2017∼ 2021年粮食产
量进行预测时,预测结果却相差甚远.究其原因是
2016、2017年河南省粮食产量增长率大幅下降,系

统行为序列发展趋势发生了改变.从4种模型的四步
预测值可以看出,在未考虑驱动因素时滞效应的经典
GM (1,N )模型与OGM(1, N, t)模型中,其预测值显
示河南省粮食产量将出现大幅减产状况,而具有时滞
作用的时滞GM (1,N )模型与本文TDAGM (1, N, t)
模型保持了粮食产量的时间发展趋势,预测结果呈
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现上升趋势.忽略驱动因素对系统行为的时滞累积
作用,会出现预测序列与原始序列发展趋势相反的情
况.两种时滞模型预测河南省粮食产量增长率大致
相同,但由于时滞GM (1,N )在2017年的模拟值产生
了较大的误差,预测数值有所差距.综合建模效果来
看, TDAGM(1,N, t)模型能有效降低模型误差,在粮
食生产等具有时滞累积效应的系统预测问题中具有

实用价值.
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图 3 河南省粮食产量模拟和预测结果对比

5 结 论

本文针对具有时滞因果关系的多因素驱动系

统预测建模问题,基于灰色系统建模方法,提出了基
于时滞累积效应的TDAGM (1, N, t)模型及其求解方
法.通过模型研究和实例分析,得到以下结论:

1)通过完善灰色多变量预测模型结构,避免了模
型构建时产生跳跃性误差,明确了驱动因素的时滞累
积作用机制,结合时滞参数的粒子群优化算法,进一
步提高了模型建模精度;

2) 对原始数据进行数乘变换不会影响

TDAGM (1, N, t)模型的预测精度,因此可对原始序
列施用数乘变换,将其变换为合适的数量级,以避免
参数估计过程中可能出现的病态性问题;

3) GM (1, 1)、GM (1,N )、OGM (1,N )、时滞GM(1,
N )、TDDGM (1,N )模型是TDAGM (1, N, t)模型的特
殊形式,参数p的不同取值体现了模型间的差异性;

4)数值实验表明,在最小平均绝对百分误差
下, TDAGM (1, N, t)模型在不同强度时滞系统中不
同特征数据序列的模拟精度较高,验证了该模型在时
滞系统预测建模中的有效性;

5)河南省粮食产量预测实例的结果显示,
TDAGM (1, N, t)模型可识别影响因素对粮食产量
的时滞作用强度,可用于非滞后驱动因素与滞后驱动
因素同时存在的系统预测中,预测2018∼ 2021年河
南省粮食产量将继续保持增长趋势,增长幅度平稳.

针对如何根据λ的值划分驱动因素对系统行为

的时滞作用效果强度等级,可进行更深一步的研究.
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