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参数不确定离散时间系统的有限时间

输出反馈预见控制器设计
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摘 要: 基于参数依赖的Lyapunov函数方法及LMI技巧,研究一类参数不确定离散时间系统的有限时间输出反
馈预见控制问题.首先,采用预见控制理论中误差系统的方法,引入差分算子和离散提升技术,构造出包含未来目
标值信号和干扰信号的信息的扩大误差系统,将有限时间预见控制问题转化为扩大误差系统的有限时间稳定性
问题;然后,针对所推导出的扩大误差系统设计输出反馈预见控制器,通过改造输出方程以充分利用可预见信号的
未来信息,并通过LMI技巧给出闭环系统有限时间稳定的条件及预见控制器的设计方法.研究结果表明,通过求
解LMI,可确定静态输出反馈预见控制器增益矩阵.数值仿真表明了所提出方法的有效性.
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Abstract: Based on the parameter-dependent Lyapunov function method and the LMI technique, the problem of finite-
time output feedback preview control is proposed for a class of polytopic uncertain discrete-time systems. Firstly, the
difference operator is introduced, the discrete lifting technology is employed, and an augmented error system including
previewed information is constructed by using the error system method in preview control theory, which leads to a finite-
time preview control problem being transformed into a finite time stabilization problem. Then, the previewable signals
are fully utilized through reformulation of the output equation, considering the output feedback for the augmented error
system, the condition of finite-time stability of closed-loop system and the design method of preview controller are given
by LMI technique. Research result shows that the static output preview controller parameter matrices can be achieved
from the solution of LMIs problems. The numerical simulation examples illustrate the validity of the proposed method
in this paper.
Keywords: augmented error system；preview control；polytopic uncertain system；finite time stable；output feedback；
robust tracking

0 引 言

在一些实际问题中,只需要研究系统状态在一
个有限时间段内的行为,而不是在整个无限时间内,

因此有限时间稳定受到越来越多的关注.给出系统
初始条件的一个界,如果其状态变量范数在一个给定
的有限时间区间内不超过一定的范围,则称系统是有
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限时间稳定的.由于有限时间稳定性在理论和应用
上的重要作用,许多学者致力于有限时间控制问题的
研究,并取得了许多代表性的成果.文献 [1]为了避免
通讯网络资源的不必要浪费,考虑了一类切换奇异时
滞系统在事件触发机制下的有限时间滤波问题.文
献 [2]研究了随机非线性不确定系统有限时间跟踪
控制问题,将Laypunov函数方法与自适应模糊控制
方法相结合,提出一种新的控制方案,实现了系统的
有限时间稳定.在非线性参数满足单边李普希兹条
件 (quasi-one-sided Lipschitz condition)下,文献 [3]通
过Lyapunov函数方法和LMI技巧,考虑了一类具有
参数不确定的Lipschitz非线性系统的有限时间H∞

控制问题,并给出了最优控制器的设计方法.
预见控制是一种比较新的控制方法,其充分利用

已知的未来目标值信号或未来干扰信号的信息改善

闭环系统的性能.预见控制可以融合已知未来信息
提高闭环系统的性能,还可以对系统追加预见前馈补
偿[4-6]. Sheridan[7]采用3种预见控制模型建立的基本
的预见预测结构成为后继研究的基础.文献 [8]给出
了偏微分最优法、扩大误差系统法和逐次最优化法

等3种预见控制器的设计方法.随后经过相关研究工
作后,线性系统的预见控制理论已经较为完善,尤其
是带有预见补偿的线性二次型最优控制问题研究得

最为深刻[9-14].近年来,人们将预见控制理论与其他
控制方法相结合,进一步发展预见控制.文献 [15-18]
将H∞/H2控制理论应用于预见控制系统中,给出了
H∞/H2预见控制器的设计方法.文献 [19]将预见控
制理论与模糊控制相结合,提出模糊预见控制问题,
并基于LMI方法设计了一类T-S模糊系统的预见控
制器.文献 [20-21]将滑模控制与预见控制相结合,解
决了滑模预见控制问题.文献 [22-23]将预见控制理
论方法与重复控制相结合,研究了离散时间系统的重
复预见控制.文献 [24-25]利用模型变换技巧和标度
小增益定理,给出了变时滞不确定系统的鲁棒预见控
制器设计方法.
关于有限时间预见控制问题,文献 [26-28]将

min-max控制方法应用于预见控制系统中,解决了有
限时间区间的最优预见控制问题.文献 [29-31]运用
误差系统的思想构造扩大误差系统,并基于有限时间
最优线性二次型结果给出最优控制器,回到原系统得
到最优预见控制器.然而,上述有限时间预见控制器
的设计都依赖Riccati方程解的可行性,但基于Riccati
方程方法不适用于凸多面体不确定系统,因此上述有
限时间预见控制器的设计方法无法推广到本文中.

尽管有限时间控制与预见控制的研究均已取得

了很大成果,但是将两者结合起来的相关研究并不多
见.将有限时间稳定理论与基于误差系统方法的预
见控制相结合研究参数不确定离散时间系统的文献

目前也较少见到.本文将预见控制理论方法和有限
时间控制运用到一类凸多面体不确定离散时间系统

中,设计一个静态输出反馈预见控制器,允许系统的
系数矩阵不是满秩的和不确定的.首先引入文献 [8]
中差分算子构造扩大误差系统,将原系统的有限时间
预见跟踪问题转化为扩大误差系统的有限时间稳定

性问题,并通过改写输出方程充分利用可预见的目标
值信号和干扰信号;然后结合参数依赖的Lyapunov
函数方法和LMI技巧,给出闭环系统有限时间稳定
的充分条件及预见控制器的设计方法;最后通过数
值仿真对目标值信号、干扰信号可预见及不可预见

的情况进行比较,显示出目标信号和干扰信号的预见
作用对跟踪目标信号的优越性.
本文使用如下记号:Rn、Rn×m分别为实数域上

的n维向量空间与n×m矩阵空间;P > 0为P对称

正定矩阵;P > Q为P −Q > 0; ∗为对称矩阵的对称
项; sym(A)为A + AT;AT为矩阵的转置矩阵; I为单
位矩阵,其阶数由其前后文的叙述决定.

1 问题᧿述及基本假设

考虑如下不确定离散时间系统:x(k + 1) = A(θ)x(k) +B(θ)u(k) +D(θ)w(k),

y(k) = C(θ)x(k) + E(θ)w(k).

(1)

其中: k ∈ {1, 2, . . . , N}, x(k) ∈ Rn为状态向量,u(k)
∈ Rm为输入向量, y(k) ∈ Rq为输出向量,w(k) ∈ Rl

为干扰向量且w(k) ∈ L2[0,∞), A(θ)、B(θ)、C(θ)、

D(θ)和E(θ)为具有适当维数的不确定矩阵.
首先,对系统(1)作如下假设.
假设1 设不确定矩阵具有如下的凸多面体形

式:

[A(θ) B(θ) C(θ) D(θ) E(θ)] =
s∑

i=1

θi[Ai Bi Ci Di Ei]. (2)

其中:Ai、Bi、Ci、Di和Ei(i = 1, 2, . . . , s)为具有适当

维数的常数矩阵, θ = (θ1 θ2 · · · θs)
T ∈ Rs为不确

定的常参数向量且满足

θ ∈ Θ :={
θ ∈ Rs|θi ⩾ 0, i = 1, 2, . . . , s,

s∑
i=1

θi = 1
}
. (3)
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注1 这里的假设表明系统的不确定性是不随

时间变化的,即与时间变量k无关,不确定参数向量θ

在一个s维凸多面体中取值.
下面假设目标值信号和干扰信号是可预见的.
假设2 设目标信号r(k) ∈ Rq的可预见步数为

MR,即在当前时刻k, r(k), r(k+1), . . . , r(k+MR)是

已知的,并假设MR步之后目标值不变,即

r(k + j) = r(k +MR), j ⩾ MR + 1.

假设3 设目标信号w(k) ∈ Rl的可预见步数为

Md,即在当前时刻k,w(k), w(k + 1), . . . , w(k + Md)

是已知的,并假设Md步之后目标值不变,即

w(k + j) = w(k +Md), j ⩾ Md + 1.

注2 假设2和假设3是关于目标值信号和干扰
信号可预见的假设.理论研究和实际例子均表明,只
有一段时间的可预见信号对系统的性能有较明显的

影响,预见步数以外的目标值信号和干扰信号值对系
统性能的影响不大,所以一般假设可预见步数之外的
值为常向量.

注3 为了保证系统的目标值信号和干扰信号

在k ∈ {1, 2, . . . , N}都是可预见的,目标值信号r(k)

和干扰信号w(k)定义在k ∈ {1, 2, . . . , N}将扩充到
k ∈ {1, 2, . . . , N+max(MR,Md)}.即当k+MR > N

或k +Md > N时,系统是虚拟预见的[30-31].
引理1 [32] 对于适当维数的矩阵L、H > 0,有

−LTH−1L ⩽ −LT − L+H.

引理2 [33] 对于适当维数的矩阵T、W、S和矩

阵F及标量β,如果满足如下不等式:[
T ∗

βWT + FS −βF − βFT

]
,

则T +WS + STWT < 0成立.

2 扩大误差系统的推导

本节采用预见控制理论的误差系统方法和离散

提升技术,构成出融合未来目标值信号和干扰信号信
息的扩大误差系统,将系统 (1)的控制问题转化为对
应的扩大误差系统的控制问题.
差分算子∆定义为

∆x(k) = x(k + 1)− x(k). (4)

对系统(1)的状态方程和输出方程两端取差分,得到
∆x(k + 1) =

A(θ)∆x(k) +B(θ)u(k) +D(θ)∆w(k),

∆y(k) = C(θ)∆x(k) + E(θ)∆w(k).

(5)

注4 考虑的不确定矩阵只与参数θ有关,因此
相对系统 (1)而言,∆是线性算子,可以对系统 (1)的

状态方程两端直接取差分,且所得到的系统 (5)结构
简单.

定义误差信号

e(k) = y(k)− r(k). (6)

下面将差分算子∆作用到误差向量e(k + 1)上,
并结合式(6)得到

x̃(k + 1) =

Ã(θ)x̃(k) + B̃(θ)∆u(k)+

GP∆r(k) +GW (θ)∆w(k). (7)

其中

x̃(k) =

[
e(k)

∆x(k)

]
, Ã(θ) =

[
I C(θ)

0 A(θ)

]
,

B̃(θ) =

[
0

B(θ)

]
, GW (θ) =

[
E(θ)

D(θ)

]
,

GP =

[
−I
0

]
.

Ã(θ)、̃B(θ)和GW (θ)为误差系统的不确定矩阵.
由假设1可知,不确定矩阵 Ã(θ)、B̃(θ)和GW (θ)

满足

Ã(θ) =


I

s∑
i=1

θiCi

0
s∑

i=1

θiAi

 =

s∑
i=1

θi

[
I Ci

0 Ai

]
=

s∑
i=1

θiÃi,

(8)

B̃(θ) =

 0
s∑

i=1

θiBi

 =
s∑

i=1

θi

[
0

Bi

]
=

s∑
i=1

θiB̃i, (9)

GW (θ) =


s∑

i=1

θiEi

s∑
i=1

θiDi

 =

s∑
i=1

θi

[
Ei

Di

]
=

s∑
i=1

θiGi,

(10)

式 (7)即为所构造的误差系统,下面构造扩大误差系
统.
构造如下形式的向量和矩阵:

XR(k) =

[∆r(k)T ∆r(k + 1)T · · · ∆r(k +MR)
T]T,

XW (k) =

[∆w(k)T ∆w(k + 1)T . . . ∆w(k +Md)
T]T,
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AR =



0 Iq 0

0
. . . . . .

...
. . . . . .

0 . . . . . . 0 Iq

0 . . . . . . 0 0


∈ R[(MR+1)q]×[(MR+1)q],

AW =



0 Il 0

0
. . . . . .

...
. . . . . .

0 . . . . . . 0 Il

0 . . . . . . 0 0


∈ R[(Md+1)l]×[(Md+1)l].

根据假设2和假设3可得到

XR(k+1)=ARXR(k), (11)

XW (k+1)=AWXW (k). (12)

通过式(7)、(11)和(12)得到扩大误差系统

x̂(k + 1) = Â(θ)x̂(k) + B̂(θ)∆u(k). (13)

其中

x̂(k) =


x̃(k)

XR(k)

XW (k)

 ,

Â(θ) =


Ã(θ) G1 G2(θ)

0 AR 0

0 0 AW

 ,

B̂(θ) =


B̃i(θ)

0

0

 , G1 =
[
GP 0 · · · 0︸ ︷︷ ︸

MR

]
,

G2(θ) =
[
GW (θ) 0 · · · 0︸ ︷︷ ︸

Md

]
.

注意到,在当前时刻 k,目标值信号∆r(k),∆r(k +

1), . . . ,∆r(k + MR)已知,干扰信号∆w(k),∆w(k +

1), . . . ,∆w(k + Md)已知,从而由它们组成的变量
XR(k)和XW (k)是已知的.由于体现预见信息的
XR(k)和XW (k)是状态向量的一部分,这样扩大误
差系统 (13)便包含了可预见的目标值信号和干扰信
号的信息.另外,考虑到系统 (1)的观测方程和目标值
信号和干扰信号的可预见性,针对形式系统 (13),输
出方程取为

Z(k) = CZ(θ)x̂(k). (14)

其中

M(θ) =
[
E(θ) 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸

Md

]
,

CZ(θ) =


Iq

C(θ) M(θ)

I(MR+1)q

I(Md+1)l

 .

形式向量XR(k)和XW (k)包含了可预见信号的信息

是已知量,且系统 (1)的输出是可以测量的,因此改写
后的输出方程也是可利用的.所设计的输出反馈控
制器带有预见反馈项和误差积分项,达到改善闭环系
统的跟踪性能和消除静态误差的目的.同时,允许系
统矩阵是不满秩和不确定的,消除了文献 [34-35]中
对系数矩阵的约束条件,降低了结果的保守性.进一
步,考虑到前面关于不确定性的假设,验证可知

M(θ) =
[ s∑

i=1

θiEi 0 · · · 0︸ ︷︷ ︸
Md

]
=

s∑
i=1

θi

[
Ei 0 · · · 0︸ ︷︷ ︸

Md

]
=

s∑
i=1

θiMi, (15)

G2(θ) =
[ s∑
i=1

θiGi 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
Md

]
=

s∑
i=1

θi

[
Gi 0 · · · 0︸ ︷︷ ︸

Md

]
=

s∑
i=1

θiG2i, (16)

Â(θ) =


s∑

i=1

θiÃi G1

s∑
i=1

θiG2i

0 AR 0

0 0 AW

 =

s∑
i=1

θi


Ai G1 G2i

0 AR 0

0 0 AW

 =
s∑

i=1

θiÂi, (17)

B̂(θ) =


s∑

i=1

θiB̃i

0

0

 =

s∑
i=1

θi


B̃i

0

0

 =

s∑
i=1

θiB̂i, (18)

CZ(θ) =


Iq

C(θ) M(θ)

I(MR+1)q

I(Md+1)l

 =

s∑
i=1

θi


Iq

Ci Mi

I(MR+1)q

I(Md+1)l

 =

s∑
i=1

θiCZi.

(19)

因此,扩大误差系统中的不确定矩阵仍然是凸多面体
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形式,与系统 (1)保持相同的特性.由式 (13)和 (14)构
成的系统x̂(k + 1) = Â(θ)x̂(k) +B(θ)∆u(k),

Z(k) = CZ(θ)x̂(k)
(20)

即为所设计预见控制器需要的扩大误差系统.
定义 1 (有限时间稳定FTS)[36-37] 考虑如下离

散时间系统:

x(k + 1)Ax(k),

关于(c1, c2, R,N)是有限时间稳定的,若x(0)TRx(0)

⩽ c1,则x(k)TRx(k) ⩽ c2, k ∈ {1, 2, . . . , N}.其中: 0
⩽ c1 < c2, R > 0, N为给定的正整数.注意到

e(k) = Hx̂(k), (21)

其中H = [I 0 0 0].从而有

e(k)Te(k) =

x̂(k)THTHx̂(k) ⩽ x̂(k)TRx̂(k) ⩽ c2, (22)

其中R > HTH .
如果能够设计出系统 (20)的一个反馈控制使得

系统 (20)的闭环系统有限时间稳定,则相应的系统
(1)的闭环系统便实现了 y(k)对 r(k)的有限时间跟

踪.
本文所研究的有限时间跟踪是要求闭环系统在

有限时间内输出与参考目标值信号的偏差不超过一

定范围.通过扩大误差系统的构造,使系统 (1)的有限
时间跟踪控制问题转化为扩大误差系统 (20)的有限
时间控制问题.下面讨论扩大误差系统 (20)的有限
时间镇定问题.

3 有限时间稳定性分析及预见控制器设计

针对系统(20),考虑一个输出反馈形如

∆u(k) = KZ(k), (23)

使得系统(20)的闭环系统有限时间稳定,其中K为待

定的参数矩阵.下面利用参数依赖Lyapunov函数方
法和LMI技巧求解增益矩阵.根据式 (20)和 (23)得到
闭环系统为

x̂(k) = [Â(θ) + B̂(θ)KCZ(θ)]x̂(k). (24)

定理 1 假设 1∼假设 3成立,对于给定的 (c1,

c2, R,N)和ρ > 1,如果存在对称正定矩阵P (θ)、可

逆矩阵G(θ)和矩阵K使得[
ρ(−sym(G(θ)) + P (θ)−1) ∗
(Â(θ) + B̂(θ)KCZ(θ))G(θ) −P (θ)−1

]
< 0,

ρNλmax(P̂ (θ))c1 ⩽ c2λmin(P̂ (θ)), (25)

则闭环系统 (24)是关于 (c1, c2, R,N)有限时间稳定

的,其中 P̂ (θ) = R−1/2P (θ)R−1/2.
证明 考虑参数依赖的Lyapunov函数

V (k, x̂) = x̂(k)TP (θ)x̂(k).

该Lyapunov函数沿系统 (20)的闭环系统 (24)轨线的
差分为

∆V =

x̂(k + 1)TP (θ)x̂(k + 1)− x̂(k)TP (θ)x̂(k) =

x̂(k)T[(Â(θ) + B̂(θ)KCZ(θ))P (θ)(Â(θ)+

B̂(θ)KCZ(θ))− P (θ)]x̂(k).

对式 (25) 第 1 式运用引理 1, 并左乘可逆矩阵
diag{G(θ)−T, I},右乘其转置,得到[

−ρP (θ) ∗
Â(θ) + B̂(θ)KCZ(θ) −P (θ)−1

]
< 0. (26)

根据Schur补引理,式(26)等价于

[Â(θ) + B̂(θ)KCZ(θ)]
TP (θ)[Â(θ)+

B̂(θ)KCZ(θ)]− ρP (θ) < 0. (27)

式(27)可以保证

V (k + 1) < ρV (k), (28)

反复利用式(28),可得

V (k) < ρkV (0). (29)

另外,有

V (0) = x̂(0)TP (θ)x̂(0) < λmax(P̂ (θ))x̂(0)TRx̂(0).

再根据初值的假设,可以得到

V (0) < λmax(P̂ (θ))c1. (30)

考虑到ρ > 1、式(29)和(30),得到

V (k) < ρkV (0) < ρkλmax(P̂ (θ))c1 ⩽

ρNλmax(P̂ (θ))c1,

从而有

λmin(P̂ (θ))x̂(k)TRx̂(k) < V (k) < ρNλmax(P̂ (θ))c1,

∀k ∈ {1, 2, . . . , N}.

由式(25)的第2式,得到

x̂(k)TRx̂(k) < c2, ∀k ∈ {1, 2, . . . , N}.

由定义1可知,闭环系统是关于 (c1, c2, N,R)有限时

间稳定的. 2
下面基于定理1给出输出反馈预见控制器的设

计方法.
定理2 对于给定的(c1, c2, N,R)、ρ > 1和标量

β,如果存在矩阵S(θ) > 0、矩阵Q和L、可逆矩阵U、
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G(θ)及常数α1 > 0、α2 > 0,使得下式成立:ρ(−sym(G(θ)) + S(θ)) ∗ ∗
Â(θ)G(θ) + B̂(θ)LQ −S(θ) ∗
CZ(θ)G(θ)− UQ βLTB̂(θ)T −sym(βU)


< 0,

α1c2 − ρNα2c1 > 0,

α1R
−1 < S(θ) < α2R

−1, (31)

则闭环系统 (24)是关于 (c1, c2, N,R)有限时间稳定

的.
证明 对于闭环系统,当不等式 (31)成立时,定

理1的条件也成立,从而由定理1可知本定理成立.
由引理2可知,式(31)第1式可以保证[
−ρsym(G(θ)) + ρS(θ) ∗
Â(θ)G(θ) + B̂(θ)LQ −S(θ)

]
+

sym
([

0

I

]
B̂(θ)LU−1(CZ(θ)G(θ)− UQ)[I 0]

)
=[

−ρsym(G(θ)) + ρS(θ) ∗
Â(θ)G(θ) −S(θ)

]
+

sym
([

0

I

]
B̂(θ)LU−1(CZ(θ)G(θ)− UQ+

UQ)[I 0]
)
< 0. (32)

令

K = LU−1, S(θ)−1 = P (θ), (33)

式(32)变为[
−ρsym(G(θ)) + ρP (θ)−1 ∗

Â(θ)G(θ) −P (θ)−1

]
+

sym
([

0

I

]
B̂(θ)KCZ(θ)G(θ)[I 0]

)
< 0,

即[
−ρsym(G(θ)) + ρP (θ)−1 ∗

Â(θ)G(θ) + B̂(θ)KCZ(θ)G(θ) −P (θ)−1

]
< 0.

根据式(31)第3式可以得到
1

α2
R < P (θ) <

1

α1
R,

从而有

1

α2
I < R−1/2P (θ)R−1/2 = P̂ (θ) <

1

α1
I.

而式(25)第2式是

ρN
1

α1
c1 <

c2
α2

,

由Schur补引理可知,上式等价于式 (31)第2式.根据
定理1可知,定理2成立. 2
观察定理2的判别条件可以发现其中包含不确

定参数θ,由于θ是未知的,所给判别条件事实上无法
验证,下面将其转化为不含不确定参数的LMI.
定理3 给定常数β, ρ > 1和矩阵Q,如果存在

矩阵Sj > 0,矩阵U、L、Gj(j = 1, 2, . . . , s)和正数

α1、α2,使得

Πij +Πji < 0, i ⩽ j, i, j ∈ {1, 2, . . . , s},

α1c2 − ρNα2c1 > 0,

α1R
−1 < Sj < α2R

−1, (34)

则闭环系统 (24)是有限时间稳定的.其中:反馈增益
矩阵为K = LU−1,控制输入为

∆u(k) = KZ(k) = LU−1Z(k),

Πij =


ρ(−GT

j −Gj + Sj) ∗ ∗
ÂiGj + B̂iLQ −Sj ∗
CZiGj − UQ βLTB̂T

i −sym(βU)

 .

(35)

证明 为了便于叙述,将式 (31)第1式左边矩阵
记为Π(θ),由式(17)∼ (19)可以得到

Π(θ) =

s∑
i=1

θi

s∑
j=1

θjΠij =

s∑
i=1

θ2iΠii +

s−1∑
i=1

θi

s∑
j=i+1

θj(Πij +Πji). (36)

所以,式 (34)第1式∼第3式分别可以保证定理2的条
件成立. 2
系统模型的不确定参数可以参见文献 [38-39],

考虑如下形式的参数依赖输出控制器K(θ):

∆u(k) = K(θ)Z(k). (37)

根据式(20)和(37)得到闭环系统为

x̂(k + 1) = [Â(θ) + B̂(θ)K(θ)CZ(θ)]x̂(k). (38)

结合定理1∼定理3,可以得到如下推论.
推论1 假设1∼假设3成立,对于给定的(c1, c2,

R,N)和ρ > 0,如果存在矩阵S(θ) > 0、Q、L(θ),可
逆矩阵U(θ)、G(θ)及常数α1 > 0、α2 > 0,使得下式
成立:ρ(sym(−G(θ))+S(θ)) ∗ ∗
Â(θ)G(θ)+B̂(θ)L(θ)Q −S(θ) ∗
CZ(θ)G(θ)−U(θ)Q βLT(θ)B̂(θ)T −sym(βU(θ))


< 0,

α1c2 − ρNα2c1 > 0,

α1R
−1 < S(θ) < α2R

−1, (39)

则闭环系统 (38)是关于 (c1, c2, R,N)有限时间稳定

的.
证明过程与定理2类似,只需将矩阵L(θ)、U(θ)

代替定理2中的矩阵L、U即可得到结论,此略.
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推论2 给定常数β, ρ > 1及矩阵Q,如果存在
矩阵Sj、Uj、Lj、Gj和正数α1、α2,使得

Ψij + Ψji < 0, i ⩽ j, i, j ∈ {1, 2, . . . , s},

α1c2 − ρNα2c1 > 0,

α1R
−1 < Sj < α2R

−1, (40)

则闭环系统 (38)是有限时间稳定的.其中:反馈增益

矩阵为K(θ) =
( s∑

i=1

θiLi

)( s∑
i=1

θiUi

)−1

,控制输入

为

∆u(k) =
( s∑

i=1

θiLi

)( s∑
i=1

θiUi

)−1

Z(k),

Ψij =


ρ(−GT

j −Gj + Sj) ∗ ∗
ÂiGj + B̂iLjQ −Sj ∗
CZiGj − UjQ βLT

j B̂
T
i −sym(βUj)

 .

(41)

证明过程与定理3类似,此略.
当假设 1∼假设 3成立时,可以求得系统 (20)的

控制输入(23),对增益矩阵K进行分解,有

K = [Ke|Ky|KR|KW ]. (42)

其中

KR = [KR(0) KR(1) . . . KR(MR)],

KW = [KW (0) KW (1) . . . KW (Md)].

则式(23)可以写为

∆u(k) =

Kee(k) +Ky∆y(k) +

MR∑
j=0

KR(j)∆r(k + j)+

Md∑
j=0

KW (j)∆w(k + j). (43)

定理4 若假设1∼假设3成立,则系统 (1)具有
如下带有预见作用的控制器:

u(k) =

Ke

( k−1∑
i=0

e(i)
)
+Kyy(k) +

MR∑
j=0

KR(j)r(k + j)+

Md∑
j=0

KW (j)w(k + j). (44)

其中:K=LU−1;U、L由式(34)确定;Ke、Ky、KR(0),

KR(1), . . . ,KR(MR),KW (0),KW (1), . . . , KW (Md)

与K的关系由式(42)确定.
证明 当假设1∼假设3成立时,可以得到扩大

误差系统(20).如果式(34)有可行解,则由定理3可知

∆u(k) = KZ(k) = LU−1Z(k) (45)

是系统(20)的控制输入.
对增益矩阵K进行分割如式 (42),则式 (23)可写

为

∆u(k) =

Kee(k) +Ky∆y(k) +

MR∑
j=0

KR(j)∆r(k + j)+

Md∑
j=0

KW (j)∆w(k + j).

根据差分算子的定义 (式 (4)),在假设x(i) = 0, u(i) =

0, r(i) = 0, w(i) = 0(i < 0)下,得到

u(k) =

k−1∑
i=− max(MR+1,Md+1)

∆u(i)+

u(−max(MR + 1,Md + 1)) =

Ke

( k−1∑
i=0

e(i)
)
+Kyy(k) +

MR∑
j=0

KR(j)r(k + j)+

Md∑
j=0

KW (j)w(k + j). 2
由上式可见,带有预见作用的控制器由4部分构

成:第1部分为跟踪误差的积分;第2部分为输出反馈
项;第3部分为基于未来目标值信号的预见前馈补偿
项;第4部分为基于未来干扰信号的预见前馈补偿项.
在预见控制器的设计方法上采用两种技巧:
1)利用误差系统的方法和离散提升技术构造包

含可预见的目标值信号和干扰信号的扩大误差系统;
2)结合参数依赖的Lyapunov函数方法和LMI技

巧分析闭环系统的有限时间稳定性,并设计带有输出
反馈的预见控制器.

4 数值仿真

在系统(1)中,取

A(θ) =

[
1.1 0.4

0.1 0.6

]
θ1 +

[
1 0.5

0.5 0.6

]
θ2,

B(θ) =

[
−1.8
1.3

]
θ1 +

[
−1.7
1.2

]
θ2,

C(θ) = [−0.9 −0.5]θ1 + [−0.5 −0.5]θ2,

D(θ) =

[
0.2

−0.2

]
θ1 +

[
0.1

0.1

]
θ2,

E(θ) = 0.

首先选取调节参数β = 0.8, ρ = 1.001, c1 = 0.5,

c2 = 14, N = 70和矩阵R = I,Q = 0.85CZ(θ)及
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不确定参数θ1 = 0.5, θ2 = 0.5.初始条件为x(0) =

[0.2 0.1]T.针对以下3种情况进行数值仿真: 1)Md =

2,MR = 6; 2)Md = 2,MR = 2; 3)没有预见的情况,
即MR = Md = 0.
根据定理3,应用Matlab的LMI工具箱可求解出

式 (34)中的矩阵变量L和U ,由此得到反馈增益矩阵
K = LU−1,进而得到系统(20)的控制输入.
当Md = 2,MR = 6时,求得

Ke = −0.082 98,

Ky = −0.976 36,

KR = [0.103 81 0.097 86 0.089 50 0.079 35→

← 0.068 71 0.058 49 0.049 10].

KW = [0.052 67 0.031 86 0.017 47].

当Md = 2,MR = 2时,求得

Ke = −0.083 39,

Ky = −0.996 06,

KR = [0.108 84 0.102 50 0.095 88],

KW = [0.054 94 0.032 65 0.017 46].

当Md = MR = 0,求得

K = [Ke Ky] = [−0.083 56 − 1.011 29].

干扰信号取为

w(k) =

sin(1/30πk), 20 ⩽ k ⩽ 50;

0, otherwise.
(46)

目标值信号取为

r(k) =

0, k < 20;

2, k ⩾ 20.
(47)

图1为系统 (1)的闭环系统输出响应,图2为控制
输入.可以看出,在上面所述的3种情况下,输出信号
都能准确地跟踪目标值信号.但是,随着目标值预见
步长的增加,跟踪误差在减小,调整时间在缩短,且系
统的输出能更快地跟踪目标信号,干扰预见补偿有效
地抑制了干扰所引入的振荡,这正是预见控制要达到
的目的.
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为了解在有限时间段内系统 (1)的状态变量和
误差向量的情况,给出x(k)Tx(k)和e(k)Te(k)随着时

间运动的轨迹图形.图 3和图 4分别为x(k)Tx(k)及

e(k)Te(k)的仿真曲线.由图 3和图 4可见,有限时间
段内系统的状态变量和跟踪误差都不超过给定范围,
且带有预见作用的控制输入能明显减小跟踪误差.
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图 3 3种情形x(k)Tx(k)随时间变化曲线
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图 4 3种情形e(k)Te(k)随时间变化曲线

下面验证只有目标值信号r(k)可预见时闭环系

统的输出也可以很好地跟踪目标信号.给出Md = 0、

MR = 0、2、6的仿真结果.图5为闭环系统的输出响
应.图6为相应的控制输入.图7为e(k)Te(k)随时间

变化曲线.同样可以看出,当采用预见控制时,误差明
显减小,而且可以更快地跟踪目标信号,这是目标值
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图 5 Md = 0、MR取不同值情形闭环系统的输出响应
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图 6 Md = 0、MR取不同值情形闭环系统控制输入
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图 7 Md = 0、MR取不同值情形e(k)Te(k)轨迹曲线

预见补偿所起到的作用.而在干扰信号出现或消失
时,系统输出有较大的波动,这是缺少干扰预见补偿
所引发的结果.
在系统(1)中,取

A(θ) =


1 −0.5 0.9

1 0 0

0 1 −0.2

 θ1 +


1.6 −0.5 0.3

1 0 0

0 1 −0.1

 θ2,

B(θ) =


1

0.6

0

 θ1 +


1

1.1

0

 θ2,

C(θ) = [1 0 0]θ1 + [1 0 0]θ2,

D(θ) =


0.2

0.1

0.1

 θ1 +


0.2

0.2

−0.2

 θ2, E(θ) = 0.

在上述相同的条件下,根据推论2,应用Matlab的
LMI工具箱可求解出矩阵变量L1、L2、U1和U2,由
此得到反馈增益矩阵K(θ),进而得到系统 (20)的控
制输入.
当Md = 2,MR = 6时,求得

Ke = − 0.084 00,

Ky = − 0.830 83,

KR = [0.087 45 0.087 15 0.076 67 0.065 83→

← 0.0550 4 0.044 45 0.034 85],

KW = [−0.094 54 − 0.039 69 − 0.027 52].

当Md = 2,MR = 2时,求得

Ke = −0.085 09,

Ky = −0.825 09,

KR = [0.095 92 0.093 64 0.082 36],

KW = [−0.094 26 − 0.039 70 − 0.026 96].

当Md = MR = 0时,求得

K = [Ke Ky] = [−0.090 60 − 0.823 27].

图8为Md = 2,MR = 2、6及Md = MR = 0时

的闭环系统输出响应,实线表示目标值信号.图9为
相应的控制输入.由图8和图9可见,具有目标值预见
和干扰预见作用的控制器对不确定系统的有效性,这
里状态变量x(k)Tx(k)的图形不再给出.
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图 8 Md不变、MR取不同值与无预见情形

闭环系统的输出响应
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图 9 Md不变、MR取不同值与无预见情形

闭环系统的控制输入

计算 e(k)Te(k)如图10所示.可见,系统 (1)的跟
踪误差在有限时间段内都不超过一定的范围,很好地
实现了有限时间跟踪,且预见控制可以使得所限制的
范围变小.
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图 10 e(k)Te(k)的曲线图像

通过对多种形式的目标值信号和干扰信号仿真

发现,选择不同的参数θ1、θ2,只要它们满足θ1 + θ2 =

1, θ1 ⩾ 0, θ2 ⩾ 0,闭环系统便具有很好的跟踪性能.
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5 结 论

本文研究了一类参数不确定离散时间系统的有

限时间输出反馈预见跟踪控制问题.采用预见控制
理论中误差系统的方法推导出扩大误差系统,使得
状态变量中融合可预见的目标值信号和干扰信号

的信息,将原系统的有限时间跟踪控制问题转化为
扩大误差系统的有限时间控制问题.结合参数依赖
Lyapunov思想和有限时间稳定性理论,给出带有预
见作用的输出反馈控制器.最后通过求解一个LMI
得到反馈增益矩阵,仿真实例表明了预见控制器的有
效性.
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