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一种求解约束多目标问题的协作进化算法

王 蕊1, 顾清华1,2†

(1. 西安建筑科技大学管理学院，西安 710055；2. 西安建筑科技大学资源工程学院，西安 710055)

摘 要: 针对约束多目标进化算法求解约束多目标问题时难以平衡收敛性、多样性和可行性的问题,提出一种协
作进化算法 (ConMOEA).将自适应形状估计进化算法 (AGE-MOEA)和非支配排序遗传算法 (NSGA-II)优势融合,
采用Deb约束支配原则非支配排序组合种群实现个体优选,在临界层中根据最大拥挤距离或生存值选择所需个
体,最终形成新种群,实现种群快速接近Pareto前沿并具有良好分布性.为验证所提出算法的性能,对近期提出的
一组DOC基准函数进行仿真计算,采用反世代距离 (IGD)和超体积 (HV)两个通用评价指标,与NSGA-II-CDP、C-
TAEA、PPS、ToP、A-NSGA-III、AGE-MOEA约束多目标算法进行比较分析,实验结果证明ConMOEA具有更优的
收敛性和多样性.
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A collaborative evolutionary algorithm for solving constrained
multi-objective problems
WANG Rui1, GU Qing-hua1,2†

(1. School of Management，Xi’an University of Architecture and Technology，Xi’an 710055，China；2. School of
Resources Engineering，Xi’an University of Architecture and Technology，Xi’an 710055，China)

Abstract: The balance of convergence, diversity and feasibility is a difficulty for the constrained multi-objective
evolutionary algorithms. Thus, a collaborative constrained multi-objective algorithm (ConMOEA) is proposed, which
integrates the advantages of the adaptive geometry estimation based MOEA (AGE-MOEA) and the non-dominated
sorting genetic algorithm (NSGA II). Firstly, the Deb constraint dominance is applied to sort the combined population.
Then the individuals in critical layer are selected according to the maximum crowding distance or individual survival
score. Finally, a new population is formed that can fast approach the Pareto front and has good distribution. The
effectiveness of the proposed algorithm is validated by comparing with NSGA-II-CDP, C-TAEA, PPS, ToP, A-NSGA-III,
AGE-MOEA on the DOC test suit. And the performance of algorithms is evaluated by the inverted generational distance
(IGD) and hypervolume (HV). The simulation results show that the ConMOEA has better convergence and diversity.
Keywords: constrained multi-objective optimization；Deb constraint dominance；AGE-MOEA；NSGA-II；
convergence；diversity

0 引 䀰

多目标优化近年来赢得广泛关注,在多目标
优化问题求解中,相比无约束算法,约束多目标
进化算法 (constrained multi-objective evolutionary
algorithms, CMOEAs)相关研究较少.实际优化问题
通常具有各种约束,在科学与工程领域,大多数问题
可数学表达为约束多目标优化问题,诸如网络服务器
位置分配[1],临近空间通信部署优化[2],复杂物流车辆

调度[3]等,因而对CMOEAs的研究具有重要理论和
实践意义.

CMOEAs是公认的求解约束多目标优化问题的
有效方法,约束处理技术和多目标进化算法是其关键
组成部分.对于约束处理技术主要分为4种:

1)基于排序的约束处理技术,如经典的Deb约束
支配[4],简单且不需要额外参数; epsilon约束处理技
术[5]需要合理控制保证约束松弛的参数;模糊排序方
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法[6]通过概率参数确定比较目标或者约束.
2)基于罚函数的约束处理技术,罚函数法[7]构造

简单但惩罚系数难以确定.为解决此问题,文献 [8]通
过自适应的适应度值公式衡量不可行解,从而进行
惩罚;文献 [9]提出利用遗传算法的自适应罚函数法,
引进具有低目标值和约束违反度的解参与进化过程;
文献 [10]将自适应惩罚函数作为个体的搜索偏好进
化种群.基于罚函数的算法因参数选取对解在可行域
内的搜索具有很大影响,从而难以保证解的质量.

3)将约束转换为额外目标[11],如不可行驱动进
化算法 (IDEA)[12],但是目标维数变高增加了求解难
度,这种算法旨在维持约束和目标的平衡,但难以保
证解的可行性.

4)其他约束处理技术,如多存档集技术[13],近来
文献 [14]提出了两个存档集的C-TAEA算法,该算法
通常从两个存档集中分别选取父代个体来产生子代,
因而产生的多数子代位于两个存档集之间,导致子代
不具备较好的可行性和收敛性,使得算法无法找到一
组位于可行域内且均匀收敛的解,并且算法收敛速度
较慢.
当前的CMOEAs根据多目标进化算法可分为基

于支配和基于分解两类.基于支配的CMOEAs诸如
NSGA-II-CDP[4]、A-NSGA-III[15]、C-VaEA[16]等算法,
其中NSGA-II-CDP[4]作为基于支配的CMOEAs最典
型代表,结合Deb约束支配将NSGA-II算法拓展到
解决约束多目标优化问题.但这些算法使用Deb约
束支配强调可行性,当具有复杂约束时,获得的解
难以收敛和分布在多处可行区域上.基于分解的
CMOEAs因基于分解的多目标进化算法容易直接
嵌套约束处理技术而被用于处理约束多目标优化

问题.文献 [17]是添加了一种约束技术的基于分解
MOEA/D算法的拓展版,其约束技术中的约束阈值
通过约束类型、可行空间大小和搜索输出自适应调

整,从而增加了种群的选择压力.代表性算法还有
MOEA/D-ASR[18],使用自适应模糊排序机制改善
算法的搜索能力,但是其基于约束违反度的排序
函数过于强调可行性,容易忽略收敛性和多样性;
CMOEA/D-DE-CDP[19]需要依靠具有少量可行解的

初始种群保证最终的求解质量; C-MOEA/DD[20]通

过保留孤立区域的解使算法跳出局部可行域,但在
产生新解过程中未充分利用分布良好的不可行解,因
而不利于种群收敛性能.总之,过分强调可行性则可
能导致解偏离性能良好的搜索区域,过分强调解的质
量则可能导致解偏离可行区域.综上分析,在求解约
束多目标问题时,以上算法面临着难以有效平衡收敛
性、多样性和可行性的问题.

为提高约束算法收敛性、多样性和可行性的平

衡能力,本文组合了在多目标优化中具有高效收敛性
的NSGA-II[4]算法和能够快速估计Pareto前沿形状
的AGE-MOEA[21]算法,同时结合经典Deb约束支配
提出新的约束算法—–协作进化算法 (ConMOEA),
用于求解约束多目标问题.

1 研究基础

1.1 一般约束多目标问题数学模型

min F (x) = (f1(x), . . . , fM (x))T. (1)
s.t. gj(x) ⩾ aj , j = 1, 2, . . . , q;

hj(x) = bj , j = q + 1, . . . , l;

x ∈ Ω;

x = (x1, . . . , xn)
T.

其中:M 为目标数目,Ω为决策空间,x为一个候
选解,n为决策变量数目, gj(x)为第 j个不等式约

束,hj(x)为第j个等式约束.

1.2 Deb约束支配

Deb约束支配原则[4]:存在解x、y,解x约束支配

解y满足下列条件: 1)解x, y均为不可行解, CV(x) <

CV(y); 2)解x为可行解,解y为不可行解; 3)解x, y均

为可行解,x ≺ y.
解x在第j个约束的约束违反度[14]为

cj(x) =


⟨gj(x)

aj
− 1

⟩
, j = 1, 2, . . . , q;⟨∥∥∥hj(x)

bj
− 1

∥∥∥− ϵ
⟩
, j = q + 1, . . . , l.

(2)

其中: ϵ是一个非常小的容忍度 (如ϵ=10−6),当α⩾ 0

时, ⟨α⟩返回0,否则返回−α.解x的整体约束违反度

为

CV(x) =

l∑
j=1

cj(x). (3)

当x为可行解时, CV(x) = 0;否则x为不可行解.

1.3 差分进化算子

差分进化计算公式[22]为

y =

xr1 + F (xr2 − xr3), p < CR;

xr1, otherwise.
(4)

其中:F 和CR为两个控制参数;子代 y = (y1, . . . ,

yD), D为决策变量数目;xr1, xr2, xr3为3个不同父代
个体; p为[0, 1]的随机数.

1.4 AGE-MOEA算法基本思想

AGE-MOEA算法原理如下:首先,随机产生N个

个体作为初始种群Pt;其次,根据个体所在的非支配
层和生存分数选取父代进入匹配池,通过交叉变异
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产生N个子代构成种群Qt;然后,合并初始种群Pt和

子代种群Qt产生合并种群Rt;最后,从Rt中选出N

个较优个体存储到种群Pt+1中. N个较优个体的选
取:根据目标值非支配排序Rt,将Rt中的个体划分为

不同层级 (F1, F2, . . . , Fl),当 {F1

∪
F2

∪
. . .

∪
Fl−1}

的规模小于N且{F1

∪
F2

∪
. . .

∪
Fl}的规模大于N

时,保留{F1

∪
F2

∪
. . .

∪
F(l−1)}中的所有个体,存储

到下一代种群Pt+1;评估不同层级中解的收敛性和
多样性,形成每个个体的生存分数,选取Fl层级中生

存分数最大的N − |Pt+1|个个体存储于下一代种群
Pt+1.

2 ConMOEA算法
本文提出的 ConMOEA算法融合 NSGA-II及

AGE-MOEA算法的优势和必要性:由于约束条件造
成的可行域不连通, Pareto前沿变得复杂,增加了求
解难度. AGE-MOEA的融合使提出的ConMOEA算
法能够估计不同Pareto前沿的形状,对种群进化具有
指导作用,使解尽可能分布在整个Pareto前沿上.在
保证良好求解结果的前提下,提升求解速度也是学者
致力于约束算法研究的方向,当前的很多约束算法并
不高效,融合NSGA-II算法能够继承其求解速度快和
收敛好的优势.

2.1 ConMOEA算法流程

step 1: 初始种群Pt,种群大小为N ,迭代次数
t = 0,最大迭代次数maxt,随机产生N个个体形成

初始种群Pt.
step 2:通过差分进化算子产生子代Qt,合并种群

Rt = Pt

∪
Qt.

step 3: 根据Deb约束支配原则对Rt进行非支配

排序,形成F1, . . . , Fl层.
step 4: 1)当前代数t <

1

3
maxt,执行下列操作:

1 计算个体拥挤度距离;
2 根据非支配排序结果将F1, . . . , Fl−1按顺序

存储,临界层 (Fl层)中选择具有较大拥挤度距离的
个体,直到选出N个最优个体,构成新种群Pt+1, t =

t+ 1.
2)当前代数t ⩾ 1

3
maxt,执行下列操作:

1 根据归一化后的目标值计算每层个体生存值;
2 根据非支配排序结果将F1, . . . , Fl−1按顺序

存储,临界层 (Fl层)中选择具有较大生存值的个体,
直到选出N个最优个体,构成新种群Pt+1, t = t+ 1.

step 5: 当迭代次数 t达到最大迭代次数maxt时

结束运算,否则返回step 2.
在ConMOEA算法中,终止代数的1/3被作为种

群进化中使用两个不同策略的分割点,设计动机如
下:整个进化过程分为进化前期、中期、后期3段,每
一个进化段长度为1/3总迭代数.由于采用Deb约束
支配准则强调解的可行性,容易忽略收敛性和多样
性,本研究仅在进化前期采用NSGA-II算法,保证快
速收敛.进化的中后期采用AGE-MOEA算法,使用生
存值算子在临界层选解利用了个体的收敛性和多样

性信息,有助于探索未开发区域,使算法尽可能获得
整个Pareto前沿.

2.2 计算拥挤距离

拥挤距离计算公式[4]为

P [i]distance =
m∑

k=1

P [i+ 1]fk − P [i− 1]fk

fk
max − fk

min . (5)

其中:P [i]distance为个体i的拥挤距离,P [i+1]fk为个

体 i + 1第k维目标值,P [i − 1]fk为个体 i − 1第k维

目标值,m为目标维数, fkmax和fk
min分别为该目标

的最大值和最小值.

2.3 归一化目标值

目标值归一化分首层和其他层个体归一化两

部分,本文采用与NSGA-III[23]算法相同的归一化方

式.不同于AGE-MOEA算法,在归一化首层个体时,
ConMOEA算法使用的极值点Zmax是在当代的整个

种群中寻找而不是首层非支配层,理想点Zmin是迄

今为止找到的最小目标值对应的点,其他层个体归一
化使用的参数超平面截距ai为首层个体归一化时计

算出的值.当超平面无法构建或出现错误时,超平面
截距ai为种群中最大目标值与理想点目标值之差.

2.4 计算每层个体生存值

生存值的计算分为首层非支配层个体和其他非

支配层个体生存值计算两部分.在计算生存值时,Lp

范数中p是一个很重要的自适应计算参数,有

p =
log(M)

log(M)− log
( M∑

i=1

Ci

) . (6)

其中:M为目标数目;C为首层非支配层的中心点,有

C = arg min dist⊥(f(S)T,β), ∀S ∈ F1, (7)

指的是F1层中与向量β = (1)1×M具有最小垂直距

离的点,距离的计算公式为

dist =
∥∥∥f(S)T − f(S)T · βT

∥β∥
∗ β

∥∥∥, (8)
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f(S) = (f1(S), . . . , fM (S))T表示个体S的目标值,
“·”表示一般矩阵乘积,“∗”表示各元素乘积.

个体生存值计算步骤如下:
step 1: 找到F1层中的极值点并存储到E中,

将 F1层中的其余解存储到Q中,极值点生存值
survivalscore = ∞;

step 2:计算解 S ∈ Q的近似性, prox(S) =

∥f(S)∥p;
step 3:计算解S1, S2 ∈ Q之间的距离, (S1 ̸=S2),

distance[S1, S2] = ∥f(S1)− f(S2)∥p;
step 4: 计算解 S ∈ Q的多样性, dive(S) =

min distance[S, T ], T = 2,min distance[S, T ]表示其
他解与解S具有的最小距离和次小距离之和;

step 5: 计算解S ∈ Q的生存值 survivalscore =

dive(S)/prox(S);
step 6: 计算其余非支配层中个体s ∈ F2, . . . , Fl

的生存值survivalscore = 1/∥f(s)− Zmin∥p.

3 实验仿真与分析

3.1 测试函数与评价指标

本实验研究了ConMOEA在DOC系列测试问题
上的性能.根据文献 [24]在表 1中描述了测试函数
的信息, DOC测试问题是近来提出的同时具有决
策约束和目标约束的测试函数,更加接近于模拟真
实应用.为了比较不同算法性能,选择反世代距离
(IGD)[25]和超体积 (HV)[26]两个广泛使用的评价指

标,其中 IGD指标值越小表示结果越好,而HV指标
值越大表示结果越好.

表 1 DOC测试函数信息

测试问题 目标数目 决策变量数目 目标约束数目 决策约束数目 不等式约束数目 等式约束数目 Pareto前沿特征 可行区域特征

DOC-1 2 6 1 6 7 0 凹连续 非线性

DOC-2 2 16 2 5 7 0 凸不连续 非常小非线性

DOC-3 2 10 4 6 6 4 凹不连续多模态 非常小非线性多模态

DOC-4 2 8 2 4 6 0 线性不连续 非线性小

DOC-5 2 8 3 6 4 5 不连续多模态 非常小非线性

DOC-6 2 11 2 8 10 0 混合多模态 非常小非线性

DOC-7 2 11 3 3 3 3 混合多模态 非常小多模态

DOC-8 3 10 1 6 7 0 线性不连续 非常小非线性

DOC-9 3 11 1 13 14 0 退化多模态 非常小非线性多模态

3.2 对比算法

本文算法基于约束NSGA-II算法进行了两部分
创新:一是在匹配池机制中引入了差分进化算子产
生新解;二是进化中后期在临界层中根据个体生存
值选解.为验证各策略的有效性,将约束NSGA-II算
法 (NSGA-II-CDP)、加入差分进化算子的约束NSGA-
II算法 (NSGA-II-CDPDE)与ConMOEA算法进行对
比研究.
为进一步验证所提出ConMOEA算法的性能,选

取C-TAEA[14]、PPS[27]、ToP[24]、A-NSGA-III[15]、AGE-
MOEA[21]6个著名的约束多目标优化算法进行对比
实验研究.其中AGE-MOEA是求解无约束多目标问
题的算法,由于本文算法融合了该算法,将引入Deb
约束支配的AGE-MOEA作为对比算法之一.

3.3 实验配置与参数设置

实验环境为 Inter Core (TM)i7-8550UCPU,内存
16 GB, Window10操作系统, MatlabR2019b版本.实
验操作平台为通用的基于Matlab的多目标优化工具
PlatEMO[28],版本2.5.
各算法种群大小和迭代次数设置:参照文献

[24], DOC-1∼DOC-7测试函数的种群大小N设置为

100,评估次数200 000; DOC-8、DOC-9测试函数的种
群大小N设置为300,评估次数400 000.

PPS[27]:从邻域选择个体的概率delta = 0.9;每
个子代所替换解的最大数目nr = 2;代数控制参
数Tc = 800;控制可行域和不可行域搜索参数α =

0.95;在第k代可行解占比 rfk < α时,减少约束松弛
的速度控制参数τ = 0.1,否则减少约束松弛的速度
控制参数cp = 2;最后 l代的 l = 20;用户定义的搜索
行为转换阈值ϵ = 10−3.

ToP[24]:差分进化算子中的F = 1,CR = 0.5,划
分搜索阶段的条件参数δ = 0.2.

NSGA-II-CDPDE、ConMOEA:差分进化算子中
的F = 1,CR = 0.5,变异概率ProM = 1,变异分布数
disM = 20.

A-NSGA-III[15]、 AGE-MOEA[21]、 NSGA-II-
CDP[4]:遗传操作中的交叉概率 pc = 1;变异概率
pm = 1/n, n为决策变量维数;交叉分布指标ηc = 20;
变异分布指标ηm = 20.

3.4 实验结果与分析

在实验结果部分,每个算法的指标结果为独立
运行 30次得到的平均值和标准差,加粗项为同一
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测试函数中获得的最优值.在结果比较中,采用了
Wilcoxon秩和检验[29]比较算法性能差异性,置信度
95 %,其中“+”“-”“=”分别表示显著优、显著劣、无
差异于ConMOEA算法.

3.4.1 算法策略有效性验证

表 2和表 3分别展示了NSGA-II-CDP、NSGA-
II-CDPDE、ConMOEA算法在测试问题上的 IGD、

HV指标值.观察表2和表3, NSGA-II-CDP和NSGA-
II-CDPDE算法的指标结果显示了差分进化算子使
原始算法性能显著提升. ConMOEA算法和NSGA-II-
CDPDE算法的比较结果彰显了生存值选解策略具
有一定的优越性.
图1展示了ConMOEA、NSGA-II-CDP、NSGA-

II-CDPDE算法分别在DOC-2、DOC-5测试问题上

表 2 算法在DOC系列测试函数上 IGD的平均值和标准差

测试函数
NSGA-II-CDP NSGA-II-CDPDE ConMOEA

平均值 标准差 平均值 标准差 平均值 标准差

DOC-1 2.689 7e+0- 2.51e+0 6.050 7e-3- 4.05e-4 5.656 4e-3 4.28e-4
DOC-2 NaN NaN 5.029 5e-3= 2.55e-3 4.662 5e-3 1.92e-3
DOC-3 6.549 5e+2- 2.20e+2 4.445 6e+2= 4.24e+2 4.857 8e+2 4.45e+2
DOC-4 6.714 8e-1- 5.32e-1 1.694 7e-2= 2.79e-3 1.791 0e-2 3.23e-3
DOC-5 NaN NaN 3.016 6e+1= 5.72e+1 5.406 4e-2 8.05e-2
DOC-6 1.909 3e+0- 1.92e+0 3.348 9e-3- 2.00e-4 2.945 6e-3 1.41e-4
DOC-7 6.345 8e+0- 2.54e+0 2.952 5e-3- 1.43e-4 2.582 9e-3 1.83e-4
DOC-8 5.785 4e+1- 5.65e+1 6.347 7e-2- 3.74e-3 3.895 2e-2 1.10e-3
DOC-9 1.131 7e-1= 8.00e-2 8.685 6e-2= 8.22e-3 8.554 0e-2 1.22e-2

表 3 算法在DOC系列测试函数上HV的平均值和标准差

测试函数
NSGA-II-CDP NSGA-II-CDPDE ConMOEA

平均值 标准差 平均值 标准差 平均值 标准差

DOC-1 3.603 8e-2- 9.66e-2 3.444 0e-1- 5.21e-4 3.452 7e-1 6.01e-4
DOC-2 NaN NaN 6.199 4e-1= 3.32e-3 6.203 6e-1 2.72e-3
DOC-3 0.000 0e+0- 0.00e+0 7.589 7e-2= 1.40e-1 7.634 9e-2 1.41e-1
DOC-4 1.285 4e-1- 1.29e-1 5.437 6e-1= 3.31e-3 5.427 9e-1 3.71e-3
DOC-5 NaN NaN 3.672 4e-1= 2.12e-1 4.714 6e-1 4.32e-2
DOC-6 5.036 3e-2- 1.09e-1 5.393 3e-1- 5.34e-3 5.429 2e-1 4.71e-3
DOC-7 0.000 0e+0- 0.00e+0 5.509 6e-1= 6.11e-3 5.476 9e-1 8.47e-3
DOC-8 0.000 0e+0- 0.00e+0 7.970 8e-1- 4.08e-3 8.273 5e-1 1.06e-3
DOC-9 0.000 0e+0 0.00e+0 NaN NaN NaN NaN
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图 1 3个算法在DOC-2、DOC-5测试问题的结果显示
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的求解结果.可以看出: NSGA-II-CDP在DOC-2问题
上表现较差,仅获得了一个解,并且距离真实前沿
面较远. NSGA-II-CDPDE和ConMOEA算法均能找
到 DOC-2问题的近似前沿,虽然两个算法获得的
解分布情况非常相近,但指标值显示ConMOEA优
于NSGA-II-CDPDE.对于DOC-5测试问题, NSGA-II-
-CDP和NSGA-II-CDPDE的求解结果离散地分布在
目标空间中, 而ConMOEA算法获得了近似 Pareto前
沿.
3.4.2 本文算法性能验证

表 4给出了C-TAEA、ToP、A-NSGA-III、AGE-
MOEA、PPS和ConMOEA算法的 IGD指标平均值
和标准差.分析表 4可得: ConMOEA算法在DOC-1、
DOC-2、DOC-4∼DOC-8所求结果显著优于其他算
法. DOC-2测试问题的Pareto前沿凸且不连续,并且
可行区域非线性,这对约束多目标算法是一个挑

战, ConMOEA算法获得了较小的 IGD值. DOC-5测
试问题的真实Pareto前沿具有不连续和多模态特征,
可行区域小且非线性, ConMOEA比ToP、PPS得到了
更好的结果. DOC-3和DOC-9测试问题的可行区域
具有非常小、非线性、多模态的共性,而ConMOEA算
法均未获得最好的 IGD指标值,由此可得ConMOEA
在这类问题上算法性能不优.
表5给出了各算法的HV指标平均值和标准差,

从整体来看,多数算法获得的指标值为 0.000 0e+0,
说明算法无法收敛到Pareto前沿上, ConMOEA算法
在DOC-1∼DOC-8问题上均表现出优越性.在DOC-
1测试函数上, ToP算法仅次于ConMOEA.综合分析
HV值和 IGD值得出, ConMOEA能够在大部分DOC
问题上获得较好收敛性和多样性的解.
表6展示了6个算法在DOC系列测试函数上的

运行时间,易观察到ToP算法在DOC-1测试问题上的

表 4 6个算法在DOC系列测试函数上 IGD的平均值和标准差

测试函数
C-TAEA ToP A-NSGA-III AGE-MOEA PPS ConMOEA

平均值 标准差 平均值 标准差 平均值 标准差 平均值 标准差 平均值 标准差 平均值 标准差

DOC-1 4.587 9e+2- 2.05e+2 6.002 2e-3= 3.61e-4 2.782 8e+0- 2.37e+0 3.456 4e+0- 2.38e+0 6.942 8e-2- 5.05e-2 5.823 2e-3 3.31e-4
DOC-2 NaN NaN NaN NaN NaN NaN NaN NaN NaN NaN 5.275 8e-3 2.72e-3
DOC-3 NaN NaN 2.023 6e+2= 2.01e+2 6.268 4e+2- 2.19e+2 7.016 6e+2- 1.10e+2 1.992 8e+2= 1.83e+2 4.163 1e+2 4.41e+2
DOC-4 3.429 3e+2- 6.20e+2 1.127 3e-1- 7.40e-2 6.974 5e-1- 6.87e-1 8.2669e-1- 6.56e-1 3.0265e-1- 8.55e-2 1.821 5e-2 3.69e-3
DOC-5 NaN NaN 9.6732e+1- 2.02e+2 NaN NaN NaN NaN 7.114 5e+1- 1.55e+2 1.960 9e+1 4.78e+1
DOC-6 2.837 6e+1- 1.88e+1 4.389 8e+0- 1.45e+0 1.859 2e+0- 2.94e+0 1.353 8e+0- 1.30e+0 4.942 4e-1- 1.17e-1 3.002 1e-3 1.39e-4
DOC-7 NaN NaN 8.933 5e-1- 4.81e-1 6.419 9e+0- 1.69e+0 5.515 9e+0- 2.07e+0 9.174 0e-1- 3.34e-1 2.515 9e-3 1.18e-4
DOC-8 4.515 8e+2- 1.42e+2 5.104 5e+1- 2.17e+1 3.829 4e+1- 3.09e+1 5.243 8e+1- 4.24e+1 6.473 0e+1- 1.56e+1 3.908 1e-2 1.15e-3
DOC-9 9.480 8e-1- 2.33e-1 1.987 7e-1- 3.29e-2 2.070 5e-2+ 5.00e-2 9.531 5e-2= 1.04e-1 2.299 5e-1- 1.24e-2 8.536 6e-2 1.36e-2

表 5 6个算法在DOC系列测试函数上HV的平均值和标准差

测试函数
C-TAEA ToP A-NSGA-III AGE-MOEA PPS ConMOEA

平均值 标准差 平均值 标准差 平均值 标准差 平均值 标准差 平均值 标准差 平均值 标准差

DOC-1 0.000 0e+0- 0.00e+0 3.443 9e-1- 4.29e-4 2.940 2e-2- 6.63e-2 3.713 2e-3- 1.49e-2 2.875 2e-1- 2.91e-2 3.453 4e-1 4.37e-4
DOC-2 NaN NaN NaN NaN NaN NaN NaN NaN NaN NaN 6.195 6e-1 3.61e-3
DOC-3 NaN NaN 0.000 0e+0- 0.00e+0 0.000 0e+0- 0.00e+0 0.000 0e+0- 0.00e+0 7.425 7e-3- 2.55e-2 1.056 2e-1 1.52e-1
DOC-4 0.000 0e+0- 0.00e+0 4.315 9e-1- 8.47e-2 1.577 9e-1- 1.72e-1 1.282 5e-1- 1.70e-1 2.449 4e-1- 7.28e-2 5.423 3e-1 4.26e-3
DOC-5 NaN NaN 1.4066e-1- 1.52e-1 NaN NaN NaN NaN 2.289 2e-1- 1.64e-1 4.101 4e-1 1.79e-1
DOC-6 0.000 0e+0- 0.00e+0 0.000 0e+0- 0.00e+0 7.403 8e-2- 1.29e-1 3.945 7e-2- 9.60e-2 1.807 4e-1- 6.02e-2 5.422 6e-1 5.32e-3
DOC-7 NaN NaN 2.742 4e-2- 5.10e-2 0.000 0e+0- 0.00e+0 0.000 0e+0- 0.00e+0 1.758 0e-2- 8.59e-2 5.490 5e-1 7.52e-3
DOC-8 0.000 0e+0- 0.00e+0 0.000 0e+0- 0.00e+0 0.000 0e+0- 0.00e+0 2.005 3e-5- 1.10e-4 0.000 0e+0- 0.00e+0 8.272 5e-1 1.35e-3
DOC-9 0.000 0e+0 0.00e+0 NaN NaN NaN NaN NaN NaN NaN NaN NaN NaN

表 6 6个算法在DOC系列测试函数上运行时间的平均值和标准差

测试函数
C-TAEA ToP A-NSGA-III AGE-MOEA PPS ConMOEA

平均值 标准差 平均值 标准差 平均值 标准差 平均值 标准差 平均值 标准差 平均值 标准差

DOC-1 2.666 4e+2- 2.11e+1 8.178 4e+0+ 1.36e+0 1.492 7e+1- 1.68e+0 2.728 9e+1- 1.63e+0 6.767 5e+1- 5.79e+0 1.243 2e+1 9.29e-1
DOC-2 3.828 2e+2- 7.65e+1 1.214 9e+2- 1.83e+1 2.137 2e+1- 2.36e+0 2.7252e+1- 3.14e+0 9.8794e+1- 9.60e+0 1.592 5e+1 1.25e+0
DOC-3 2.818 6e+2- 3.34e+1 5.435 9e+1- 5.45e+0 1.698 5e+1+ 1.62e+0 2.844 4e+1- 1.51e+0 6.852 9e+1- 5.09e+0 1.978 2e+1 5.28e+0
DOC-4 2.571 7e+2- 1.93e+1 3.275 6e+1- 1.84e+1 1.654 1e+1- 1.73e+0 2.133 1e+1- 2.06e+0 6.896 1e+1- 8.41e+0 1.342 4e+1 1.45e+0
DOC-5 2.656 9e+2- 2.04e+1 4.487 5e+1- 3.57e+0 1.591 6e+1- 1.23e+0 2.650 9e+1- 2.00e+0 6.429 0e+1- 4.71e+0 1.401 9e+1 5.43e+0
DOC-6 4.159 5e+2- 2.21e+2 8.753 0e+1- 4.32e+0 2.480 0e+1- 5.20e+0 3.607 9e+1- 9.16e+0 6.672 7e+1- 4.96e+0 1.330 1e+1 1.07e+0
DOC-7 4.684 1e+2- 3.92e+1 5.307 5e+1- 3.89e+0 1.539 3e+1- 1.24e+0 2.703 7e+1- 1.99e+0 7.192 1e+1- 5.49e+0 1.426 0e+1 1.20e+0
DOC-8 1.348 4e+3- 1.09e+2 1.118 2e+2- 8.29e+0 3.757 1e+1+ 3.42e+0 1.8494e+2- 1.68e+1 1.7771e+2- 1.39e+1 6.975 1e+1 4.98e+0
DOC-9 1.223 7e+3- 1.12e+2 1.105 7e+2- 7.12e+0 4.377 4e+1+ 3.02e+0 1.149 4e+2- 1.43e+1 1.812 1e+2- 1.52e+1 8.014 1e+1 6.48e+0
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图 2 6个算法在DOC-1、DOC-4、DOC-8测试问题结果显示
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时间耗费最少, A-NSGA-III算法在DOC-3、DOC-8、
DOC-9测试问题上耗时最短.而 ConMOEA算法
在DOC-2、DOC-4∼DOC-7问题上运行时间最短.
在 DOC-8 和 DOC-9 测试问题上, ConMOEA 算法
比 A-NSGA-III算法耗时略长,比其他算法短.总
之, ConMOEA算法在大部分测试问题上运行时间
较短,且获得的解不论是分布性还是收敛性都较好.
观察表 4∼表 6中各个算法与ConMOEA的检

验结果,比较 IGD指标, A-NSGA-III算法在 1个测试
问题上优于ConMOEA算法,在6个测试问题上劣于
ConMOEA算法. ConMOEA分别在5、6、6、7个测试
问题上优于C-TAEA、ToP、AGE-MOEA、PPS.对于
HV指标, ConMOEA算法均优于其他对比算法.对比
运行时间, A-NSGA-III算法在3个测试问题上运行时
间比ConMOEA算法短, ToP在 1个测试问题上胜过
ConMOEA算法,在其他问题上均比ConMOEA算法
运行时间长,而剩余对比算法的运行时间没有明显优
势.
图2展示了各算法在DOC-1、DOC-4、DOC-8测

试问题上独立运行30次的平均结果,在DOC-1问题
上, C-TAEA算法完全没有接近 Pareto前沿,从 f2的

范围可以看出,算法在f2上结果特别差. A-NSGA-III
和AGE-MOEA算法形成了一组远离真实前沿的凸
近似 Pareto前沿,但真实 Pareto前沿为凹状且 f1和

f2的值都在0∼ 1范围内,而A-NSGA-III在f2上最大

值达到3.5, AGE-MOEA在f2上最大值超过4.仅ToP
和ConMOEA算法获得了较优的近似Pareto前沿,但
是两端的解稍微稀疏一些, PPS算法获得部分近似
前沿.对于DOC-4测试函数, C-TAEA算法的多样性
较差,只有个别解分布范围很广,获得的大多数解
比较聚集,主要集中在两小部分真实前沿附近. PPS
算法获得了小部分接近真实 Pareto前沿的有效解,
而ConMOEA算法几乎获得整个近似真实Pareto前
沿. A-NSGA-III、AGE-MOEA算法求解结果远离真
实 Pareto前沿且不符合真实前沿的几何形状. ToP
算法求解结果存在一些支配解,可能需要进化更
多代或一个有效的去除重复解策略来解决这一问

题. DOC-8是一个具有3目标的线性不连续前沿测试
问题, ConMOEA算法获得的解接近真实Pareto前沿
且分布较均匀,而其他5个算法均未获得可行解.

4 结 论

本文考虑NSGA-II和AGE-MOEA算法所分别具
有的高效收敛性和快速估计Pareto前沿形状的优势,
组合Deb约束支配提出了一种协作进化算法.种群进

化前期以NSGA-II算法为搜索引擎寻找最优解,实现
快速收敛;中后期采用AGE-MOEA算法,以前期保存
的较优可行解为基础作为下一代优选解,能够增加算
法运行效率,调整获得的Pareto前沿使其更加符合真
实Pareto前沿形状.综合分析协作进化算法与其他6
个约束多目标算法在DOC系列基准测试函数上的结
果比较,显示协作进化算法的求解结果更加收敛和多
样.本文所提出的ConMOEA算法融合了NSGA-II算
法,所以NSGA-II算法在求解高维多目标问题时出现
性能退化问题也是本研究不足之处,下一步研究将算
法应用于求解实际问题以及通过提出有效策略,维持
高维多目标约束问题求解结果的收敛性、多样性和

可行性平衡.
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