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基于反馈无源化的切换非线性系统H∞跟踪控制
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摘 要: 针对切换非线性系统,提出一种基于反馈无源化的H∞跟踪控制策略.首先,提出依赖状态切换的控制方
法,在子系统不满足有界参考弱最小相位这一标准假设时,给出解决H∞跟踪问题的充分条件,通过零状态可检测
条件保证切换系统的内部稳定性,并利用无源不等式验证切换非线性系统满足H∞跟踪性能;然后,提出依赖时间
切换的跟踪策略,得到H∞跟踪问题的可解性条件,该方法不依赖系统内部状态进行切换,将系统输出和参考信号
之间的误差作为控制输入,并计算出切换系统满足的平均驻留时间;最后,给出仿真算例,以验证结果的正确性.
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Passification-based H∞ tracking control for a class of switched nonlinear
systems
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Abstract: The passification-based H∞ tracking control strategy is proposed for switched nonlinear systems. Firstly,
a state-dependent switching method is proposed. When the subsystems do not satisfy the standard assumption of the
bounded reference weak minimum phase (BRWMP), sufficient conditions of solving the H∞ tracking problem are given.
The internal stability of the switched system is guaranteed by a zero-state detectability condition, and the H∞ tracking
performance is verified by the passive inequality. Secondly, a time-dependent tracking control method is presented and
the solvability condition of the H∞ tracking problem is given. This method takes the error between the system output
and the reference signal as the control input, and the average dwell time is computed. Finally, a simulation example is
given to illustrate the correctness of the result.
Keywords: switched nonlinear systems；passification；tracking control

0 ᕅ 䀰

切换系统是一类包含连续动态和离散动态的特

殊混杂系统,为许多实际系统的建模提供了理论框
架[1-2].不仅如此,切换控制在实现系统镇定的同时还
能比单一控制器更好地改善系统的暂态性能和控制

精度[3-4].
无源性理论为控制系统的输入和输出建立了重

要联系,这一性质在非切换非线性系统的分析和设
计中有许多实用性,尤其是在稳定性分析和镇定问题
上[5].由于切换系统的连续动态和离散动态的相互作

用以及非线性系统本身的复杂性,基于无源的切换非
线性系统的控制综合问题相对较难解决,研究成果较
少,并且大多数研究成果都是关于切换系统的镇定问
题[6-11].跟踪控制是控制理论中具有实际意义的基本
问题,但是关于切换非线性系统的跟踪控制结果较为
少见.文献 [12-14]讨论了基于无源的切换系统跟踪
问题,但仍没有涉及H∞ 控制问题.在工程学中,最令
人关注的问题之一是如何设计反馈控制器,在使得系
统渐近稳定的同时尽可能减少外部干扰对系统的影

响.因此,有必要研究切换系统的H∞控制问题.
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本文针对切换非线性系统的H∞跟踪问题,提出
基于反馈无源化的跟踪控制器.主要贡献有三个方
面: 1)利用无源不等式构建输出误差与存储函数之
间的关系,与传统的Lyapunov函数方法不同,无源不
等式包含系统输出和参考信号的误差,因此更容易满
足H∞跟踪性能指标; 2)基于该无源不等式,首次给
出切换信号、无源控制器和跟踪控制器的三重设计,
同时给出的切换系统跟踪问题可解性条件不依赖于

有界参考弱最小相位 (BRWMP)条件; 3)根据时间依
赖的切换信号仍然可以得到H∞跟踪问题的可解性

条件,并可以计算出切换系统所要满足的平均驻留时
间.本文的结果是文献[13]研究结果的扩展.

1 问题描述

考虑如下切换非线性系统:

ẋ = fσ(x) + gσ(x)uσ(t) + gσ(x)ζσ(ω),

y(t) = h(x). (1)

其中:系统状态x ∈ Rn, ui ∈ Rm、y ∈ Rm分别为

第 i个子系统的控制输入和控制输出;ω为外部扰动,
fi(x)、gi(x)为光滑向量场,h(x)为光滑函数,且fi(0)

= 0, h(0) = 0; ζi : R
m → Rm, i = 1, 2, . . . ,M .切换

时刻由如下切换序列表示:

Σ = {x0; (i0, t0), . . . , (ik, tk), . . . |ik ∈ M̄, k ∈ N}.

其中: t0为初始时刻,x0为初始状态.当 t ∈ [tk, tk+1)

时,第ik个子系统被激活.
假设1 [5] 对于任意x ∈ Rn, i ∈ 1, 2, . . . ,M ,矩

阵Lgih(x)是非奇异的.
假设2 [5] 存在坐标变换z = τ(x), z ∈ Rn−m,

满足Lgi
j
τ(x) = 0,其中gi = [gi1, . . . , g

i
m], 1 ⩽ i ⩽ M,

1 ⩽ j ⩽ m.
假设3 [12] 参考信号r∗(t)、̇r∗(t)有界且已知.
选择共同坐标变换z = τ(x), y = h(x),根据假

设1和假设2,系统(1)的i个子系统可以转换为

ẏ(t) = pi(y, z) + qi(y, z)ui(t) + qi(y, z)ζi(ω),

ż(t) = ki(y, z). (2)

其中: pi(y, z) ∈ Rm, qi(y, z) ∈ Rm×m, ki(y, z) ∈
Rn−m,且对于任意 (y, z), qi(y, z)可逆.假设 ζi(ω) =

q−1
i (y, z)ω,第i个子系统的零动态为 ż(t) = kt(0, z).
假设ey(t) = y(t)− r∗(t),则系统(2)可转化为

ėy(t) = pi(ey + r∗, z) + qi(ey + r∗, z)ui + ω − ṙ∗(t),

ż(t) = ki(ey + r∗, z), (3)

其中r∗(t)和 ż(t) = ki(0 + r∗, z) = f0i(r
∗, z)分别为

系统(3)的参考输入信号和零动态,从而系统(1)为

ėy(t)=pσ(ey+r
∗, z)+qσ(ey+r

∗, z)uσ + ω − ṙ∗(t),

ż(t) = f0σ(r
∗, z) + lσ(ey + r∗, z)e(t). (4)

定义1 [15] 如果存在正定Cr-存储函数U0i(z)

(r ⩾ 2),且U0i(0) = 0, i = 1, 2, . . . ,M ,对于任意有
界参考输入信号r∗(t)和z ∈ Rn−m,使得

Lf0i(r∗,z)U0i(z) =
∂U0i(z)

∂z
f0i(r

∗, z) ⩽ 0, (5)

则系统(4)的第i个子系统即为BRWMP系统.
定义2 [6] 如果对于所有的0 ⩽ s ⩽ t < ∞,存

在一个半正定函数S(σ, x),且S(σ, 0) = 0,满足

S(σ(t), x(t))− S(σ(s), x(s)) ⩽
w t

s
hT(x(τ))uσ(τ)dτ,

(6)

则切换系统 (1)是无源的,其中S(σ, x)为存储函数,不
等式(6)为无源不等式.
定义3 [3] 对于任意T ⩾ t ⩾ 0,令Nσ(T, t)表示

切换信号σ在时间间隔 [t, T )上的切换次数,如果存
在N0 ⩾ 0, τa > 0,使得Nσ(T, t) ⩽ N0 + (T − t)/τa,
则τa和N0分别称作平均驻留时间和抖颤界.
本文的主要目的是基于反馈无源化设计切换信

号和控制器解决系统 (1)的H∞跟踪控制问题.首先
给出H∞跟踪问题的描述.
如果切换系统 (1)满足如下条件,则该系统的

H∞跟踪问题是可解的:
1)内部稳定性.当ω = 0时,在切换信号作用下,

下述系统是渐近稳定的:

ẏ(t) = pσ(y, z) + qσ(y, z)uσ(t),

ż(t) = f0σ(0, z) + lσ(y, z)y(t).
(7)

2)跟踪性能指标.当ω ̸= 0时,对于任意初始状
态(ey0, z0),存在从扰动ω到跟踪误差ey的L2增益γ,
即下述不等式成立:w ∞

0
eT
y (t)ey(t)dt ⩽ γ2

w ∞

0
ωT(t)ω(t)dt+ β(ey0, z0),

其中β(·)为实值函数.
注1 在上述H∞跟踪问题的条件2)中,如果下

述不等式成立:w ∞

0
e−λ̂teT

y (t)ey(t)dt⩽γ2
w ∞

0
ωT(t)ω(t)dt+β(ey0, z0),

则系统 (1)的H∞跟踪问题仍可解,此时称系统具有
从扰动ω到跟踪误差ey的带有权重e−λ̂t的L2增益γ.

2 主要结果

下面将基于反馈无源化给出切换系统H∞跟踪

问题可解的充分条件.

2.1 依赖状态切换的H∞跟踪控制

本节基于反馈无源化给出依赖状态切换的H∞

跟踪控制方法.
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定理1 切换系统 (1)满足假设1∼假设3,如果
存在正定函数U0i(z),且U0i(0) = 0,存在函数λij(z)

⩽ 0,使得系统(4)满足下述不等式:

∂U0i(z)

∂z
f0i(r

∗, z) +

M∑
j=1

λij(z)(U0j(z)− U0i(z)) ⩽ 0,

(8)

则在切换信号

σ(t) = min{i|i = arg max
i∈M̄

U0i(z)} (9)

和控制器

ui(t) = qi(ey + r∗, z)−1θϑi(t) (10)

的作用下,系统(4)是无源的.其中

θ = [−Im Im],

ϑi(t) = [pi(ey + r∗, z)T(vi(t)−

Lli(ey+r∗,z)U0i(z) + ṙ∗(t))T]T.

此外,如果假设系统 (4)所有子系统渐近零状态可检
测,且存在j满足 lim

k→∞
(tjk+1

− tjk) ̸= 0,则使用控制器

vi = −Kiey. (11)

其中:Ki ∈ Rm×m为正定矩阵, ey(t) = y(t)− r∗(t) ∈
Rm.系统(1)的H∞跟踪问题可解.
证᰾ 当ω = 0时,在满足假设1和假设2的条

件下,系统(1)可以表示为

ėy(t) = pσ(ey + r∗, z) + qσ(ey + r∗, z)uσ − ṙ∗(t),

ż(t) = f0σ(r
∗, z) + lσ(ey + r∗, z)ey(t). (12)

将控制器(10)代入系统(12),得到如下闭环系统:

ėy(t) = vσ(t)− Llσ(ey+r∗,z)U0σ(z),

ż(t) = f0σ(r
∗, z) + lσ(ey + r∗, z)ey(t). (13)

选择系统(13)的存储函数

V (ey, z) =
1

2
eT
y (t)ey(t) + U0σ(z).

当第i个子系统被激活时,可得

V̇ (ey, z) = eT
y (t)ėy(t) + U̇0i(z). (14)

由式(13)和(14),有

V̇ (ey, z) = eT
y (t)vi(t)− eT

y (t)Lli(ey+r∗,z)U0i(z)+(∂U0i(z)

∂z

)T
ż(t). (15)

根据不等式(8),可得

V̇ (ey, z) = eT
y (t)vi(t)− eT

y (t)Lli(ey+r∗,z)U0i(z)+(∂U0i(z)

∂z

)T
f0i(r

∗, z)+(∂U0i(z)

∂z

)T
li(ey + r∗, z)ey(t) =

eT
y (t)vi(t) + Lf0i(r∗,z)U0i(z) ⩽

−
M∑
i=1

λij(U0j(z)− U0.i(z)) + eT
y (t)vi(t). (16)

在切换信号 (9)的作用下,上述不等式可化为 V̇ (ey, z)

⩽ eT
y (t)vi(t).由于V (ey, z)的连续性,系统 (13)是无

源的.将控制器 vi(t) = −Kiey代入上述不等式,有
V̇ (ey, z) ⩽ −eT

y (t)Kiey(t).记λ = min
i∈M̄

{λmin(Ki)},其

中λmin(Ki) > 0为Ki(i ∈ M̄)的最小特征值,有

V̇ (ey, z) ⩽ −λeT
y (t)ey(t).

显然,当r∗ = 0时,系统 (12)可以转化为式 (7),那么上
述不等式可以转化为 V̇ (y, z) ⩽ −λyT(t)y(t).由于所
有子系统都为渐近零状态可检测,根据文献 [6]的定
理4.5,当ω = 0时,系统(7)渐近稳定.
当ω ̸= 0时,将控制器(10)代入系统(12),可得

ėy(t) = vσ(t)− Llσ(ey+r∗,z)U0σ(z) + ω,

ż(t) = f0σ(r
∗, z) + lσ(ey + r∗, z)ey(t). (17)

因此,当第i个子系统被激活时,有

V̇i(ey, z) = eT
y (t)ėy(t) + U̇0i(z) =

eT
y (t)ėy(t) +

∂U0i

∂z
· ż =

eT
y (t)[vi − Lli(ey+r∗,z)U0i(z) + ω]+

∂U0i

∂z
[f0i(r

∗, z) + li(ey + r∗, z)ey(t)] =

eT
y (t)(vi + ω) + Lf0i(r∗,z)U0i(z). (18)

进而有

V̇i + eT
y (t)ey(t)− γ2ωTω =

Lf0i(r∗,z)U0i(z) + eT
y (t)ey(t)−

γ2ωTω + eT
y (t)(vi + ω) =

Lf0i(r∗,z)U0i(z) + eT
y (t)ey(t)−

γ2ωTω + eT
y (t)vi + eT

y (t)ω =

Lf0(r∗,z)U0i(z) + eT
y (t)ey(t)−[ 1

2γ
ey(t)− γω

]T[ 1

2γ
ey(t)− γω

]
+

1

4γ2
eT
y (t)ey(t) + eT

y (t)vi ⩽

Lf0i(r∗,z)U0i(z) + eT
y (t)ey(t)+

1

4γ2
eT
y (t)ey(t) + eT

y (t)vi. (19)

将控制器 (11)代入式 (9),选取λ = min
i∈M̄

{λmin(Ki)},

λmin > 1 +
1

4γ2
,可得

V̇i + eT
y (t)ey(t)− γ2ωTω ⩽ 0. (20)
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对于任意T > 0,当 tk ⩽ T ⩽ tk+1时,对式 (19)两边
同时积分,有w T

0
[V̇ + eT

y (t)ey(t)− γ2ωTω]dt =w t1

0
V̇ dt+

w t2

0
V̇ dt+ . . .+

w T

0
V̇ dt+w T

0
eT
y (t)ey(t)dt−

w T

0
γ2ωTωdt =

V (T )− V (0) +
w T

0
eT
y (t)ey(t)dt−

w T

0
γ2ωTωdt ⩽ 0.

因此有w T

0
eT
y (t)ey(t)dt ⩽ γ2

w T

0
ωTωdt+ V (0)− V (T ).

综上所述,切换系统(1)的H∞跟踪问题可解. 2
注2 本文设计的控制器是现有研究成果中控

制器的扩展[15-16].当r∗ = 0,M = 1时,控制器(10)退
化到参考文献 [15]的控制器形式.文献 [16]的控制器
可解决非切换非线性系统的镇定问题,但不能解决非
线性切换系统的跟踪问题.本文首次给出切换信号、
无源控制器和跟踪控制器的三重设计,而单一的无源
控制器和单一的跟踪控制器均不能保证切换系统的

跟踪问题可解.

2.2 依赖时间切换的H∞跟踪控制

本节给出基于反馈无源化的时间依赖切换H∞

跟踪控制策略.
定理2 切换系统 (1)满足假设1∼假设3,如果

存在正定函数W0i(z),W0i(0) = 0和常数,使得系统
(4)满足下述不等式:

∂W0i(z)

∂z
f0i(r

∗, z) + λ0iW0i(z) ⩽ 0, (21)

W0i(z) ⩽ µW0j(z). (22)

则控制器

ui(t) = qi(ey + r∗, z)−1θψi(t), (23)

使得系统(4)的第i个系统是无源的.其中

θ = [−Im Im],

ψi(t) = [pi(ey + r∗, z)T(vi(t)−
Lli(ey+r∗,z)W0i(z) + ṙ∗(t))T]T.

此外,若假设系统(4)的切换信号满足平均驻留时间

τ∗a ⩾ ln µ̂/λ̂. (24)

其中: λ̂ ∈ (0, λ̂0), µ̂和 λ̂0可求.设计控制器

vi = −Qiey. (25)

其中:Qi ∈ Rm×m为正定矩阵, ey(t) = y(t)− r∗(t) ∈
Rm.则系统(1)的H∞跟踪问题可解.
证᰾ 当ω = 0时,在满足假设1和假设2的条

件下,系统 (1)可以表示为系统 (12).将控制器 (22) 代
入系统(12),得到如下闭环系统:

ėy(t) = vσ(t)− Llσ(ey+r∗,z)W0σ(z),

ż(t) = f0σ(r
∗, z) + lσ(ey + r∗, z)ey(t). (26)

为系统 (25)选择存储函数V (ey, z) =
1

2
eT
y (t)ey(t) +

W0σ(z),当第i个子系统被激活时,有

V̇ (ey, z) = eT
y (t)ėy(t) + Ẇ0i(z). (27)

由式(25)和(26),可得

V̇ (ey, z) = ey(t)
Tvi(t)− eT

y (t)Lli(ey+r∗,z)W0i(z)+(∂W0i(z)

∂z

)T
ż(t). (28)

根据不等式(20),可得

V̇ (ey, z) = eT
y (t)vi(t)− eT

y (t)Lli(ey+r∗,z)W0i(z)+(∂W0i(z)

∂z

)T
f0i(r

∗, z)+(∂W0i(z)

∂z

)T
li(ey + r∗, z)ey(t) =

eT
y (t)vi(t) + Lf0i(r∗,z)W0i(z) ⩽

− λ0iW0i(z) + eT
y (t)vi(t).

因此,系统 (4)的第 i个系统是无源的.将控制器
vi(t) = −Qiey代入上述不等式,可得

V̇ (ey, z) ⩽ −λ0iW0i(z)− eT
y (t)Qiey(t).

记 λ̃ = min
i∈M̄

{λmin(Qi)}, λmin(Qi) > 0为Qi的最小特

征值.取 λ̂0 = min
i∈M̄

{λ0i, 2λ̃}, i ∈ M̄ ,有

V̇ (ey, z) ⩽ −λ̂0V (ey, z). (29)

显然,当r∗ = 0时,系统 (12)可以转化为 (7),那么不等
式(29)可以转化为

V̇ (y, z) ⩽ −λ̂0V (y, z). (30)

由式(21),令 µ̂ = max{µ, 1},有

Vi(y, z) ⩽ −µ̂Vj(y, z). (31)

由式(28)和(29)可得V (t) ⩽ eNσ(0,t) ln µ̂−λ̂0tV (0).
因为 Nσ(0, t) ⩽ t/τ∗a ,由式 (23)可得 V (t) ⩽
e−(λ̂0−λ̂)tV (0).由此易知,当ω = 0时,系统 (7)渐近
稳定.当ω ̸= 0时,将控制器(22)代入系统(12),可得

ėy(t) = vσ(t)− Llσ(ey+r∗,z)W0σ(z) + ω,

ż(t) = f0σ(r
∗, z) + lσ(ey + r∗, z)ey(t).

因此,当第i个子系统被激活时,有

V̇ (ey, z) = eT
y (t)ėy(t) + Ẇ0i(z) =

eT
y (t)[vi − Lli(ey+r∗,z)W0i(z) + ω]+

∂W0i

∂z
[f0i(r

∗, z) + li(ey + r∗, z)ey(t)] =

eT
y (t)(vi + ω) + Lf0i(r∗,z)W0i(z).
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进而由定理1可得

V̇ + eT
y (t)ey(t)− γ2ωTω ⩽

Lf0i(r∗,z)W0i(z) + eT
y (t)ey(t)+

1

4γ2
eT
y (t)ey(t) + eT

y (t)vi ⩽

− λ0iW0i(z) + eT
y (t)ey(t)+

1

4γ2
eT
y (t)ey(t) + eT

y (t)vi.

将控制器 (24)代入上述不等式,选取 λ̃ > 1 +
1

4γ2
,令

λ̂0 = min
i∈M̄

{
λ0i, 2

(
λ̃− 1− 1

4γ2

)}
, i ∈ M̄ ,可得

V̇ + eT
y (t)ey(t)− γ2ωTω ⩽ −λ̂0V. (32)

由式(27),对(30)两边同时积分,有

V (t) ⩽

V (tNσ(0,t)
)e−λ̂0(t−tNσ(0,t))−w t

tNσ(0,t)

e−λ̂0(t−s)[eT
y (s)ey(s)−

γ2ωT(s)ω(s)− γ2ωT(s)ω(s)]ds ⩽

µ
{
V (tNσ(0,t)−1)e(−λ̂0tNσ(0,t)−tNσ(0,t)−1)−w tNσ(0,t)

tNσ(0,t)−1

e−λ̂0(tNσ(0,t)
−s)

[eT
y (s)ey(s)−

γ2ωT(s)ω(s)]ds
}

e−λ̂0(t−tNσ(0,t))−w t

tNσ(0,t)

e−λ̂0(t−s)[eT
y (s)ey(s)− γ2ωT(s)ω(s)]ds . . . ⩽

e−λ̂0t+Nσ(0,t) ln µ̂V (0)−w t

0
e−λ̂0(t−s)+Nσ(0,t) ln µ̂[eT

y (s)ey(s)− γ2ωT(s)ω(s)]ds.

上式经化简可得w ∞

0
e−λ̂seT

y (s)ey(s)ds ⩽

γ2
w ∞

0
ωT(s)ω(s)ds+ µN0V (0).

系统 (4)有从扰动ω到跟踪误差e的带有权重e−λ̂t的

L2增益γ.综上,系统(1)的H∞跟踪问题可解. 2
3 实例仿真

本节给出数值算例验证基于无源的跟踪控制方

法的有效性.考虑如下切换非线性系统:

ẋ = fσ(x) + gσ(x)uσ(t) + gσ(x)ζσ(ω),

y(t) = h(x). (33)

上述系统包含如下两个子系统:
ẋ(t)=

 3x21 + x2

x1−2x32+2x2

+
1
0

uσ(t)+
1
0

ζσ(ω),
y(t) = x1;


ẋ(t)=

 5x21 + x2

x1+3x32−3x2

+

1
0

uσ(t)+
1
0

ζσ(ω),
y(t) = x1.

其中ζ1 = ζ2 = ω.选取坐标y(t) = x1, z(t) = x2和参

考输出信号r∗(t) = e−t.令ey(t) = y(t)− r∗(t),系统
(31)可以转换成式(4)的形式,其中

p1(y, z) = 3y2 + z, q1(y, z) = 1,

f01(r
∗, z) = −2z3 + 2z + r∗, l1(y, z) = 1,

p2(y, z) = 5y2 + z, q2(y, z) = 1,

f02(r
∗, z) = 3z3 − 3z + r∗, l2(y, z) = 1.

对于闭环系统,选取存储函数U01(z) = z2/2, U02(z)

= z4/4.有 V1(ey, z) = eT
y ey/2 + z2/2, V2(ey, z) =

eT
y ey/2 + z4/4.令 v1 = −2ey(t), v2 = −5ey(t).当
ω = 0时,可得

V̇1(ey, z) = 2(z2 − z4)− 2e2y,

V̇2(ey, z) = 3z2(z4 − z2)− 5e2y.

设计切换信号如下:

σ =

1, z4 ⩾ z2;

2, z4 < z2.

因此,激活的子系统是无源的.此外,得到的切换系统
是稳定的.仿真结果如图 1所示.当ω ̸= 0时,选取
ω = e−t.跟踪误差ey(t)

Tey(t)和扰动ωTω分别如图

2和图3所示.
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图 1 切换系统的状态响应
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图 2 切换系统跟踪误差eT
y (t)ey(t)的响应
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图 3 切换系统扰动ωT
y ωy的响应
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为进一步验证本控制策略的有效性,将其与单
一的跟踪控制器和无源控制器[15-16]设计方法进行比

较.针对系统 (31),文献 [15-16]中控制策略的状态响
应和跟踪误差仿真结果分别如图4和图5所示.由此
可知,非切换的无源控制器和跟踪控制器并不能满足
系统的内部稳定性和跟踪性能指标.

0 12 16 20

0.5

1.0

2.0

8

0

1.5

t / s

4
-0.5

s
ta

te

图 4 非切换系统的状态响应
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图 5 非切换系统跟踪误差eT
y (t)ey(t)的响应

4 结 论

本文基于反馈无源化给出了切换非线性系统

H∞跟踪控制方法,突破了解决非切换非线性系统跟
踪问题的传统假设.通过设计切换信号和控制器满
足内部稳定性和H∞跟踪性能.未来的工作将会利
用无源和能量交换的方法解决切换非线性切换系统

的跟踪问题,该方法已被文献 [6]应用于解决切换非
线性系统的稳定性问题.
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