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有理模型辨识的两类新方法—–混合迭代与柔性最小二乘法

陈 晶1†, 朱全民2

(1. 江南大学理学院，江苏无锡 214122；2. 西英格兰大学工业设计和数学系，英国布里斯托 BS16 1QY)

摘 要: 针对有理模型提出两类辨识方法.首先提出基于递阶辨识思想的混合辨识方法,将模型分解为分子和分
母两个子模型,分别用最小二乘法辨识分子参数, 用粒子群算法和智能多步长梯度迭代算法辨识分母参数.由于
降低了模型维数,且信息向量与噪声不相关,相对于传统的偏差补偿最小二乘算法,混合迭代法可以提高辨识精度
并降低计算量.然后,为消除模型结构已知的假设,且充分利用最新数据更新系统参数,提出柔性递推最小二乘辨
识方法,将有理模型转化为时变参数系统,进而辨识出时变系统的参数.仿真例子验证了所提出方法的有效性.
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Two novel identification methods for rational models — Compound
iterative algorithm and flexible least squares algorithm
CHEN Jing1†, ZHU Quan-min2

(1. School of Science，Jiangnan University，Wuxi 214122，China；2. Department of Engineering Design and
Mathematics，University of the West of England，Bristol BS16 1QY，U.K.)

Abstract: This study proposes two identification methods for nonlinear rational models. The first is the compound
iterative algorithm which is based on the hierarchical technique, which transforms the rational model into two sub-models
whose parameters are estimated iteratively using the particle swarm optimization algorithm and intelligent multi-step-
length algorithm, respectively. Thus, it has less computational efforts and higher estimation accuracy when compared
with the traditional identification methods. Then, a flexible recursive least squares algorithm is proposed which turns
the rational model into a time-varying model, thus it does not require the knowledge of the structure of the denominator
model, and can update the parameters with new collected data. Simulation results show the effectiveness of the proposed
algorithms.
Keywords: rational model；parameter estimation；gradient iterative；particle swarm optimization algorithm；flexible
recursive least squares algorithm；compound iterative algorithm

0 引 䀰

有理模型 (rational model)是由英国科学家
Billings教授[1]提出的一种特殊的非线性模型,其模
型结构是用一个分式来描述.它具有一般非线性模
型所不具有的独特的特点: 1)所有的多项式非线性
模型都可以用有理模型描述; 2)可以用一个简单的
结构逼近一个复杂的多项式模型; 3)分母较小的变
化可能会引起输出的巨大跳变; 4)工业过程中很多
复杂的动态特性可由其进行建模,如化工领域[2]、生

命科学以及经济领域[3-5].因此,对有理模型的研究具
有广泛的理论和应用意义.
要对被控对象实现精准控制或者对控制系统的

故障进行检测和诊断,被控对象/控制系统的模型需
要事先已知[6-8].因此,对有理模型进行辨识研究势在
必行.目前,针对线性系统或者多项式非线性系统存
在多种辨识方法,如:最小二乘辨识算法[9-10]、梯度类

算法[11-12]、极大似然辨识算法[13]、最大期望辨识算法

等[14-15].然而,由于有理模型分母存在未知参数,以上
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经典的辨识算法不能直接应用于有理模型辨识中.
针对有理模型的辨识,最常见的方法是通过等式

转换将分式模型转化为线性自回归模型,进而对自回
归模型进行辨识.文献 [16]针对有理模型,先将有理
模型转换为线性模型,因转化为线性模型后,信息向
量中存在与噪声相关的项,故提出了基于偏差补偿
的最小二乘算法.文献 [17]利用神经网络结构来描
述有理模型,进而提出了基于神经网络的BP算法.上
述文献提出的都是离线辨识算法,由于离线辨识算法
不能利用新收集数据来更新参数,且计算量大,文献
[18]针对有理模型提出了递推最小二乘算法,每一次
都只使用一个新的数据来进行参数更新,计算量大大
减小.文献 [19]借助递阶辨识思想,将有理模型分解
为分子和分母两个子模型,对两个耦合的子模型分别
使用递推最小二乘和反向递推最小二乘算法进行辨

识.该方法将复杂的有理模型辨识转化为两个简单
的子模型辨识,计算量大大降低,但是,辨识分母时要
求系统的噪信比尽可能小,因而限制了其使用范围.

20 世纪 80 年代末, 美国统计学家 Kalaba 和
Tesfatsion[20]提出利用柔性最小二乘算法 (flexible
least squares algorithm)辨识时变参数系统,并用来
预测美国货币的需求情况.该算法的主要思想是设
计一个关于测量误差和相连参数误差的损失函数,并
为每一类误差设置不同的权值:当参数变化较快时,
为参数误差设置较小的权值;相应地,当参数缓慢变
化时,为其设置较大的权值[21-22].利用损失函数分别
对每一个时刻的参数求偏导并设置扩展的矩阵进而

辨识出时变系统的参数.由于有理模型的特点,可以
将包含输入和输出项的分母看成是一个时变参数,进
而将有理模型转化为时变参数系统.
本文借助递阶辨识思想和柔性最小二乘思想,将

有理模型转化为分子子模型和分母子模型,分别对分
子模型和分母模型进行辨识.针对分母模型难以辨
识的问题,提出粒子群算法;但由于粒子群算法计算
量大且算法的稳定性密切依赖于粒子的数目,进一
步提出智能多步长梯度迭代算法.该算法为每个负
梯度方向设置多个步长,通过损失函数找出最优步
长以及其对应的参数.上述基于递阶辨识思想的方
法需要知道分母的结构,因而限制了其使用范围.为
克服这个缺点,本文根据有理模型的特点,将有理模
型的分母项和分子参数组成一个新的时变参数向量,
并通过柔性递推最小二乘算法辨识出该时变参数向

量.仿真例子验证了本文方法的有效性.
本文的主要贡献如下:

1)有理模型因其特殊结构,其辨识难度较大,借
助递阶辨识思想并结合最小二乘和粒子群算法,建立
针对有理模型的混合算法辨识理论框架;

2)所提出的智能多步长算法能够克服粒子群混
合算法计算量大、计算精度不高的问题,提高模型的
辨识效率;

3)利用柔性最小二乘算法,克服混合辨识算法中
有理模型分母结构已知的假设条件,所提出的在线算
法能够利用最新数据更新参数,因此更具有实际应用
前景.

1 问题描述

考虑如下有理模型:

y(t) =
a(t)

b(t)
+ v(t). (1)

其中: y(t)是系统输出; v(t)是均值为零、方差为σ2的

高斯白噪声;a(t)和b(t)是非线性项,可以表示为

a(t) = ψT(t)θa, b(t) = φT(t)θb,

ψ(t) = [ψ1(t), . . . , ψm(t)]T ∈ Rm,

φ(t) = [φ1(t), . . . , φn(t)]
T ∈ Rn,

θa = [a1, . . . , am]T ∈ Rm,

θb = [b1, . . . , bn]
T ∈ Rn.

ψi(t)(i = 1, . . . ,m)和φj(t)(j = 1, . . . , n)是包含输

入u(t), . . . , u(1)和输出 y(t − 1), . . . , y(1)的非线性

项,其可由u2(t)、u(t − 1)y(t − 2)、y(t − 1)u(t)等

表示; θa和θb是待辨识的参数向量.
传统的辨识算法是假设b1 = 1,从而将复杂的有

理模型转换为线性自回归模型,即将模型(1)简化为

ȳ(t) =

ψT(t)θa − φT(t)θby(t) + φ1(t)y(t) + b(t)v(t) =

a1ψ1(t) + . . .+ amψm(t)− b2φ2(t)y(t)− . . .−

bnφn(t)y(t) + b(t)v(t), (2)

其中 ȳ(t) = y(t)φ1(t).
上述线性自回归模型可以简化为

ȳ(t) = ϕT(t)ϑ+ ζ(t). (3)

其中

ϕ(t) = [ψ1(t), . . . , ψm(t),−φ2(t)y(t), . . . ,

− φn(t)y(t)]
T ∈ Rm+n−1,

ϑ = [a1, . . . , am, b2, . . . , bn]
T ∈ Rm+n−1,

ζ(t) = b(t)v(t).

因为v(t)是独立同分布的高斯白噪声,且v(t)与 t时

刻之前的输入和输出是不相关的,所以
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E[ζ(t)] = E[b(t)]E[v(t)] = 0.

因为信息向量中的后n− 1个向量包含y(t),而y(t)是

与v(t)相关的,所以信息向量ϕ(t)与噪声ζ(t)是相关

的.
假设收集到L组输入和输出数据,并定义

Ȳ (L) = [ȳ(L), . . . , ȳ(1)]T ∈ RL,

Φ(L) = [ϕ(L), . . . , ϕ(1)] ∈ R(m+n−1)×L,

ζ(L) = [ζ(L), . . . , ζ(1)]T ∈ RL.

有理模型可以写为

Ȳ (L) = ΦT(L)ϑ+ ζ(L).

利用最小二乘算法辨识系统参数,得到

ϑ̂ = [ΦT(L)Φ(L)]−1ΦT(L)Ȳ (L). (4)

估计参数的期望为

E[ϑ̂] =

E{[ΦT(L)Φ(L)]−1ΦT(L)Ȳ (L)} =

E{[ΦT(L)Φ(L)]−1ΦT(L)[ΦT(L)ϑ+ ζ(L)]} =

ϑ+ E{[ΦT(L)Φ(L)]−1ΦT(L)ζ(L)}, (5)

显然

E{[ΦT(L)Φ(L)]−1ΦT(L)ζ(L)} ̸= 0.

因此,利用传统的最小二乘算法对自回归有理模型进
行辨识,其辨识结果是有偏的.为消除噪声与信息向
量相关所导致的有偏性,可以对辨识结果进行补偿,
即所谓的偏差补偿最小二乘算法[16,18,23].

注1 偏差补偿最小二乘估计法可以获得有理

模型的无偏估计,但是其存在3个缺点: 1)由于噪声
ζ(t) = b(t)v(t)受b(t)影响,其参数估计尽管是无偏
的,但是渐近收敛性得不到保障; 2)更新参数过程中
包含矩阵求逆运算,且每一次迭代需要计算所有噪声
并求其方差,导致计算量较大; 3)每一步迭代过程中
要通过计算的噪声方差对辨识参数进行补偿,在初始
阶段由于参数估计不准确,导致噪声估计不准确,进
而影响参数辨识效果.

2 有理模型的混合辨识

为减少噪声对参数辨识影响以及降低计算量,受
文献 [24-25]递阶思想的启发,本文将有理模型分解
为两个子模型:分子子模型和分母子模型,分别对这
两个子模型进行辨识以获得系统参数估计.
重新将有理模型写为

y(t) =
ψT(t)θa
φT(t)θb

+ v(t), (6)

定义损失函数

J(θa, θb) =
1

2

L∑
t=1

[
y(t)− ψT(t)θa

φT(t)θb

]2
.

假设在第k次迭代过程中,系统在第k − 1次的参数

θ̂k−1
a 、θ̂k−1

b 已经获得.分别对θa和θb求导,并令导函
数为零,即

∂J(θa, θ̂
k−1
b )

∂θa
=

−
L∑

t=1

ψ(t)

φT(t)θ̂k−1
b

[
y(t)− ψT(t)θa

φT(t)θ̂k−1
b

]
= 0, (7)

∂J(θ̂ka , θb)

∂θb
=

L∑
t=1

ψT(t)θ̂kaφ(t)

(φT(t)θb)2

[
y(t)− ψT(t)θ̂ka

φT(t)θb

]
= 0. (8)

根据等式(7)可得

θ̂ka =
L∑

t=1

[ ψ(t)ψT(t)

(φT(t)θ̂k−1
b )2

]−1
L∑

t=1

[ ψ(t)y(t)

φT(t)θ̂k−1
b

]
. (9)

由于θb在分母上,等式 (8)不能分解为参数θb的解析

形式,很难求出 θ̂kb .对此,下面提出两种方法来辨识参
数θb.

2.1 基于粒子群的迭代混合算法

由于分母上含有参数,当利用导函数对分母参数
求导时,无法分解为关于未知参数的一个解析方程,
也就无法辨识出分母参数.本小节通过粒子群算法
来辨识分母参数.
在粒子群算法中,假设未知参数向量 θb是一个

粒子,在每一步都假设存在 l个粒子,例如,在第k − 1

步, l个粒子分别是θk−1,1
b , . . . , θk−1,l

b .
在第k − 1步,每一个粒子都有自己的局部最优

值(θk−1,i
b,ob , ob表示局部最优(own best)),其满足

θk−1,i
b,ob = arg min

θb
(J(θ̂k−1

a , θ̂k−1,i
b ), J(θ̂k−1

a , θ̂k−2,i
b )).

所有在k − 1步的粒子都存在一个全局最优值θk−1,i
b,gb

(gb表示全局最优(global best)),其满足

θk−1
b,gb = arg min

θb
(J(θ̂k−1

a , θ̂k−1,i
b ), i = 1, 2, . . . , l).

每一个粒子都以自己的速度向第k次的值移动,有

V k
i = V k−1

i w + (θk−1,i
b,ob − θ̂k−1,i

b )c1r1+

(θk−1
b,gb − θ̂k−1,i

b )c2r2.

其中: c1和 c2称为加速系数,是介于 0与 2之间的常

数, c1的作用是使得粒子朝该粒子的当前最优位置
靠近,而c2是使粒子朝全局最优靠近;w是惯性因子,
且w ∈ [0.1, 0.9]; r1和 r2是两个介于 [0, 1]的任意常

数.在第k步,每个粒子获得了一个新的值,即

θ̂k,ib = θ̂k−1,i
b + V k

i .
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基于粒子群的迭代混合算法可以总结如下:

θ̂kb = θkb,gb = arg min
θb

(J(θ̂ka , θ̂
k,i
b ), i = 1, 2, . . . , l);

(10)

θk,ib,ob = arg min
θb

(J(θ̂ka , θ̂
k,i
b ), J(θ̂ka , θ̂

k−1,i
b )); (11)

θ̂k,ib = θ̂k−1,i
b + V k

i , i = 1, 2, . . . , l; (12)

V k
i = V k−1

i w + (θk−1,i
b,ob − θ̂k−1,i

b )c1r1+

(θk−1
b,gb − θ̂k−1,i

b )c2r2. (13)

注2 粒子群迭代混合算法结合递阶辨识思想

解决了系统分母上存在未知参数这样的一种局限,通
过最小二乘算法辨识分子参数,由粒子群算法辨识分
母参数,两者交替进行,直到获得满意的参数辨识效
果.同样,因信息向量中没有与噪声相关的向量,且没
有改变原始噪声的统计特性,故辨识效果较好.
注3 粒子群迭代混合算法的辨识效果与粒子

的个数密切相关,粒子个数越多,其陷入局部最优的
概率越小,但是计算量越大.同样,参数c1、c2、w、r1、

r2也影响着算法的收敛速度和精度.

2.2 基于智能多步长搜索梯度迭代混合辨识算法

由于粒子群算法是一个智能算法,其算法的收敛
性密切依赖于粒子的数目和一些不确定的常值的大

小.本小节通过梯度类算法来辨识分母参数. 在梯度
迭代算法中,首先确定参数收敛的方向,即所谓负梯
度方向,再确定该方向的步长.
假设在第k次时,参数 θ̂ka已由式 (9)获得,下面利

用梯度迭代方法来获得参数估计 θ̂kb .
定义损失函数

J(θ̂ka , θb) =
1

2

L∑
t=1

[
y(t)− ψT(t)θ̂ka

φT(t)θb

]2
. (14)

其负梯度方向可由下式计算得到:

− ∂J(θ̂ka , θb)

∂θb

∣∣∣
θ̂k−1
b

=

−
L∑

t=1

ψT(t)θ̂kaφ(t)

(φT(t)θ̂k−1
b )2

[
y(t)− ψT(t)θ̂ka

φT(t)θ̂k−1
b

]
.

因此, θ̂kb可以表示为

θ̂kb = θ̂k−1
b − λk

L∑
t=1

ψT(t)θ̂kaφ(t)

(φT(t)θ̂k−1
b )2

×

[
y(t)− ψT(t)θ̂ka

φT(t)θ̂k−1
b

]
, (15)

其中λk 是步长.步长的选择是非常重要的,如果步长
太大,则导致算法发散;如果步长太小,则导致算法的
收敛速度很慢.
一种通用的方法是将式 (15)代入到损失函数

(14)中,并求该函数关于步长λk的导函数方程的解,

该解为当前方向的最优步长.这种方法即为经典的
最速下降法.由于 θ̂kb在损失函数的分母上,求解关于
步长的导函数方程是很困难的.因此,本文借鉴粒子
群算法,提出智能多步长梯度迭代算法.即在第k次,
为步长设置一个区间,λk ∈ [0, dk],在区间内由小到
大取 l个步长,λ1k, λ2k, . . . , λlk,分别计算每个步长对应
的参数值

θ̂k,ib = θ̂k−1
b − λik

L∑
t=1

ψT(t)θ̂kaφ(t)

(φT(t)θ̂k−1
b )2

×

[
y(t)− ψT(t)θ̂ka

φT(t)θ̂k−1
b

]
, i = 1, . . . , l, (16)

并计算其对应的损失函数的值J(θ̂ka , θ̂
k,i
b ),其中最优

步长为

λbest
k = argmin

λi
k

{J(θ̂ka , θ̂
k,i
b ), i = 1, . . . , l}. (17)

利用智能多步长梯度迭代混合算法辨识参数的

步骤如下:
1)固定 θ̂k−1

b ,利用式(9)计算 θ̂ka .
2)在区间 [0, dk]生成 l个步长,λ1k < λ2k < . . . <

λlk.
3)固定 θ̂ka ,根据式(9)计算参数 θ̂k,ib , i = 1, . . . , l.
4)计算损失函数J(θ̂ka , θ̂

k,i
b ), i = 1, . . . , l,并找出

λbest
k .

5)得到 θ̂k,best
b ,并令 θ̂kb = θ̂k,best

b .
6)比较 [θ̂ka ; θ̂

k
b ]与 [θ̂k−1

a ; θ̂k−1
b ],若∥[θ̂ka ; θ̂kb ]−[θ̂k−1

a ;

θ̂k−1
b ]∥足够小,则停止运算,获得估计值 [θ̂ka ; θ̂

k
b ];否则,

令k = k + 1,并转步骤1).
注 4 通过将模型分解为两个子模型,并分别

交互估计每一部分参数:分子通过最小二乘算法获
得参数,分母通过智能多步长梯度迭代算法计算参
数.因此,相对于将模型转换成线性自回归模型的传
统辨识方法,智能多步长梯度迭代混合算法计算量
小,且是无偏估计.

注5 利用智能多步长梯度方法过程中,影响算
法收敛性和收敛速度主要有两个因素: 1)步长区间
[0, dk]; 2)步长个数 l.

1)如果dk选择过大,则由最小的步长λ1k计算的

损失函数可能满足J(θ̂ka , θ̂
k,1
b ) > J(θ̂k−1

a , θ̂k−1
b ),即算

法发散;
2)如果dk选择过小,所有步长计算出的损失函

数J(θ̂ka , θ̂
k,i
b ) < J(θ̂k−1

a , θ̂k−1
b ), i = 1, . . . , l,此时算法

是收敛的,但是其收敛速度较慢.
针对上述问题,若步长选择过大,则令新的步长

上限dnew
k =

1

2
dk;若选择过小,则dnew

k = 2dk.在实际
应用中,当参数越来越靠近真值时,步长将越来越小,
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因此可以逐渐减小dk.即在初始阶段选择一个大的
常值d,使d1 = d,在第k次时, dk =

k

1 + 2 + · · ·+ k
d.

注6 相比较于粒子群迭代混合算法,智能多步
长算法计算量小,算法稳定,但是存在易陷入局部最
优的问题,即一旦初始值选择不当,则辨识值容易陷
入局部最优.而粒子群迭代混合算法可以通过选择
大量的初始粒子,进而降低估计值陷入局部最优的概
率.

2.3 混合辨识算法收敛性分析

混合辨识算法中,假设第k − 1次的参数辨识结

果为 θ̂k−1
a 和 θ̂k−1

b ,则其对应的损失函数为

J(θ̂k−1
a , θ̂k−1

b ) =
1

2

L∑
t=1

[
y(t)− ψT(t)θ̂k−1

a

φT(t)θ̂k−1
b

]2
.

固定 θ̂k−1
b ,则关于未知向量θa的损失函数为

J(θa, θ̂
k−1
b ) =

1

2

L∑
t=1

[
y(t)− ψT(t)θa

φT(t)θ̂k−1
b

]2
.

在粒子群迭代混合算法以及智能多步长搜索梯度迭

代混合辨识算法中,更新分子参数时是利用最小二乘
算法,即

θ̂ka = arg min
θa

[J(θa, θ̂
k−1
b )],

因此可得

J(θ̂ka , θ̂
k−1
b ) ⩽ J(θ̂k−1

a , θ̂k−1
b ). (18)

固定 θ̂ka ,则关于未知参数向量θb的损失函数为

J(θ̂ka , θb) =
1

2

L∑
t=1

[
y(t)− ψT(t)θ̂ka

φT(t)θb

]2
.

而粒子群算法和智能多步长算法中都希望找到合适

的粒子或步长使得

J(θ̂ka , θ̂
k
b ) ⩽ J(θ̂ka , θ̂

k−1
b ). (19)

根据式(18)和(19)可得

J(θ̂ka , θ̂
k
b ) ⩽ J(θ̂k−1

a , θ̂k−1
b ).

即随着迭代次数k的增加,损失函数J(θa, θb)是单调

递减的,因此,混合辨识算法是收敛的.
注7 更新分子参数时是利用最小二乘算法,因

此更新得到的参数向量 θ̂ka满足 θ̂ka = arg minθa [J(θa,

θ̂k−1
b )];而在更新分母参数过程中,只需找到合适的
θ̂kb ,使得J(θ̂ka , θ̂

k
b ) < J(θ̂ka , θ̂

k−1
b )即可,如果找不到,

则令 θ̂kb = θ̂k−1
b ,因此,总能使得J(θ̂ka , θ̂

k
b ) ⩽ J(θ̂k−1

a ,

θ̂k−1
b ).
注8 如果损失函数存在唯一的极小值点(θtrue

a ,

θtrue
b ),由于损失函数是单调递减的,则根据压缩映射
原理,混合辨识方法更新得到的参数值会渐近收敛到
最小值点;如果损失函数存在多个极小值点,则混合
辨识方法可能会收敛到局部最优.此时,可以通过选

择更多的粒子或多个初始值来使得估计值尽可能收

敛到最优值.

3 有理模型的柔性最小二乘算法

混合辨识算法借助递阶辨识思想分别辨识分

子和分母参数.很显然,分子的辨识效果影响分母的
辨识精度和速度,同样,分母的辨识结果也影响着分
子.另外,混合辨识方法要求分母的模型结构已知,因
此限制了其使用范围.本节借助柔性最小二乘方法
来消除混合辨识方法的缺点.
将有理模型(1)整理为

y(t) =
a(t)

b(t)
+ v(t) =

a1
b(t)

ψ1(t) + . . .+
am
b(t)

ψm(t) + v(t) =

a1(t)ψ1(t) + . . .+ am(t)ψm(t) + v(t), (20)

其中ai(t) =
ai
b(t)

(i = 1, . . . ,m)是时变参数.其辨识

的目的是通过收集的输入和输出数据把系统的可变

参数辨识出来.
将系统转化为

y(t) = ψT(t)θ(t) + v(t),

ψ(t) = [ψ1(t), . . . , ψm(t)]T,

θ(t) = [a1(t), . . . , am(t)]T.

假设一共收集了L组输入和输出数据,则存在L

组待辨识的参数向量θ(1), . . . , θ(L).定义损失函数

J(θ(L), θ(L− 1), . . . , θ(1)) =

1

2

L∑
t=1

[y(t)− ψT(t)θ(t)]2+

µ

2

L−1∑
t=1

[θ(t+ 1)− θ(t)]T[θ(t+ 1)− θ(t)], (21)

其中µ是权值系数,受参数变化速度的影响.将损失
函数分别对每一组参数向量求偏导,并利用导函数为
零求得每一组参变量的估计值.

为一次性辨识出系统的参数,定义下列参数向
量、信息矩阵以及噪声向量:

Θ(L) = [θT(L), . . . , θT(1)]T ∈ RLm×1,

Ψ(L) =


ψ(L) . . . 0

...
. . .

...
0 . . . ψ(1)

 ∈ RLm×L,

V (L) = [v(L), . . . , v(1)]T.

于是有理模型可进一步转化为

Y (L) = ΨT(L)Θ(L) + V (L).
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定义一个扩展矩阵

Rt(µ) =


ψ(1)ψT(1) + µI, t = 1;

ψ(t)ψT(t) + 2µI, t ̸= 1, L;

ψ(L)ψT(L) + µI, t = L.

(22)

R(L, µ) =

RL(µ) −µI 0 . . . 0
−µI RL−1(µ) −µI . . . 0

0 −µI RL−2(µ) . . . 0
...

...
...

. . . −µI
0 0 · · · −µI R1(µ)


∈ RP×P,

P = Lm. (23)

损失函数(21)可以转化为

J(Θ(L)) =

1

2
ΘT(L)R(L, µ)Θ(L)−ΘT(L)Ψ(L)Y (L)+

1

2
Y T(L)Y (L).

因此,参数向量Θ(L)可由下式计算:

Θ(L) = R−1(L, µ)Ψ(L)Y (L). (24)

注9 当权值µ > 0时,矩阵R(L, µ)是对称正定

矩阵,此矩阵的逆始终存在.因此,由式 (24)可以求得
参数的估计值.

注10 式 (24)是通过离线方法来估计系统参数
的,必须要求L ⩾ m,进而求解矩阵的逆.要使参数
估计精度提高,L必须满足L ≫ m[26-27],由此带来一
个新的问题,矩阵R(L, µ)的阶数会急剧增长,导致计
算量非常大.例如,当系统存在m = 10个参数,收集
了L = 100组数据时,矩阵R(L, µ)的阶数为1 000.此
时,如果只统计乘法和除法,则求解此矩阵的逆大致
需要1 0003 = 109次乘法和除法运算.

为减小计算量,下面提出在线算法将系统参数
辨识出来.假设在时间 t,已采集到当前时刻的输入
u(t)和输出 y(t),并且之前所有时刻的参数已知,即
θ̂(1), . . . , θ̂(t− 1)已知,于是损失函数为

J(θ̂(1), . . . , θ̂(t− 1), θ(t)) =

1

2

t−1∑
i=1

[y(i)− ψT(i)θ̂(i)]2 +
1

2
[y(t)− ψT(t)θ(t)]2+

µ

2

t−1∑
i=1

[θ̂(i)− θ̂(i− 1)]T[θ̂(i)− θ̂(i− 1)]+

µ

2
[θ(t)− θ̂(t− 1)]T[θ(t)− θ̂(t− 1)]. (25)

由于t时刻之前的所有参数向量已知,根据
∂J(θ̂(1), . . . , θ̂(t− 1), θ(t))

∂θ(t)
= 0,

可得

θ̂(t) =

[ψ(t)ψT(t) + µI]−1[ψ(t)y(t) + µθ̂(t− 1)] =

θ̂(t− 1) + [ψ(t)ψT(t) + µI]−1ψ(t)×

[y(t)− ψ(t)ψT(t)θ̂(t− 1)]. (26)

利用滤波柔性递推最小二乘算法辨识参数θ(t)

的步骤如下:
1)初始化:假设u(t) = 0, y(t) = 0, t ⩽ 0, θ̂(0) =

1/106,其中1 = [1, 1, . . . , 1]T ∈ Rm.
2)选择一个合适的正的常数µ,并令t = 1.
3)采集输入和输出数据u(t)和y(t).
4)构建损失函数J(θ̂(1), . . . , θ̂(t− 1), θ(t)).
5)由式(26)更新参数得到 θ̂(t).
6)若 t < L,则转步骤3);否则,得到估计出的一

组参数向量 θ̂(1), . . . , θ̂(L).
对于权值µ的选择,有以下3种情形:
1)若µ = 0,则矩阵 [ψ(t)ψT(t)]是奇异的,此时根

据式 (26)无法求解出参数值.同样,由损失函数 (25)
也可知,导函数的方程组未知数个数多于方程个数,
此时无法求解方程的解(参数值).

2)若µ ̸= 0,则:当系统的参数变化较快时,应赋
较小的权值给参数误差,即此时要使µ取尽量小的正

常数;当参数变化较慢时,应赋较大的权值µ.
3)当µ → ∞时,测量误差函数几乎对参数辨识

不起作用,此时参数辨识值始终保持不变.同样,根据
式(26)可知, θ̂(L) = θ̂(L− 1) = . . . = θ̂(1) = θ̂(0).
注11 柔性递推最小二乘算法适合于系统参数

变化较慢的情形,即在本文中系统的分母b(t)缓慢变

化的情形.若系统的分母变化较快,且分母结构已知,
则利用柔性最小二乘算法其辨识效果得不到保障,此
时可以用混合算法来辨识系统的参数 (如果损失函
数只存在唯一的极值点,则优先考虑智能多步长梯度
迭代混合辨识算法;否则,考虑使用粒子群迭代混合
算法).因此,可以根据不同的情形选择不同的算法.
注12 柔性递推最小二乘算法待辨识的参数维

数小于基于递阶辨识思想的混合迭代法待辨识参数

维数,且是一个在线辨识算法,因此,柔性递推最小二
乘算法计算量小于混合迭代算法的计算量.

4 仿真例子

4.1 混合辨识算法

考虑如下有理模型:

y(t) =
0.3y(t− 1) + 0.7u(t− 1)

1 + u(t− 1)
+ v(t),

θ = [a1, a2, b1, b2]
T = [0.3, 0.7, 1, 1]T,
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ϑ = [a1, a2, b2]
T = [0.3, 0.7, 1]T.

输入 {u(t)}满足均值为零、方差为 1的持续激励信

号. {v(t)}是均值为零、方差为σ2 = 0.102的白噪

声信号,仿真时共采集L = 100组输入和输出数据.
采用传统最小二乘迭代法 (least squares iterative
algorithm, LS)和文献 [16]所提出的偏差补偿最小二
乘迭代法 (bias compensation least squares iterative
algorithm, BCLS),参数估计值和估计误差δ = ∥ϑ̂k −
ϑ∥/∥ϑ∥随迭代次数k变化的结果如表1所示.

表 1 最小二乘和偏差补偿最小二乘参数估计

方法 k a1 a2 b2 δ / %

LS

2 0.330 93 0.634 47 0.895 76 10.099 41
10 0.330 93 0.634 47 0.895 76 10.099 41
20 0.330 93 0.634 47 0.895 76 10.099 41
30 0.330 93 0.634 47 0.895 76 10.099 41

BCLS

2 0.322 98 0.655 01 0.937 61 6.952 12
10 0.301 31 0.678 92 0.966 46 3.153 00
20 0.301 31 0.678 92 0.966 46 3.153 00
30 0.301 31 0.678 92 0.966 46 3.153 00

true values 0.300 00 0.700 00 1.000 00

1)利用粒子群迭代混合算法 (particle swarm
optimization compound, PSO-C)辨识有理模型参数
[(PSO-C-1, l = 50), (PSO-C-2, l = 100)]. c1 = 1.6,

c2 = 1.496 2, w = 0.729 8, r1(k) = r2(k) = rand/k.
参数估计值、真实值以及它们之间的误差δ = ∥[θ̂ka ;
θ̂kb ] − [θa; θb]∥/∥[θa; θb]∥随迭代次数变化的结果如表
2所示.表2表明,粒子群迭代混合算法能分别辨识出
有理模型分子和分母的参数,且粒子数越多,辨识越
精确,但其相应的计算量也越大.

表 2 粒子群迭代混合算法参数估计

算法 k a1 a2 b1 b2 δ / %

PSO-C-1

10 0.158 79 1.020 57 1.128 60 1.656 53 47.014 48
20 0.4239 6 0.447 67 1.128 60 1.656 53 45.178 61
30 0.292 73 0.713 68 0.964 93 1.076 19 5.310 34
40 0.299 26 0.699 73 0.974 06 1.029 75 2.457 79

PSO-C-2

10 0.318 29 0.761 53 0.996 91 0.989 86 4.050 31
20 0.276 02 0.611 64 0.996 91 0.989 86 5.737 99
30 0.286 45 0.647 25 0.996 91 0.989 86 3.454 37
40 0.293 24 0.670 86 0.996 91 0.989 86 1.975 95

true values 0.300 00 0.700 00 1.000 00 1.000 00

2)利用智能多步长梯度迭代混合辨识算法
(intelligent multi-step-length gradient iterative, I-M-GI)
辨识有理模型 [(I-M-GI-1, d = 0.05, l = 50),

(I-M-GI-2, d = 0.15, l = 10), (I-M-GI-3, d = 0.15,

l = 50)].参数估计值、真实值以及它们之间的误差
δ = ∥θ̂k − θ∥/∥θ∥随迭代次数变化的结果如表3所
示.由表3可知,步长区间的大小和步长的个数影响

着辨识效果,大的区间上界以及足够多的步长数会加
快参数收敛的速度.

表 3 智能多步长梯度迭代混合辨识算法参数估计

算法 k a1 a2 b1 b2 δ / %

I-M-GI-1

2 0.356 58 0.997 53 1.952 09 1.955 19 86.054 74
10 0.348 85 0.945 18 1.753 77 1.769 57 68.84 747
20 0.337 61 0.877 39 1.509 13 1.539 70 47.551 19
30 0.325 53 0.812 67 1.290 65 1.331 66 28.381 56

I-M-GI-2

2 0.354 79 0.984 86 1.872 54 1.880 78 79.271 29
10 0.332 78 0.850 61 1.378 04 1.415 77 36.277 32
20 0.309 29 0.735 62 1.057 02 1.094 32 7.234 50
30 0.302 02 0.703 99 1.006 58 1.013 39 0.969 85

I-M-GI-3

2 0.354 77 0.984 75 1.855 87 1.865 19 77.887 62
10 0.327 84 0.824 51 1.287 12 1.328 90 28.317 81
20 0.304 46 0.714 43 1.015 87 1.038 25 2.744 11
30 0.300 65 0.698 23 1.003 31 0.997 09 0.298 69

true values 0.300 00 0.700 00 1.000 00 1.000 00

表2和表3表明:智能多步长梯度迭代混合辨识
算法更加稳定和精确,这是因为该算法方向是最优
的,所以每次只需合适的步长就能保证算法是渐近
收敛的;而粒子群迭代混合算法影响其收敛的因素
很多,具有不确定性.因此,为保证粒子群算法的稳定
性,需要充分多的粒子数.
表1∼表3说明: 1)偏差补偿最小二乘迭代法和

混合迭代算法能获得较好的辨识效果,而最小二乘迭
代法由于没有考虑偏差补偿,辨识效果是最差的,特
别是当噪声方差较大时,其辨识效果会急剧恶化; 2)
混合迭代法对分母第1项的参数b1无限制条件 (其可
以辨识出 b1的值),而传统最小二乘或偏差最小二乘
要假设分母第1项参数b1 = 1.

4.2 柔性最小二乘辨识算法

将4.1节有理模型转化为时变参数模型

y(t) = a1(t)y(t− 1) + a2(t)u(t− 1) + v(t),

θ(t) = [a1(t), a2(t)]
T =

[ 0.3

b(t)
,
0.7

b(t)

]T
,

b(t) = 1 + u2(t− 1),

ψ(t) = [y(t− 1), u(t− 1)]T.

输入采用u(t) = sin
( π

20
t
)
, {v(t)}是均值为零、方

差为σ2 = 0.102的白噪声信号.仿真时共采集L =

100组数据,相应地, 100组参数θ(1), . . . , θ(100)需要

辨识.
利用滤波柔性递推最小二乘算法 (filtering

flexible recursive least squares, F-F-RLS)辨识系统参
数 (µ = 0.1).参数估计值、输出估计值以及它们之间
相应的误差分别如图1、图2所示.图1表明,当系统参
数缓慢变化时,滤波柔性递推最小二乘算法的参数估



第1期 陈 晶等: 有理模型辨识的两类新方法—–混合迭代与柔性最小二乘法 65

计值能很好地跟踪到真实的参数值.图2表明,估计
输出能逼近真实输出.
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图 1 参数估计随 t变化曲线 (F-F-RLS) (1)
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图 2 输出估计、真实输出及其误差变化曲线 (1)

进一步,利用蒙特卡罗仿真实验分别验证 3种
算法对噪声的鲁棒性 (20组噪声),仿真结果如图3∼
图5所示.图3∼图5表明, 3种算法对噪声都具有较
强的鲁棒性. 3种算法蒙特卡罗仿真耗时如表4所示
(计算机配置 Intel(R) Core(TM) i5-7 220U: 2.50 GHz,
2.71 GHz; RAM: 8.0 GB; Windows 10).表4表明, F-F-
RLS算法计算量最小,耗时最短;其次是 I-M-GI-3算
法;计算量最大、耗时最多的是PSO-C-2算法.
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图 3 参数误差δ随k变化曲线 (PSO-C-2)
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图 4 参数误差δ随k变化曲线 (I-M-GI-3)
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图 5 参数估计随t变化曲线 (F-F-RLS) (2)

表 4 3种算法仿真耗时

算法 PSO-C-2 I-M-GI-3 F-F-RLS

t / s 23.520 20.331 1.288

5 结 论

针对复杂的有理模型,本文提出两类辨识方
法.一类是基于递阶辨识思想的混合迭代法,将模型
分解为分子模型和分母模型,对分子模型利用最小二
乘迭代法辨识其参数,对分母模型分别使用粒子群搜
索算法和智能多步长梯度迭代算法,进而分子和分母
交互辨识.由于将模型分解成两个子模型,计算量大
大减少.进一步,为消除模型结构已知的假设,充分利
用新的数据在线更新参数,又提出了基于柔性递推最
小二乘的辨识算法.把有理模型视为时变参数线性
系统,构造关于输出误差和参数误差的损失函数,并
为每一类误差分配不同的权值:当参数缓慢变化时,
参数误差分配较大的权值;反之,分配较小的权值.该
算法在系统参数缓慢变化时,具有良好的辨识效果.
本文提出的有理模型辨识的两种方法,为实现有

理模型的精确控制和故障诊断提供了理论模型基础.
进一步可以将该方法推广到复杂非线性系统以及切

换系统辨识中,对不断涌现的工程应用提供必要的理
论模型支撑.
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