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具有全状态约束和未建模动态的严格反馈系统

有限时间自适应动态面控制

张天平†, 邓伟伟, 吴自文, 杨月全
(扬州大学信息工程学院，江苏扬州 225127)

摘 要: 针对一类具有全状态约束、未建模动态和动态扰动的严格反馈非线性系统,通过构造非线性滤波器,并
利用Young’s不等式,提出一种新的有限时间自适应动态面控制方法.引入非线性映射处理全状态约束,将有约束
系统变成无约束系统,利用径向基函数逼近未知光滑函数,利用辅助系统产生的动态信号处理未建模动态.对于
变换后的系统,利用改进的动态面控制和有限时间方法设计的控制器结构简单,移去现有有限时间控制中出现的
“奇异性”问题,可加快系统的收敛速度.理论分析表明,闭环系统中的所有信号在有限时间内有界,全状态不违背
约束条件.数值算例的仿真结果表明,所提出的自适应动态面控制方案是有效的.
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Finite-time adaptive dynamic surface control for strict-feedback systems
with full state constraints and unmodeled dynamics
ZHANG Tian-ping†, DENG Wei-wei, WU Zi-wen, YANG Yue-quan

(College of Information Engineering，Yangzhou University，Yangzhou 225127，China)

Abstract: By constructing nonlinear filters and using Young’s inequality, a new adaptive finite-time control method is
proposed for a class of strict-feedback nonlinear systems with full state constraints, unmodeled dynamics and dynamic
disturbances in this paper. The constrained system is transformed into an unconstrained system by introducing the
nonlinear mapping. The radial basis function neural networks are utilized to approximate unknown nonlinear smooth
functions. A dynamic signal produced by a auxiliary system is used to deal with unmodeled dynamics. Using the modified
dynamic surface control technology and finite-time control method, a simple controller is developed. The singularity
problem in the existing finite -time control is removed, and the converging speed of the system is accelerated. Theoretical
analysis shows that all signals in the closed-loop system are bounded in finite time. Full state constraints are not triggered.
Simulation results of numerical example show that the proposed approach is effective.
Keywords: full state constraints；nonlinear mapping；dynamic surface control；finite-time stability；unmodeled dynamics

0 引 䀰

随着现代工业过程日趋复杂,严重的不确定性
和非线性常常影响控制系统的性能.如何处理多种
不确定性,消除他们对系统性能的影响是控制理论
工作者亟待解决的理论问题.自从Kanellakopoulos
等[1]和Swaroop等[2]提出后推和动态面设计以来,两
种设计方法被广泛运用到非线性系统的控制器设计

中[3-6],相比于后推设计,动态面设计结构更简单,避

免了后推设计中的过参数化问题,简化了控制器的设
计.
未建模动态常存在于实际工业系统中.系统在

建模时产生的建模误差会对系统的稳定性产生负面

影响.文献 [7]利用可测量的动态信号估计未建模动
态,并给出未建模动态指数输入状态实用稳定的定
义.文献 [8]结合动态面控制设计技术处理一类具有
未建模动态和未知高频增益的输出反馈系统.文献
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[9]针对具有输出约束和未建模动态系统的自适应输
出反馈系统,利用障碍李亚普诺夫函数并引入一阶辅
助系统处理动态不确定项.文献 [10]针对一类具有
动态不确定性的随机非线性系统,提出一种分散自适
应模糊输出反馈的控制策略.文献 [11]针对具有未
建模动态和状态时滞系统设计了稳定的自适应控制

器.文献 [12-14]研究了一类具有未建模动态的纯反
馈系统的控制问题.文献 [7-14]阐述了未建模动态对
系统的影响,并通过引入一个动态信号处理未建模动
态对系统的影响,但均未考虑到状态约束对整个系统
的影响.在实际系统的运行过程中,常常需要对系统
进行一定的约束以保证系统的安全性和高效性,如果
违背了约束条件,系统的性能和安全性则会受到严重
影响.因此,在控制器的设计过程中,对约束的考虑十
分必要.文献 [15-17]针对具有状态约束的不同类型
的非线性系统进行了研究,对本文的研究具有很大的
启发作用.

近二十年来,有限时间控制受到了学者们的广泛
关注,并取得了许多重要进展.有限时间控制的关键
特征是系统的状态在有限时间内达到平衡状态,此后
并一直保持在平衡状态.为了解决不连续控制器引
起的颤振现象,文献 [18-19]首次建立了关于有限时
间稳定性的Lyapunov理论和齐次系统理论.在此理
论的基础上,研究了很多关于非线性系统的有限时
间稳定性问题.其中:文献 [20-21]均采用Lyapunov-
Krasovskii泛函讨论了时变时滞系统的有限时间稳
定性,但是未讨论关于涉及全状态约束的严格反馈
系统.文献 [22]给出了非线性系统有限时间控制方
法的研究发展.文献 [23]研究了一类不确定非线性
系统的有限时间指令滤波自适应容错控制,利用补偿
信号并结合动态面控制方法,解决了控制器的“奇异
性”问题和控制器设计的“复杂性爆炸”问题,为解
决有限时间控制问题带来了新的思路.文献 [24]研
究了一类具有输出约束的MIMO非线性系统的定时
控制.文献 [25]利用后推技术结合神经网络等证明
了系统的稳定性,但后推技术造成了计算的复杂性且
存在奇异性问题.文献 [24-25]均采用后推技术,每一
步都需要对虚拟控制律进行反复求导,若系统阶数增
大,则控制器的结构更加复杂,增加计算的复杂性.文
献[26-27]采用了动态面控制,避免了后推设计的“复
杂性”问题.文献 [26]研究了一类MIMO非严格反馈
系统的有限时间的自适应模糊动态面控制,但是仍存
在“奇异性”问题.文献[27]采用动态面的控制方法,
并且提出了一种新的一阶滤波器的形式,但在虚拟控

制器的设计中使用了符号函数,使得虚拟控制律不可
导,可能导致算法失效.文献 [28]对控制增益及虚拟
系数已知的一类严格反馈非线性系统,基于后推设计
提出一种有限时间自适应控制策略.　
本文研究了一类具有全状态约束、未建模动态

和动态不确定性的严格反馈非线性系统有限时间控

制问题,提出一种自适应控制策略.主要贡献如下:
1) 对于具有未建模动态和全状态约束的严格反

馈非线性系统,通过可逆非线性映射将有约束的非线
性系统转化为无约束的纯反馈非线性系统,利用一阶
辅助系统产生动态信号处理未建模动态,设计一阶非
线性滤波器代替传统动态面控制设计中的１阶线性

低通滤波器,并利用Young’s不等式,提出一种新的有
限时间自适应动面控制策略.与文献 [27-28]相比,考
虑了未建模动态和全状态约束对控制系统性能的影

响,无需假设虚拟控制增益函数已知及虚拟控制的导
数有界性[27],对闭环系统给出了严格的稳定性证明.

2) 所设计的虚拟控制连续可导, 从而避免了文
献 [25]设计的虚拟控制导数可能发生奇异性以及神
经网络逼近函数的不连续性情况,同时稳定性分析中
无需假设逼近误差有界.此外,所提出控制方案避免
了文献 [27-28]所设计的虚拟控制包含符号函数,保
证了虚拟控制的可导性.

3)为了实现有限时间控制,在参数自适应调节律
中增加了额外σ-修正项.通过引入输入不确定项消
除了未知控制增益函数给控制器的设计带来的困难,
同时避免了采用积分型李亚普诺夫函数处理未知增

益对控制器设计带来的复杂推导[16].

1 问题᧿述与亴༷知䇶

1.1 基本假设与预备知识

考虑如下一类具有全状态约束和未建模动态的

严格反馈系统:

ξ̇ = q(ξ, x, t);

ẋi = fi(x̄i) + gi(x̄i)xi+1 + di(ξ, x, t),

i = 1, 2, . . . , n− 1;

ẋn = fn(x̄n) + gn(x̄n)u+ dn(ξ, x, t);

y = x1.

(1)

其中: x̄i = [x1, . . . , xi]
T ∈ Ri(i = 1, 2, . . . , n)为系

统的状态向量,所有的状态满足约束条件xi ∈ Ωxi
=

{xi : −kbi1 < xi < kbi2}, kbi1、kbi2为正的设计常数;
ξ ∈ Rn0为未建模动态; y ∈ R为系统的输出;u ∈ R

为系统的输入; fi(x̄i)为未知的光滑非线性函数;
gi(x̄i)为未知控制增益; di(ξ, x, t)为未知不确定扰动
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项.
控制目标是设计一个控制器u使得输出 y能够

跟踪期望轨迹yd,保证所有的状态满足xi ∈ Ωxi
=

{xi : −kbi1 < xi < kbi2},并通过调节设计参数使得
闭环系统的所有信号在有限时间内有界,跟踪误差收
敛到一个小的残差内.
定义1 [7] 对于系统 ξ̇ = q(ξ, x, t),如果存在K∞

类函数 ᾱ1、̄α2和 Lyapunov函数V0(ξ),使得

ᾱ1(∥ξ∥) ⩽ V0(ξ) ⩽ ᾱ2(∥ξ∥), (2)

以及存在两个已知常数c > 0, d ⩾ 0和一个K∞类函

数Λ(·),使得
dV0(ξ)

dξ q(ξ, x, t) ⩽ −cV0(ξ) + Λ(|x1|) + d, (3)

则称未建模动态是指数输入状态实用稳定的

(exponentially input-state-practically stable, exp-ISpS).
假设1 [4,16] 期望轨迹向量xd = [yd, ẏd, ÿd]

T ∈
Ωd是可量测的,其中Ωd = {xd : y2d + ẏ2d + ÿ2d ⩽ B0},
且 |yd| ⩽ B1 < min{kb11 , kb12},B0、B1为已知正常

数.
假设2 [7] 对于未知扰动di(ξ, x, t), i = 1, 2, . . . ,

n,存在未知非负连续函数∆i1(·)、未知非负连续单调
递增函数∆i2(·),使得

|di(ξ, x, t)| ⩽ ∆i1(∥x̄i∥) +∆i2(∥ξ∥), (4)

其中∥ · ∥为欧氏范数.
假设3 [16] 未知控制增益 gn(x̄n)符号已知,且

存在未知正常数gi0(i = 1, 2, . . . , n),满足

0 < gi0 ⩽ |gi(x̄i)|, ∀x̄i ∈ Ri. (5)

不失一般性,假设 gn(x̄n) > 0, ∀x̄n ∈ Rn.
假设4 [7] 对于系统 ξ̇ = q(ξ, x, t),未建模动态 ξ

是指数输入状态实用稳定的.
引理1 [7] V0(ξ)是系统 ξ̇ = q(ξ, x, t)的一个指

数输入状态实用稳定Lyapunov函数,对于任意常数
c̄f ∈ (0, c),任意初始时间 t0 > 0,任意初始状态ξ0 =

ξ(t0), r0 > 0和任意K∞类函数 (̄Λ|x1|) ⩾ Λ(|x1|),存
在有限时间T0 = max{0, ln[V0(ξ0)/r0]/(c− c̄f )} ⩾
0,非负函数 D(t0, t),设计动态信号 r如下:

ṙ = −c̄fr + Λ̄(|x1|) + d. (6)

当 t ⩾ t0 + T0时,D(t0, t) = 0且V0(ξ) ⩽ r(t) +

D(t0, t).不失一般性, Λ̄(|x1|) = Λ(|x1|).
引理2 [22,24] 考虑非线性系统 ẋ = f(x),如果存

在一个光滑正定函数V (x)和常数α > 0, β > 0, q >

1, 0 < p < 1, 0 < C < ∞,满足如下情况:

V̇ (x) ⩽ −αV p(x)− βV q(x) + C, (7)

则非线性系统 ẋ = f(x)实用有限时间稳定.
引理3 [26] 对于任意η1, η2, . . . , ηN ∈ R, 0 < s

⩽ 1,有[ N∑
i=1

|ηi|
]s

⩽
N∑
i=1

|ηi|s ⩽ N1−s
[ N∑

i=1

|ηi|
]s
. (8)

引理4 [29](Young’s不等式) 对于任意 x, y ∈ R,

ε > 0, p > 1, q > 1,且1/p + 1/q = 1,下述不等式成
立:

xy ⩽ εp

p
|x|p + 1

qεq
|y|q. (9)

特例,当p = 2, q = 2, ε = 1时,有xy ⩽ x2/2 + y2/2;
当p = 2, q = 2, ε = 1/

√
2时,有xy ⩽ x2/4 + y2.

1.2 神经网络

定义紧集ΠZi
= {Zi|∥Zi∥ ⩽ MZi

} ⊂ RLi ,其中
MZi

> 0为设计常数.若利用径向基函数神经网络
θ∗i

Tϕi(Zi)在紧集ΠZi
上对未知连续函数Φi(Zi)进行

逼近,则有

Φi(Zi) = θ∗i
Tϕi(Zi) + εi(Zi). (10)

其中:Zi = [s̄T
i+1, zi, yi, r]

T ∈ RLi , Li = i + 4, i =

2, 3, . . . , n− 1, Z1 = [s̄T
2 , z2,

˙̂yd, r]
T, Zn = [s̄T

n , zn, yn,

r]T;基向量ϕi(Zi) = [φi,1(Zi), . . . , φi,li(Zi)]
T ∈ Rli ,

基函数φi,j(Zi)选择为如下高斯函数:

φi,j(Zi) = e
−

(Zi−µij)
T(Zi−µij)

ϕ2
ij , (11)

µij和ϕij分别为高斯函数的中心和宽度, li 为神经网
络的节点数, i = 1, 2, . . . , n, j = 1, 2, . . . , li,理想权向
量θ∗定义为

θ∗i = arg min
θi∈Rli

[ sup
Zi∈ΩZi

|θT
i ϕi(Zi)− Φi(Zi)|]. (12)

1.3 全状态约束

为了处理全状态约束,定义如下非线性映射:

si = ln kbi1 + xi

kbi2 − xi
, i = 1, 2, . . . , n, (13)

其中kbi1 , kbi2 > 0为两个已知的设计常数.因此,式
(13)的逆映射为

xi = kbi2 −
kbi1 + kbi2

esi + 1
, i = 1, 2, . . . , n. (14)

有

ṡi =
esi + e−si + 2

kbi1 + kbi2
ẋi, (15)

原系统(1)可改写为
ξ̇ = q(t, ξ, x),

ṡi = Fi(s̄i+1) + si+1 +Di(t, ξ, s̄n),

ṡn = Fn(s̄n) +Gn(s̄n)u+Dn(t, ξ, s̄n).

(16)

其中

s̄i = [s1, s2, . . . , si]
T, i = 1, 2, . . . , n,
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Ki(si) =
esi + e−si + 2

kbi1 + kbi2
, (17)

Fi(s̄i+1) = Ki(si)[fi(x̄i) + gi(x̄i)xi+1]− si+1, (18)

Fn(s̄n) = Kn(sn)fn(x̄n),

Gn(s̄n) = Kn(sn)gn(x̄n), (19)

Di(t, ξ, s̄n) = Ki(si)di(ξ, x, t), i = 1, 2, . . . , n. (20)

注1 根据式(20)和假设2,可知

|Di(t, ξ, s̄n)| ⩽ Ki(si)[∆i1(∥x̄i∥) +∆i2(∥ξ∥)]. (21)

2 控制器设计

为了设计自适应控制器,进行如下坐标变换:z1 = s1 − ŷd,

zi = si − ωi, i = 2, 3, . . . , n.
(22)

其中: ŷd = ln kb11 + yd
kb12 − yd

, ωi为以ℏi−1为输入的一阶滤

波器的输出, i = 2, 3, . . . , n.
为了便于设计,定义一些符号如下:

sig(·)ϑ = | · |ϑsgn(·);

λi = ∥θ∗i ∥2, λ̃i = λ̂i − λi, 1 ⩽ i ⩽ n;

Ωyj
= {yj ∈ R| |yj | < 1};

Ω0
yj

= {yj ∈ R| |yj | ⩾ 1}, 2 ⩽ j ⩽ n;

z̄i = [z1, z2, . . . , zi]
T, ȳj = [y2, y3, . . . , yj ]

T;

¯̂
λi = [λ̂1, λ̂2, . . . , λ̂i]

T, 1 ⩽ i ⩽ n, 2 ⩽ j ⩽ n.

其中: λ̂i为λi在时间t上的估计, yj = ωj − ℏj−1.
step 1:定义第1个动态面z1 = s1 − ŷd, z1关于时

间 t的导数为

ż1 = F1(s̄2) + y2 + z2 + ℏ1 − ˙̂yd +D1(t, ξ, s̄n).

(23)

取李雅普诺夫函数 V1 = z21/2 + λ̃2
1/2,对 V1关于t求

导,得

V̇1 = z1[F1(s̄2) + y2 + z2 + ℏ1 − ˙̂yd+

D1(t, ξ, s̄n)] + λ̃1
˙̂
λ1. (24)

由定义1、假设2、引理3和引理4,可得

z1D1(t, ξ, s̄n) ⩽

z1K1(s1)[∆11(|x1|) +∆12(∥ξ∥)] ⩽

z21K
2
1 (s1)[∆11(|x1|) +∆12 ◦ ᾱ1(r +D0)]

2 +
1

4
,

(25)

z1z2 ⩽ 1

4
z21 + z22 , (26)

z1y2 ⩽ 1

4
z21 + y22 . (27)

式(24)可化为

V̇1 ⩽

z1[F1(s̄2) + ℏ1 − ˙̂yd + z1K
2
1 (s1)[∆11(|x1|)+

∆12 ◦ ᾱ1(r +D0)]
2] + λ̃1

˙̂
λ1 +

1

4
+

1

2
z21 + y22 + z22 . (28)

令

Φ1(Z1) =

F1(s̄2) + κ1|z1|
1
2 + κ1z

3
1 − ˙̂yd + z1K

2
1 (s1)×

[∆11(|x1|) +∆12 ◦ ᾱ1(r +D0)]
2 − κ1z1,

其中Z1 = [z1, s̄
T
2 ,

˙̂yd, r]
T, κ1 > 0是一个设计常数.根

据式(28)得

V̇1 ⩽

z1[θ
∗
1

Tϕ1(Z1) + ℏ1 − κ1|z1|
1
2 − κ1z

3
1 + κ1z1]+

z1ε1 + λ̃1
˙̂
λ1 +

1

4
+

1

2
z21 + y22 + z22 . (29)

由Young’s不等式得

z1θ
∗
1

Tϕ1(Z1) ⩽
∥ϕ1(Z1)∥2z21λ1

2a21
+

a21
2
, (30)

其中a1 > 0为一个设计常数.于是,式(29)可转化为

V̇1 ⩽

z1

[∥ϕ1(Z1)∥2z1λ1

2a21
+ ℏ1 − κ1|z1|

1
2 − κ1z1

3 + κ1z1

]
+

λ̃1
˙̂
λ1 +

1

4
+

1

2
z21 + y22 + z22 +

a21
2

+ z1ε1. (31)

设计虚拟控制器

ℏ1 = −(κ1 + 1)z1 −
∥ϕ1(Z1)∥2z1λ̂1

2a21
. (32)

设计自适应律

˙̂
λ1 =

∥ϕ1(Z1)∥2z21
2a21

− σ11λ̂1 − σ12λ̂
3
1, (33)

其中σ11 > 0, σ12 > 0为设计常数.将式(32)和(33)代
入(31),得到

V̇1 ⩽

− κ1|z1|
3
2 − κ1z1

4 + y22 + z22 − σ11λ̃1λ̂1−

σ12λ̃1λ̂
3
1 +

a21
2

+
1

4
− 1

2
z21 + z1ε1. (34)

存在一个非负连续函数 δ1(z̄2, λ̂1, yd, ẏd, y2, r),使得

|ε1(Z1)| ⩽ δ1(z̄2, λ̂1, yd, ẏd, y2, r).

且有

z1ε1 ⩽ 1

2
z21 +

1

2
δ21 , (35)

− σ12λ̃1λ̂
3
1 ⩽ −σ12

(1
2
λ̃2
1

)2

+
61σ12

3
λ4
1, (36)
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− σ11λ̃1λ̂1 ⩽ −γ1(λ̃
2
1)

3
4 +

γ4
1

σ3
11

+
σ11

2
λ2
1, (37)

其中γ1 > 0为一个设计常数.将式 (35)∼ (37)代入
(34),得到

V̇1 ⩽

− κ1|z1|
3
2 − κ1z

4
1 + y22 + z22 − γ1(λ̃

2
1)

3
4+

σ11

2
λ2
1 +

γ4
1

σ3
11

− σ12

(1
2
λ̃2
1

)2

+

61σ12

3
λ4
1 +

a21
2

+
1

2
δ21 +

1

4
. (38)

对于i = 2,设计一阶滤波器

τiω̇i = sig(ℏi−1 − ωi)
1
2 + sig(ℏi−1 − ωi)

3,

− ω̇i =
1

τi
|yi|

1
2 sgn(yi) +

1

τi
|yi|3sgn(yi) ⩽

1

τ2
i

|yi|+
1

τ2
i

y6i +
1

2
, (39)

其中τi > 0为一个设计常数.
step i (2 ⩽ i ⩽ n − 1):定义第 i个动态面为zi =

si − ωi. zi关于时间 t的导数为

żi = Fi(s̄i+1) + yi+1 + zi+1+

ℏi − ω̇i +Di(t, ξ, s̄n). (40)

取李雅普诺夫函数

Vi = Vi−1 +
1

2
z2i +

1

2
λ̃2
i +

1

2
y2i .

将Vi对 t求导,得到

V̇i = V̇i−1 + zi[Fi(s̄i+1) + yi+1 + zi+1 + ℏi−

ω̇i +Di(t, ξ, s̄n)] + λ̃i
˙̂
λi + yiẏi. (41)

将式(39)代入(41),得到

V̇i ⩽

V̇i−1 + zi

[
Fi(s̄i+1) + yi+1 + zi+1 + ℏi+

1

τ2
i

|yi|+
1

τ2
i

y6i +
1

2
+Di(t, ξ, s̄n)

]
+ λ̃i

˙̂
λi + yiẏi.

(42)

由定义1、假设2、引理1和引理4,可得

ziDi(t, ξ, s̄n) ⩽

ziKi(si)[∆i1(∥x̄i∥) +∆i2(∥ξ∥)] ⩽

z2iK
2
i (si)[∆i1(∥x̄i∥)+∆i2 ◦ ᾱ1(r+D0)]

2+
1

4
, (43)

zizi+1 ⩽ 1

4
z2i + z2i+1, (44)

ziyi+1 ⩽ 1

4
z2i + y2i+1. (45)

式(42)可转化为

V̇i ⩽

i−1∑
j=1

[
− κj |zj |

3
2 − κjz

4
j − γj(λ̃

2
j)

3
4 − σj2

(1
2
λ̃2
j

)2]
+

i−1∑
j=1

[1
2
δ2j +

1

2
a2j +

σj1

2
λ2
j +

γ4
j

σ3
j1

+
61σj2

3
λ4
j

]
+

i−1∑
j=2

[
−
( 1

τj
− 2

)
(y2j )

3
4 −

( 1

τj
− 2

)
(y2j )

2
+

1

4
η2j

]
+

zi

(
Fi(s̄i+1) + ℏi +

1

τ2
i

|yi|+
1

τ2
i

y6i +
1

2
+

ziK
2
i (si)[∆i1(∥x̄i∥) +∆i2 ◦ ᾱ1(r +D0)]

2
)
+

3

2
z2i + y2i +

i

4
+ λ̃i

˙̂
λi + yiẏi + z2i+1 + y2i+1, (46)

其中κj , σj1, σj2, γj > 0为设计常数.令

Φi(Zi) = Fi(s̄i+1) +
1

τ2
i

|yi|+
1

τ2
i

y6i +
1

2
+

κi|zi|
1
2 + κiz

3
i + ziK

2
i (si)[∆i1(∥x̄i∥)+

∆i2 ◦ ᾱ1(r +D0)]
2 − κizi,

其中:Zi = [s̄T
i+1, zi, yi, r]

T, κi > 0为一个设计常数.
且有

V̇i ⩽

−
i−1∑
j=1

(
κj |zj |

3
2 + κjz

4
j + γj(λ̃

2
j)

3
4 + σj2

(1
2
λ̃2
j

)2)
+

i−1∑
j=1

(1
2
δ2j +

1

2
a2j +

σj1

2
λ2
j +

γ4
j

σ3
j1

+
61σj2

3
λ4
j

)
+

i−1∑
j=2

(
−
( 1

τj
− 2

)
(y2j )

3
4 −

( 1

τj
− 2

)
(y2j )

2
+

1

4
η2j

)
+

3

2
z2i + y2i +

i

4
+

zi(θ
∗
i

Tϕi(Zi) + εi + ℏi − ki|zi|
1
2 − kizi

3 + κizi)+

λ̃i
˙̂
λi + yiẏi + z2i+1 + y2i+1. (47)

由引理4得

ziθ
∗
i

Tϕi(Zi) ⩽
∥ϕi(Zi)∥2z2i λi

2a2i
+

a2i
2
, (48)

其中ai>0为一个设计常数.将式(48)代入(47),得到

V̇i ⩽
i−1∑
j=1

[
− κj |zj |

3
2 − κjz

4
j − γj(λ̃

2
j)

3
4 − σj2

(1
2
λ̃2
j

)2]
+

i−1∑
j=1

(1
2
δ2j +

1

2
a2j +

σj1

2
λ2
j +

γ4
j

σ3
j1

+
61σj2

3
λ4
j

)
+

i−1∑
j=2

(
−
( 1

τj
− 2

)
(y2j )

3
4 −

( 1

τj
− 2

)
(y2j )

2
+

1

4
η2j

)
+

i

4
+

3

2
z2i + y2i + y2i+1 +

a2i
2
+
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zi

[∥ϕi(Zi)∥2ziλi

2a2i
+ ℏi − κi|zi|

1
2 − κizi

3 + κizi

]
+

λ̃i
˙̂
λi + yiẏi + z2i+1 + ziεi. (49)

设计虚拟控制律

ℏi = −(κi + 2)zi −
∥ϕi(Zi)∥2ziλ̂i

2a2i
. (50)

设计自适应律

˙̂
λi =

∥ϕi(Zi)∥2z2i
2a2i

− σi1λ̂i − σi2λ̂
3
i , (51)

其中σi1 > 0, σi2 > 0为两个设计常数.将式 (50)和
(51)代入(49),得到

V̇i ⩽
i∑

j=1

[
− κj |zj |

3
2 − κjz

4
j − γj(λ̃

2
j)

3
4 − σj2

(1
2
λ̃2
j

)2]
+

i∑
j=1

(1
2
a2j +

σj1

2
λ2
j +

γ4
j

σ3
j1

+
61σj2

3
λ4
j

)
+

i

4
+

i−1∑
j=2

(
−

( 1

τj
− 2

)
(y2j )

3
4 −

( 1

τj
− 2

)
(y2j )

2
+

1

4
η2j

)
+

y2i + yiẏi + z2i+1 + y2i+1 −
1

2
z2i + ziεi +

i−1∑
j=1

1

2
δ2j .

(52)

存在一个非负连续函数 δi(z̄i+1, ȳi+1,
¯̂
λi, yd, ẏd, r),使

得 |εi(Zi)| ⩽ δi(z̄i+1, ȳi+1,
¯̂
λi, yd, ẏd, r).且有

ziεi ⩽
1

2
z2i +

1

2
δ2i . (53)

将式(53)代入(52),得到

V̇i ⩽
i∑

j=1

(
− κj |zj |

3
2 − κjz

4
j − γj(λ̃

2
j)

3
4 − σj2

(1
2
λ̃2
j

)2)
+

i∑
j=1

(1
2
δ2j +

1

2
a2j +

σj1

2
λ2
j +

γ4
j

σ3
j1

+
61σj2

3
λ4
j

)
+

i

4
+

i−1∑
j=2

(
−

( 1

τj
− 2

)
(y2j )

3
4 −

( 1

τj
− 2

)
(y2j )

2
+

1

4
η2j

)
+

y2i + yiẏi + z2i+1 + y2i+1. (54)

引入一阶滤波器

ω̇i =
1

τi
sig(ωi − ℏi−1)

1
2 +

1

τi
sig(ωi − ℏi−1)

3 =

− 1

τi
sig(yi)

1
2 − 1

τi
sig(yi)3. (55)

其中: ℏi−1和ωi分别为一阶滤波器的输入和输出, τi
为正的设计常数.存在一个非负连续函数 ηi(s̄i+1,

z̄i, ȳi,
¯̂
λi, yd, ẏd, ÿd, r),使得

| − ℏ̇i−1| ⩽ ηi(s̄i+1, z̄i, ȳi,
¯̂
λi, yd, ẏd, ÿd, r), (56)

yiẏi = yi(ω̇i − ℏ̇i−1) =

− 1

τi
y

3
2

i − 1

τi
y4i − yiℏ̇i−1 ⩽

− 1

τi
|yi|

3
2 − 1

τi
y4i + y2i +

1

4
η2i . (57)

将式(57)代入(54),得到

V̇i ⩽
i∑

j=1

(
− κj |zj |

3
2 − κjz

4
j − γj(λ̃

2
j)

3
4 − σj2

(1
2
λ̃2
j

)2)
+

i∑
j=1

(1
2
δ2j +

1

2
a2j +

σj1

2
λ2
j +

γ4
j

σ3
j1

+
61σj2

3
λ4
j

)
+

i

4
+

i−1∑
j=2

(
−

( 1

τj
− 2

)
|yj |

3
2 −

( 1

τj
− 2

)
y4j +

1

4
η2j

)
+

z2i+1 + y2i+1 + 2y2i −
1

τi
|yi|

3
2 − 1

τj
y4i +

1

4
η2i . (58)

1) yi ∈ Ω0
yi
, 2y2i ⩽ 2(y2i )

2 + 2(y2i )
3
4 ,由式(58)得

V̇i ⩽
i∑

j=1

[
− κj |zj |

3
2 − κjz

4
j − γj(λ̃

2
j)

3
4 − σj2

(1
2
λ̃2
j

)2]
+

i∑
j=1

[1
2
δ2j +

1

2
a2j +

σj1

2
λ2
j +

γ4
j

σ3
j1

+
61σj2

3
λ4
j

]
+

i

4
+ z2i+1 + y2i+1+

i∑
j=2

(
−
( 1

τj
− 2

)
|yj |

3
2 −

( 1

τj
− 2

)
y4j +

1

4
η2j

)
. (59)

2) yi ∈ Ωyi
, 2y2i ⩽ 2(y2i )

3
4 + 2(y2i )

2,由式(58)得

V̇i ⩽
i∑

j=1

[
− κj |zj |

3
2 − κjzj

4 − γj(λ̃
2
j)

3
4 − σj2

(1
2
λ̃2
j

)2]
+

i∑
j=1

(1
2
δ2j +

1

2
a2j +

σj1

2
λ2
j +

γ4
j

σ3
j1

+
61σj2

3
λj

4
)
+

i

4
+ z2i+1 + y2i+1+

i∑
j=2

(
−
( 1

τj
− 2

)
|yj |

3
2 −

( 1

τj
− 2

)
y4j +

1

4
η2j

)
. (60)

综合上述两种情况,可知

V̇i ⩽
i∑

j=1

[
− κj |zj |

3
2 − κjz

4
j − γj(λ̃

2
j)

3
4 − σj2

(1
2
λ̃2
j

)2]
+

i∑
j=1

(1
2
δ2j +

1

2
a2j +

σj1

2
λ2
j +

γ4
j

σ3
j1

+
61σj2

3
λ4
j

)
+

i

4
+ z2i+1 + y2i+1+



114 控 制 与 决 策 第37卷

i∑
j=2

(
−

( 1

τj
− 2

)
|yj |

3
2 −

( 1

τj
− 2

)
y4j +

1

4
η2j

)
. (61)

设计一阶滤波器

τnω̇n = sig(ℏn−1 − ωn)
1
2 + sig(ℏn−1 − ωn)

3,

− ω̇n =
1

τn
|yn|

1
2 sgn(yn) +

1

τn
|yn|3sgn(yn) ⩽

1

τ2
n

|yn|+
1

τ2
n

y6n +
1

2
, (62)

其中τn为一个正的设计常数.
stepn:定义第n个动态面为zn = sn − ωn. zn 关

于时间t的导数为

żn = Fn(s̄n) + (Gn(s̄n)− 1)u+ u− ω̇n+

Dn(t, ξ, s̄n). (63)

令

∆(u) = (Gn(s̄n)− 1)u. (64)

取李雅普诺夫函数

Vn = Vn−1 +
1

2
z2n +

1

2
λ̃2
n +

1

2
y2n,

对Vn关于t求导,得

V̇n = V̇n−1 + zn[Fn(s̄n) +∆(u) + u−

ω̇n +Dn(t, ξ, s̄n)] + λ̃n
˙̂
λn + ynẏn. (65)

将式(62)代入(65),得到

V̇n ⩽

V̇n−1 + zn

[
Fn(s̄n) +∆(u) + u+

1

τ2
n

|yn|+

1

τ2
n

y6n +
1

2
+Dn(t, ξ, s̄n)

]
+ λ̃n

˙̂
λn + ynẏn. (66)

由定义1、假设2、引理1和引理4,可得

znDn(t, ξ, s̄n) ⩽

znKn(sn)[∆n1(∥x̄n∥) +∆n2(∥ξ∥)] ⩽

z2nK
2
n(sn)[∆n1(∥x̄n∥) +∆n2 ◦ ᾱ1(r +D0)]

2 +
1

4
,

(67)

zn∆(u) ⩽ 1

2
z2n +

1

2
∥∆(u)∥2. (68)

式(66)可转化为

V̇n ⩽

V̇n−1 + zn

[
Fn(s̄n) + u+

1

τ2
n

|yn|+
1

τ2
n

y6n+

znK
2
n(sn)[∆n1(∥x̄n∥) +∆n2 ◦ ᾱ1(r +D0)]

2
]
+

λ̃n
˙̂
λn + ynẏn +

1

2
z2n +

1

2
∥∆(u)∥2 + 3

4
. (69)

令

Φn(Zn) =

Fn(s̄n) +
1

τ2
n

|yn|+
1

τ2
n

y6n +
1

2
+

κn|zn|
1
2 + κnzn

3 + znK
2
n(sn)[∆n1(∥x̄n∥)+

∆n2 ◦ ᾱ1(r +D0)]
2 − κnzn.

其中:Zn = [s̄T
n , zn, yn, r]

T, κn > 0为一个设计常数.
因此有

V̇n ⩽
n−1∑
j=1

[
− κj |zj |

3
2 − kjz

4
j − γj(λ̃

2
j)

3
4 − σj2

(1
2
λ̃2
j

)2]
+

n−1∑
j=1

(1
2
δ2j +

1

2
a2j +

σj1

2
λ2
j +

γ4
j

σ3
j1

+
61σj2

3
λ4
j

)
+

z2n + y2n +

n−1∑
j=2

(
−

( 1

τj
− 2

)
|yj |

3
2−

( 1

τj
− 2

)
y4j +

1

4
η2j

)
+ zn(θ

∗
n

Tϕn(Zn) + εn+

u− kn|zn|
1
2 − κnzn

3 + κnzn) + λ̃n
˙̂
λn+

ynẏn +
n

4
+

1

2
z2n +

1

2
∥∆(u)∥2. (70)

由Young’s不等式,得

znθ
∗
n

Tϕn(Zn) ⩽
∥ϕn(Zn)∥2z2nλn

2a2n
+

a2n
2
, (71)

其中an > 0为一个设计常数.
设计控制律

u = −(κn + 2)zn − ∥ϕn(Zn)∥2znλ̂n

2a2n
, (72)

设计自适应律

˙̂
λn =

∥ϕn(Zn)∥2z2n
2a2n

− σn1λ̂n − σn2λ̂
3
n, (73)

其中σn1 > 0, σn2 > 0为两个设计常数.将式 (71)、
(72)和(73)代入(70),得到

V̇n ⩽
n∑

j=1

(
− κj |zj |

3
2 − κjz

4
j − γj(λ̃

2
j)

3
4 − σj2

(1
2
λ̃2
j

)2)
+

n∑
j=1

(1
2
a2j +

σj1

2
λ2
j +

γ4
j

σ3
j1

+
61σj2

3
λ4
j

)
+ y2n+

n−1∑
j=2

(
−
( 1

τj
− 2

)
|yj |

3
2 −

( 1

τj
− 2

)
y4j +

1

4
η2j

)
+

ynẏn +
n

4
+

n−1∑
j=1

1

2
δ2j −

1

2
z2n + znεn +

1

2
∥∆(u)∥2.

(74)

存在一个非负连续函数δn(z̄n, ȳn,
¯̂
λn, yd, ẏd, r),使得

|εn(Zn)| ⩽ δn(z̄n, ȳn,
¯̂
λn, yd, ẏd, r).
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且有

znεn ⩽ 1

2
z2n +

1

2
δ2n. (75)

将式(75)代入(74),得到

V̇n ⩽
n∑

j=1

[
− κj |zj |

3
2 − κjz

4
j − γj(λ̃

2
j)

3
4 − σj2

(1
2
λ̃2
j

)2]
+

n∑
j=1

(1
2
δ2j +

1

2
a2j +

σj1

2
λ2
j +

γ4
j

σ3
j1

+
61σj2

3
λ4
j +

j

4

)
+

y2n −
n−1∑
j=2

[( 1

τj
− 2

)
|yj |

3
2 +

( 1

τj
− 2

)
y4j −

1

4
η2j

]
+

ynẏn +
1

2
∥∆(u)∥2. (76)

设计一阶滤波器

ω̇n = − 1

τn
|yn|

1
2 sgn(yn)−

1

τn
|yn|3sgn(yn). (77)

其中: yn = ωn − ℏn−1, τn为正的设计常数.存在一个
非负连续函数ηn(s̄n, z̄n, ȳn,

¯̂
λn, yd, ẏd, ÿd, r),使得

| − ℏ̇n−1| ⩽ ηn(s̄n, z̄n, ȳn,
¯̂
λn, yd, ẏd, ÿd, r), (78)

ynẏn ⩽ − 1

τn
|yn|

3
2 − 1

τn
y4n + y2n +

1

4
η2n. (79)

将式(79)代入(76),得到

V̇n ⩽

−
n∑

j=1

[
κj |zj |

3
2 + κjz

4
j + γj(λ̃

2
j)

3
4 + σj2

(1
2
λ̃2
j

)2]
+

n∑
j=1

[1
2
δ2j +

1

2
a2j +

σj1

2
λ2
j +

γ4
j

σ3
j1

+
61σj2

3
λ4
j

]
+

2y2n +
1

2
∥∆(u)∥2−

n−1∑
j=2

[( 1

τj
− 2

)
|yj |

3
2 +

( 1

τj
− 2

)
y4j −

1

4
η2j

]
−

1

τn
|yn|

3
2 − 1

τn
y4n +

1

4
η2n +

n

4
. (80)

类似于式 (59)和 (60)的讨论,得到 2y2n ⩽ 2(y2n)
3
4 +

2(y2n)
2.进一步根据式(80),得　

V̇n ⩽

−
n∑

j=1

[
κj |zj |

3
2 + κjz

4
j + γj(λ̃

2
j)

3
4 + σj2

(1
2
λ̃2
j

)2]
+

n∑
j=1

[1
4
δ2j +

1

2
a2j +

σj1

2
λ2
j +

γ4
j

σ3
j1

+
61σj2

3
λ4
j +

j

4

]
+

n∑
j=2

[
−

( 1

τj
− 2

)
|yj |

3
2 −

( 1

τj
− 2

)
y4j +

1

4
η2j

]
+

∥∆(u)∥2/2. (81)

3 稳定性分析

定义如下紧集:

Ω = {[z̄T
n , ȳ

T
n ,

¯̂
λT
n , r]

T : Vn ⩽ P}, (82)

其中P > 0为任意正常数.非负连续函数ηi(·)在紧
集Ω × Ωd上存在最大值Mi,非负连续函数δi(·)在紧
集Ω ×Ωd上存在最大值Ni.
定理1 考虑由系统 (1)、控制律 (72)、虚拟控

制律 (32)、(50)和自适应律 (33)、(51)、(73)组成的闭
环系统,若假设1∼假设4成立,则对于任意初始条件
Vn(0) ⩽ P ,选取适当的正常数σi2、τi、ki、γi,整个闭
环系统中的所有信号有界,且系统状态满足约束条件
xi ∈ Ωxi

.设计常数σi2、τi、ki和 γi满足

κi > 0, γi > 0, σi2 > 0, i = 1, 2, . . . , n;
1

τj
> 2, j = 2, 3, . . . , n;

α = 2
3
4 min

{
κi,

1

τj
− 2, γi

}
;

β = min
{4κi

3n
,
σi2

3n
,

4

3(n− 1)

( 1

τj
− 2

)}
.

(83)

证明 若 Vn ⩽ P ,则 z̄n、
¯̂
λn、ȳn, r 有界.因为

s1 = z1 + ŷd, si = zi + yi + ℏi−1,所以 ℏi、si有界,进
一步可知xi ∈ Ωxi

.因为 s̄n、zn、̂λn、yn、r有界,由
式 (72)可知控制律u有界.根据式 (64),假设3和控制
律u有界,可以得到∆(u) 有界,则存在一个正的常数
c满足 ∥∆(u)∥ ⩽ c.
定义如下Lyapunov函数:

Vn =

n∑
j=1

1

2
z2j +

n∑
j=1

1

2
λ̃2
j +

n∑
j=2

1

2
y2j . (84)

Vn关于时间 t的导数为

V̇n ⩽

−
n∑

j=1

κj(z
2
j )

3
4 −

n∑
j=2

( 1

τj
− 2

)
(y2j )

3
4−

n∑
j=1

γj(λ̃
2
j)

3
4 −

n∑
j=1

κj(z
2
j )

2−

n∑
j=2

( 1

τj
− 2

)
(y2j )

2 −
n∑

j=1

σj2

(1
2
λ̃2
j

)2

+ C̄, (85)

其中

C̄ =

n∑
j=1

[1
2
N2

j +
1

2
a2j +

σj1

2
λ2
j +

2

σj1
3
+

61σj2

3
λ4
j

]
+

n∑
j=2

1

4
M2

j +
n

4
+

1

2
c2.

于是式(85)可简化为

V̇n ⩽ −αV
3
4
n − βV 2

n + C̄. (86)
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其中

α =

2
3
4 min

{
κ1, . . . , κn,

1

τ2
− 2, . . . ,

1

τn
− 2, γ1, . . . , γn

}
,

β = min
{4κ1

3n
, . . . ,

4κn

3n
,
σ12

3n
, . . . ,

σn2

3n
,

4

3(n− 1)

( 1

τ2
− 2

)
, . . . ,

4

3(n− 1)

( 1

τn
− 2

)}
.

进而有

V̇n ⩽ −αV
3
4
n − βV 2

n + C̄ ⩽ −αV
3
4
n + C̄. (87)

∀0 < ν ⩽ 1,将式(87)改写为

V̇n ⩽ −ανV
3
4
n − (1− ν)αV

3
4
n + C̄. (88)

考虑两个集合

Ω̄x =
{
x(t)|V

3
4
n ⩽ C̄

(1− ν)α

}
,

Ωx =
{
x(t)|V

3
4
n >

C̄

(1− ν)α

}
,

讨论如下两种情况.
情况1 当x(t) ∈ Ωx时,将式(88)改写为

V̇n ⩽ −ανV
3
4
n . (89)

对式(89)在 [0, T ]上积分,有
w T

0

V̇n

V
3
4
n

dt ⩽
w T

0
−ανdt. (90)

由式(90)得到

T ⩽ Tmax =
4

αν

[
V

1
4
n (0)−

( C̄

(1− ν)α

) 1
3
]
,

这里Vn(0)是Vn(x)的初值.所以 ∀t ⩾ Tmax, x(t) ∈
Ω̄x.
情况2 当x(t) ∈ Ω̄x时,由情况1可知,x(t)的轨

迹不会超出集合Ω̄x.
综上两种情况可得,Vn 在有限时间内有界.进一

步,由式(84)可知

|z1| ⩽

√
2
( C̄

(1− ν)α

) 4
3

. (91)

定理1得证. 2
4 仿真算例

为了验证所提出控制方案的有效性,对下述数值
算例进行仿真和比较.
考虑一个具有全状态约束和未建模动态的严格

反馈系统

ξ̇ = −ξ + 0.5x2
1 sin(x1t),

ẋ1 = x1e−0.5x1 + (1 + x2
1)x2 + 0.2ξx1 sin(x2t),

ẋ2 = x1x
2
2 + (3− cos(x1x2))u+ 0.1ξ cos(0.5x2t),

y = x1.

选取期望信号yd = 0.5 sin(0.5t).设计动态信号 ṙ =

−r + 1.5x4
1 + 0.8.选取初值:x1(0) = 0.2, x2(0) =

0.1, λ̂1(0) = 2, λ̂2(0) = 0.5, ω2(0) = 0.1, r(0) =

0.1, ξ(0) = 0.1.选取设计常数: kb11 = 2, kb12 = 2,

kb21 = 2, kb22 = 2.5, l1 = l2 = 9.
例1 本文设计参数选取如下:κ1 = 16, κ2 =

12, a1 = a2 = 1, σ11 = 0.01, σ12 = 4, σ21 = 0.01,

σ22 = 4, τ2 = 0.01, γ1 = γ2 = 50.仿真结果如图1∼
图6所示.
例2 文献 [16]设计参数选取如下:κ1 = 10, κ2

= 15, a1 = a2 = 1, σ1 = σ2 = 0.01, γ1 = γ2 =

50, τ2 = 0.01.仿真结果如图1∼图6所示.

0 10 20 30

-2

0

2

t / s

(a) 1"#

-kb11

y for 1!

ydkb12

y for 2!

y
y

k
k

,
,

,
d

b
b

-
1

1
1

2

0 0.2 0.3 0.4
0

0.1

0.2

t / s

y for 1!

yd

y for 2!

y
y

,
d

0.1 0.5

(b) 2"#

40

图 1 输出y和期望信号yd

-0.50

t / s

0

0.25

-0.25

0.50

0 10 20 30 40

y
y

-
d

y y- d for 2!

y y- d for 1!

图 2 跟踪误差 y − yd

-40

t / s

0

-30

10

0 10 20 30 40

u

u for 2!

u for 1!

-20

-10

图 3 控制信号u



第1期 张天平等: 具有全状态约束和未建模动态的严格反馈系统有限时间自适应动态面控制 117

0

t / s

0.5

2.0

0 10 20 30 40

1.5

1.0

λ1 for 1!
̭

λ
1
,

̭
λ

2̭
λ2 for 1!
̭

λ1 for 2!
̭

λ2 for 2!
̭

图 4 自适应调节参数 λ̂1、̂λ2

-2

t / s

-1

3

0 10 20 30 40

2

0

1

-k
b21

x2 for 1!

k
b22

x2 for 2!

x
k

k
2

2
1

2
2

,
,

-
b

b

图 5 状态x2和约束−kb21、kb22

-2.0

x
1

1.0

0

x
2

-1.5 -0.5 0.5 1.5

-1.0

图 6 x1、x2的相平面轨迹

由图1、图2、图5和图6可知,输出信号 y 可以很

好地跟踪期望轨迹,且所有的状态满足约束条件.例
1的跟踪性能优于例2,并且具有较快的收敛速度.图
3和图4表明控制信号u和自适应调节参数 λ̂1、̂λ2有

界.

5 结 论

本文针对一类具有全状态约束、未建模动态和

动态不确定性的严格反馈非线性系统,提出了一种新
的自适应动态面控制方案.通过引入一一映射将有
约束的非线性系统转化为无约束的非线性系统,结合
改进的动态面控制技术、Young’s不等式和神经网络,
设计出一种结构简单的控制器,既可以避免后推设计
中的“复杂性爆炸”问题,又可以解决现有有限时间
控制中的奇异性问题.与已有的线性滤波器相比,该
滤波器对滤波器参数的要求降低,系统收敛时间缩
短.理论分析表明,闭环系统中的所有信号在有限时
间内有界,且系统的状态满足约束条件.仿真结果验
证了所提出控制方案的有效性.
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