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基于多胞体双重滤波的系统状态估计方法
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摘 要: 针对未知但有界噪声离散时间状态空间系统,提出一种基于多胞体双重滤波的系统状态估计方法.首先,
采用有界误差方法对测量噪声和状态预测过程进行分析,利用正多胞体预测状态集包裹后离散成初始约束条件;
然后,根据更新最小边,全对称多胞体经过正多胞体紧致包裹后离散成约束条件,与测量方程约束条件组成3重约
束;最后,通过求解线性规划问题得到全部状态的上下界, 并获得包裹状态可行集的最紧致正多胞体.仿真示例验
证了该方法估计离散状态空间系统状态的有效性和准确性.
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Orthotopic double filtering based state estimation algorithm
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Abstract: For the unknown but bounded noise discrete-time state space system, a state estimation method based on
orthotope filtering is proposed. The bounded error method is first used to analyze the measurement noise and state
prediction process, and the prediction state set uses orthotope after being wrapped, which is dispersed into constraints.
Then due to the updated minimum edge, the zonotope is tightly wrapped by the orthotope before being dispersed into
constraints, which forms a triple constraint with the measurement equation constraints. The upper and lower bounds of all
states are obtained by solving linear programming problems. The bounds of this method are the most compact orthotope
of the feasible set of wrapped states. Simulation examples illustrate the effectiveness and accuracy of the proposed method
for estimating the state of discrete state space systems.
Keywords: state estimation；unknown but bounded；orthotope；zonotope；filtering

0 引 言

系统状态估计一直以来都是控制领域研究的热

门话题[1-2].状态估计的目的是从观测数据中提取有
用的数据进行状态估计,但是在实际系统中观测数据
往往受到噪声的影响.同时,随着科技的进步,系统运
行环境越来越复杂,噪声的不可测性大大增加,因此
必须减小噪声对状态估计的影响.
系统受到噪声先验知识的不同决定了控制理

论和方法的不同.根据噪声假设,系统的状态估计
方法大致可以分为两种:一种是假设噪声满足某种

概率分布且已知或至少部分已知[3-4],例如卡尔曼滤
波[5-6];另一种是集员估计方法,仅仅假设扰动或噪声
未知但有界[7].在许多情况下,由于观测数据不足,难
以确定统计特征的准确性.一些噪声本质上是非随
机的,并且该噪声难以通过统计方法描述.集员状态
估计方法仅要求系统的噪声和扰动有界,上下边界是
已知的[8-9],并且不需要知道诸如噪声分布或均值和
方差等统计属性.在表示状态估计区域时,可以采用
标准的几何体,例如椭球[10]、区间[11-12]、全对称多胞

体[13-14]、正多胞体[15-16],以及约束全对称多胞体[17],
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也可以采用多面体表示状态估计区域[18].
在全对称多胞体的研究领域,文献 [19]给出了其

定义和计算方法.文献 [20]通过逐步构建线性离散
时间系统的全对称多胞体,提出了一种全对称多胞
体滤波方法,对系统未知状态具有很好的包裹效果;
在此基础上,文献 [21]提出了基于全对称多胞体的非
线性离散时间系统和非线性连续时间系统滤波算法;
考虑时变系统状态或参数情况下,因为系统状态或
参数变化精确且全对称多胞体的近似包裹性,基于
文献 [19]研究的全对称多胞体的优异性能,文献 [22]
提出了时变参数离散时间系统的全对称多胞体集员

估计算法;在考虑描述系统噪声和参数变化范围有
界的情况下,文献 [13]提出了一种改进全对称多胞体
的时变参数离散时间系统和非线性离散时间状态空

间系统的状态估计方法.除此之外,还可以采用P半

径[23]、F范数[24]等多种指标更新得到最小全对称多

胞体.
虽然全对称多胞体的研究成果颇丰,但是由于其

结构的特殊性,在时变参数系统或状态空间系统中应
用全对称多胞体方法时,其形状生成矩阵维数不断增
加,这将使得算法计算复杂度增加.考虑到正多胞体
的形状规则,其各边大都平行或垂直坐标轴,计算简
便,因此近年来针对正多胞体在滤波领域的研究得到
迅速发展.用正多胞体外包裹全对称多胞体时,其每
个坐标轴上状态最大最小值相同,正多胞体的这些优
点也为状态估计领域的研究提供了新的视角.
本文的目标在于提出一种基于多胞体双重滤波

的系统状态估计方法,结合正多胞体和全对称多胞
体,利用正多胞体包裹全对称多胞体过程中边界最大
最小值的不变性,在预测步将预测得到的状态集用正
多胞体包裹,此时状态集上下界并未改变,随后利用
正多胞体的规则性在更新步构造新的状态估计约束

条件,通过求解2n个线性规划问题得到上下界更紧
凑的正多胞体,提高系统状态估计的精确性,同时降
低算法的保守性.

1 问题描述

考虑下列线性离散状态空间系统:x(k + 1) = Ax(k) +Bu(k) +w(k),

y(k) = Cx(k) + v(k).
(1)

其中:x(k) ∈ Rnx和y(k) ∈ Rny分别为k时刻系统

状态和测量输出值,A、B、C为已知矩阵,w(k) ∈
Rnx为状态扰动,v(k) ∈ Rny为测量噪声.假设系统
扰动、测量噪声以及初始状态都是有界的,w(k) ∈

W,v(k) ∈ V,x(0) ∈ X(0),其中W、V、X(0)都是正

多胞体.
引理 1 [25] 考虑系统 (1)和 k时刻的测量输出

y(k),那么k时刻状态满足X{y(k)} = {x ∈ Rnx :

y(k) ∈ Cx(k) + V }.
引理2 [25] 考虑系统 (1), k时刻状态集X(k)保

持与所有测量值y(1),y(2), . . . ,y(k)和初始状态集

X(0)的一致性,那么

X(k) = (AX(k − 1)⊕Bu(k)⊕W )
∩

X{y(k)}.
(2)

其中:⊕为Minkowski和,定义为X⊕Y = {x+y : x ∈
X, y ∈ Y }.
由于计算精确状态集X(k)十分困难,在实际中,

通常采用规则的空间结构外界包裹精确可行集,从而
降低状态估计算法的计算复杂度,但是保守性也相应
地有所增加.本文提出一种基于多胞体双重滤波的
状态估计算法,求解2nx个线性规划条件,得到每个
时刻状态的上下界,降低了计算复杂度,保守性也得
到了有效改善.

2 多胞体空间描述

定义1 [16] 描述近似参数可行集的正多胞体

O(x,d) = {x : x = x+ diag(d)m, ∥m∥∞ ⩽ 1}.
(3)

其中:x、d、m ∈ Rn,di ⩾ 0, i = 1, 2, . . . , nx; diag(d)
为对角值等于d的对角阵.集合Fi = {x ∈ O : xi =

xi+di}和Fi+nx
= {x ∈ O : xi = xi−di}为正多胞

体O的一对结构面.可以看出,正多胞体由约束条件
X(0)和X{y(k)}决定,通过求解2nx个线性规划方程

可以得到包裹参数可行解集的最小正多胞体O∗(X).

βi(k) = max eT
i x, s.t. x ∈ X(k); (4)

βi+nx
(k) = min eT

i x, s.t. x ∈ X(k); (5)

X(k) =
2nx∩
i=1

Xi(k). (6)

其中:X(k)为2nx个约束条件可行解集的交集, ei为
nx维单位矩阵的第 i列, i = 1, 2, . . . , nx.通过求解线
性规划方程可以得到第k步每个参数的上下界,从而
得到最紧致正多胞体O∗(X) = O(x∗,d∗),其中

x∗
i =

βi(k) + βi+nx
(k)

2
, (7)

d∗
i =

βi(k)− βi+nx
(k)

2
. (8)

定义 2 [19] 给定向量 p ∈ Rn和矩阵H ∈
Rn×n,集合
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p⊕HBn = {p+Hz : z ∈ Bn} (9)

被称为n阶全对称多胞体,其中B ∈ [−1 1].
由定义1和定义2可见,正多胞体是特殊的全对

称多胞体.
引理 3 [26] 假设存在一个全对称多胞体Z(p,

H) = p ⊕ HBn,H为对角阵,且对角元素为hi(i =

1, 2, . . . , n),如果存在p = x,hi = di,则Z(p,H) =

O(x,d).
由引理3可知,当用最紧致正多胞体包裹全对称

多胞体时,每个方向上正多胞体上下界与全对称多胞
体相同.
引理 4 [26] 假设存在一个全对称多胞体Z(p,

H) = p ⊕ HBn和一个正多胞体O(p,d),如果存在

di =

nH∑
j=1

∥Hij∥,其中nH为矩阵H的列数,则O(p,d)

为包裹Z(p,H) = p⊕HBn的最紧致正多胞体.

3 主要结论

3.1 预测步

假设第k步时,状态可行集为正多胞体O(x(k),

d(k)),同时Z(x(k),D(k)) = O(x(k),d(k)),D(k)为

对角值等于d的对角阵.在不考虑系统扰动的情况
下,有

x(k + 1|k) = Ax(k) +Bu(k), (10)

D(k + 1|k) = AD(k). (11)

由此可见,当A不是对角阵时,预测步得到的可行
集不再是一个正多胞体,而是一个任意形状的全
对称多胞体.利用引理4将该全对称多胞体转化成
最紧致正多胞体.此时,D(k + 1|k)为对角阵.当考
虑系统扰动W时,根据多胞体Minkowski总和,因为
W = O(0,w),则x(k + 1|k)不变,有

D(k + 1|k) = D(k + 1|k)⊕w. (12)

定理1 对系统 (1)而言,在加入系统扰动w(k)

后,预测步得到的状态可行集与未加入系统扰动时一
样,仍然可以用正多胞体描述,即D(k + 1|k)是一个
对角阵.
证明 根据全对称多胞体Minkowski总和可知

D(k + 1|k) := [D(k + 1|k) w].

根据全对称多胞体顶点公式,有

max(ED(k + 1|k))i,: = max(E[D(k + 1|k) w])i,:.

其中:E为随机的正负1矩阵, max(ED(k+1|k))i,:为
矩阵ED(k + 1|k)第 i行的最大值.由于E 的元素均

为1或−1,则有∑
∥D(k + 1|k)i,:∥ =

∑
∥D(k + 1|k)i,:∥+ ∥vi∥.

令D(k + 1|k)i,i =
∑

∥D(k + 1|k)i,:∥ ,则系统扰动
加入后可以用正多胞体描述,D(k + 1|k)是一个对角
阵,且各对角元素为 [D(k+1|k) w]行元素绝对值之

和. 2
举例说明定理1的作用.假设不考虑系统扰动下

的预测结果为

x(k + 1|k) = [2 1]T,

D(k + 1|k) =

 0.994 1 0.009 3

−1.153 2 0.869 5

 .

给定系统扰动为正多胞体W = O([0 0]T,

diag([0.2 0.2])),预测步结果如图1所示.

8
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4.53.52.51.50.5-0.5
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!"#$%&'()*+,-
./0123+,-
&'4563+,-
$%756()*+,-

图 1 加入扰动后的预测步状态可行集

3.2 更新步

已知预测步得到的预测状态可行集是正多胞体,
则很容易将其转化为2nx个约束条件并表示为X̄(k).
引理 5 [19] 假设存在一个全对称多胞体Z(p,

H) = p ⊕ HBn,系统状态在某时刻满足S = {x ∈
Rn : |cTx − d| ⩽ σ},则X

∩
S ⊆ Ẑ(p̂, Ĥ) =

p̂(λ)⊕ Ĥ(λ)Br+1.其中

p̂(λ) = p+ λ(d− cTp), (13)

Ĥ(λ) = [(I − λcT)H σλ]. (14)

对于式 (13)和 (14)而言,当选择最小边标准时,
有

λ∗ =
HHTc

cTHHTc+ σ2
.

注1 在利用引理5估计状态时,预测步并不将
全对称多胞体转化成正多胞体.根据引理5得到的最
小边全对称多胞体进行预测.
下面将上述全对称多胞体Z(p,H)用最紧致正
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多胞体包裹,此时全对称多胞体估计上下界并未改
变.在紧致正多胞体包裹后将其离散成2nx个约束条

件并表示为 X̂(k),由此通过求解2nx个线性规划问

题得到每个系统状态的上下界,具体原理展示如图2
所示.

X k( )

X k( )
^

x k( +1)

X k( )
_

x k( )

O( ( ) ( ))x k , d k
_ _

O( ( +1) ( +1))x k , d k
_ _

!"

图 2 基于多胞体双重滤波状态估计

利用线性规划求解当前正多胞体的上下界

βi(k + 1) = max eT
i x,

s.t. x ∈ X(k)
∩
X̄(k)

∩
X̂(k); (15)

βi+nx
(k + 1) = min eT

i x,

s.t. x ∈ X(k)
∩
X̄(k)

∩
X̂(k); (16)

X(k + 1) =
2nx∩
i=1

(Xi(k)
∩
X̄i(k)

∩
X̂i(k)). (17)

因此, k + 1时刻状态可行集为正多胞体O(x(k +

1),d(k + 1)), i = 1, 2, . . . , nx,其中

x(k + 1)i =
βi
i(k + 1) + βi

i+nx
(k + 1)

2
, (18)

d(k + 1)i =
βi
i(k + 1)− βi

i+nx
(k + 1)

2
. (19)

定理2 当系统输出序列数越多时,状态估计结
果越精确,每个状态的上下界更逼近真值.

证明 定义系统 (1)输出序列数为 j,此时C ∈
Rj×nx , nx为系统状态向量维数, V 为 j维的正多胞

体.
对系统(1)而言,如果增加一维输出至j +1维,则

矩阵A、B和 j维输出保持一致,C ∈ R(j+1)×nx , V

为j + 1维的正多胞体.
如果k− 1时刻状态可行集为O(x(k),d(k)),则j

维情况下预测状态集为dO(k + 1|k), j + 1维情况下

预测状态集为tO(k + 1|k),此时有

dO(k + 1|k) = tO(k + 1|k). (20)

因此, j维和j + 1维情况下状态可行集分别满足

dX(k) = dO(k + 1|k)
∩
X(0)

∩
X{y(k, 1)}

∩

. . .
∩
X{y(k, j)}, (21)

tX(k) = tO(k + 1|k)
∩

X(0)
∩
X{y(k, 1)}

∩
. . .∩

X{y(k, j)}
∩
X{y(k, j + 1)}, (22)

其中X{y(k, i)}为第 i个输出时状态满足的约束条

件.

由式 (21)和 (22)可知, tX(k) = dX(k)
∩
X{y(k,

j + 1)},同时

max(dβi(k)) ⩾ max(tβi(k)), (23)

min(dβi(k)) ⩽ min(tβi(k)). (24)

可见,当输出序列越多时,状态估计的上下界越精

确. 2
综上,基于多胞体双重滤波的系统状态估计方法

运行步骤总结如下.

step 1: 定义总估计时长为L,初始时刻k = 1,定

义初始正多胞体,定义初始全对称多胞体,两个多胞

体表示区域相同, k自增1.

step 2:根据状态方程和k− 1时刻更新正多胞体,

根据式 (10)∼ (12)得到k时刻预测正多胞体,转化为

2nx个约束条件并表示为X̄(k).

step 3:根据状态方程和k − 1时刻更新全对称多

胞体,得到k时刻的预测全对称多胞体,利用引理5中

式 (13)、(14)更新得到k时刻最小边全对称多胞体,利

用最紧致正多胞体包裹后,转化为2nx个约束条件并

表示为X̂(k).

step 4: 根据测量方程得到k时刻状态满足约束

条件X(k).

step 5: 求解 2nx个满足约束条件x ∈ X(k)
∩

X̄(k)
∩

X̂(k)的线性规划问题 (15)、(16),得到每个状

态的上下界.

step 6: 利用式 (18)、(19)构造k时刻的更新正多

胞体.

step 7:置k = k + 1,返回step 2;当k = L时,算法

结束.

4 仿真分析

为了验证本文提出的状态估计方法的可行性,本

节利用两个仿真示例进行仿真验证.

仿真1 为验证本文所提方法解决线性离散状

态空间状态估计问题的有效性,下面采用风力发电机

浆距子系统作为仿真示例进行分析.
在风力发电机系统中,浆距子系统是控制桨叶和

浆距角的重要组成部分,如图3所示.
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图 3 风力发电机系统

风力发电机的结构模型为[27-28][
β̇

β̇a

]
=

[
0 1

−ω2
n −2ζωn

][
β

βa

]
+

[
0

ω2
n

]
βr. (25)

其中:β和βa分别为浆距角和角速度大小,βr为浆

距参考值; ζ和ωn分别为系统自然频率和阻尼系

数,取值 ζ = 0.6, ωn = 11.11 rad / s.设置状态x =

[β βa]
T, u = βr,根据式 (1),w和 v分别为干扰和

输出误差,并设 |w(k)| = max
i

|wi(k)| ⩽ δ, |v(k)| =

max
i

|vi(k)| ⩽ δ, δ为传感器的标准偏差,取δ = 0.025,
采样时间Ts = 1 s.对于系统离散化,有

A =

[
0.994 1 0.009 3

−1.153 2 0.869 5

]
, B =

[
0.005 9

1.153 2

]
,

并设置C =

[
1 0

0 1

]
.

设置初始状态x(0) = [0 0]T, p(0) = [0 0]T,

H(0) = 0.6I2,输入uk = 20,系统扰动和测量噪声分
别满足∥wk∥ ⩽ 0.025, ∥vk∥ ⩽ 0.025.仿真结果如图
4∼图6所示.
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图 4 风电系统状态可行集估计过程中递归演化

图4给出了状态变化曲线和状态可行集的递归
演化图.从图4可以看出,状态真值始终包裹在状态
可行集之内,同时图4给出了利用文献 [19]更新方法
得到的全对称多胞体,在包裹过程中全对称多胞体上
下界并未变化,可以看出本文所提方法始终选择更靠
近真值的最优值,使得估计区间更小且更靠近真值.
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图 5 风电系统状态x1估计结果比较
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图 6 风电系统状态x2估计结果比较

图5和图6给出了两个状态与文献 [16,19,29]算
法比较的变化曲线,能更好地展示本文方法的优越性
和低保守性.可以看出,两个状态真值始终在估计区
间内,虽然每种方法估计结果上下界都能包含真值,
但是本文所提的算法始终选择估计最优解,估计上下
界距离真值更近,降低了算法保守性,使得估计结果
更加精确.

仿真2 为了进一步验证本文方法,利用四容水
箱系统显示所提出方法的有效性和优越性.四容水
箱系统的示意图如图7所示.
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图 7 四容水箱系统原理



132 控 制 与 决 策 第37卷

四容水箱的数学模型[24]可以表示为

ḣ1(t) =

− a1
A1

√
2gh1(t) +

a3
A1

√
2gh3(t) +

γ1k1
A1

v1(t),

ḣ2(t) =

− a2
A2

√
2gh2(t) +

a4
A2

√
2gh4(t) +

γ2k2
A2

v2(t),

ḣ3(t) = − a3
A3

√
2gh3(t) +

(1− γ2)k2
A3

v2(t),

ḣ4(t) = − a4
A4

√
2gh4(t) +

(1− γ1)k1
A4

v1(t),

(26)

其中四容水箱的模型参数及其物理意义在表1中给
出.

表1 四容水箱参数

符号 变量名称

hi(t) t时刻水箱 i的水位

vi(t) t时刻水泵 i的输入电压

Ai 水箱 i的横截面积

ai 水箱 i出水孔的横截面积

ki 水泵 i比例系数

γi 阀门 i比例系数

g 重力加速度

四容水箱的参数值分别设置为γ1 = 0.665, γ2 =

0.566, k1 = k2 = 3.35 cm3 / Vs,A1 = A3 = 28 cm2,
A2 = A4 = 32 cm2, a1 = a3 = 0.071 cm2, a2 = a4 =

0.057 cm2, g = 9.81 cm / s2.
在应用本文提出的方法前,首先通过泰勒展开将

非线性模型 (26)围绕工作点进行线性化.线性化的
状态空间方程为

∆ḣ1(t) = − a1
A1

√
g

2h̄1

∆h1(t) +
a3
A1

√
g

2h̄3

∆h3(t)+

γ1k1
A1

∆v1(t),

∆ḣ2(t) = − a2
A2

√
g

2h̄2

∆h2(t) +
a4
A2

√
g

2h̄4

∆h4(t)+

γ2k2
A2

∆v2(t),

∆ḣ3(t) = − a3
A3

√
g

2h̄3

∆h3(t) +
(1− γ2)k2

A3
∆v2(t),

∆ḣ4(t) = − a4
A4

√
g

2h̄4

∆h4(t) +
(1− γ1)k1

A4
∆v1(t).

(27)

其中:∆hi(t) = hi(t) − h̄i, h̄i为水箱 i处于稳定状态

时的水位;∆vi(t) = vi(t)− v̄i, v̄i为水泵i处于稳定状

态时的电压.通过设置状态参数、输入和输出

x(t) = [∆h1(t) ∆h2(t) ∆h3(t) ∆h4(t)]
T,

u(t) =

∆v1(t)

∆v2(t)

 , y(t) =

kc∆h1(t)

kc∆h2(t)

 ,

可以获得四容水箱的动态系统,如下所示:

ẋ(t) =



−m1 0
A3m3

A1
0

0 −m2 0
A4m4

A2

0 0 −m3 0

0 0 0 −m4


x(t)+



γ1k1
A1

0

0
γ2k2
A2

0
(1− γ2)k2

A3

(1− γ1)k1
A4

0


u(t),

y(t) =

kc 0 0 0

0 kc 0 0

x(t).

(28)

其中:mi =
ai
Ai

√
g

2h̄i

, kc = 0.5V / cm为输出电压

比例因子.利用欧拉离散化方法,设定采样时间为
Ts = 1 s,可以将四容水箱系统的系统动力学公式
化为离散状态空间的形式,离散化后的参数为

A =


0.984 1 0 0.041 9 0

0 0.988 8 0 0.029 4

0 0 0.958 1 0

0 0 0 0.970 6

 ,

B =


0.079 6 0

0 0.059 3

0 0.051 9

0.035 1 0

 ,

C =

[
0.5 0 0 0

0 0.5 0 0

]
.

设置初始状态x(0) = [0.1 0.1 0.1 0.1]T, p(0) =

[0 0 0 0]T,H(0) = 0.6I4,输入uk = [8 8]T,系统扰
动和测量噪声分别满足∥wk∥ ⩽ 0.2, ∥vk∥ ⩽ 0.2.仿
真结果如图8∼图10所示.
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图 10 水箱系统状态x2估计结果比较

图8给出了状态x1和x2的状态可行集平面图,
为了清晰地展示状态可行集变化,图8选择每8步画
一次状态可行集.从图8中可以看到状态可行集一直
能跟随状态变化,本文提出的方法不管是在状态可行
集面积还是可行集上下界都表现出很好的效果.
图9和图10分别给出了状态x1和x2的变化曲

线,可以看出,状态真值始终包裹在估计上下界之内,
本文提出的方法的上下界距离真值较文献 [19, 29]更
近,可见本文所提方法在解决离散时间状态空间系统
状态估计时的保守性更低,充分展示了算法的准确性
和有效性.

5 结 论

本文基于正多胞体和全对称多胞体滤波,结合线
性规划求解状态参数,提出了一种基于多胞体双重滤
波的系统状态估计方法,在给定有界噪声的条件下,
依靠预测正多胞体离散约束条件,测量方程约束条
件以及最小边全对称多胞体约束条件,求得包裹状态
的最紧致正多胞体,实现系统状态的精确估计.本文
提出的基于多胞体双重滤波的系统状态估计方法,利
用多胞体的空间移动描述估计过程,同时在计算过程
中,通过求解有限个线性规划问题得到紧致的正多胞
体,计算步骤简单且保守性低.此外,本文通过风力发
电机的浆距子系统和四容水箱等多输入多输出系统

为例分别进行仿真,可以直观看出该方法估计状态点
的可行性和有效性.本文的研究方法可以推广至系
统辨识和故障诊断等研究领域.
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