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基于分支定价算法的双层轿运车运输问题

迟居尚, 何世伟†, 宋子龙, 薛守强, 冯 骁

(北京交通大学综合交通运输大数据应用技术交通运输行业重点实验室，北京 100044 )

摘 要: 整车物流中双层轿运车运输问题属于一类需要考虑乘用车装载 (vehicle filling problem, VFP)及轿运车路
径规划 (vehicle routing problem, VRP)的组合优化问题,称此类问题为VFRP(vehicle filling and routing problem).由
于VFP和VRP的问题复杂性均为NP完全问题 (non-deterministic polynomial complete problem, NPC),且VFRP等组
合优化问题模型的目标函数及约束往往具有非凸结构,使得该类问题的线性化处理、精确算法的设计及求解效率
的提升一直是该领域的研究难点.对此,以轿运车使用成本最低为目标,构建双层轿运车的VFRP模型,在此基础
上提出两种线性化方法并设计改进分支定价算法 (branch-and-price algorithm)以求解:在分支定价算法的基础上,
提出结合最为分数策略 (most-infeasible-branching strategy)和强分支策略 (strong-branching strategy)的分支策略,以
及在分支过程中降低可行域维度的降维方法以加速收敛.最后,结合实际数据设计多组算例,验证了所提出模型
与算法的有效性.
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Optimization of double stack car carriers transportation problem based
on branch-and-price algorithm
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Abstract: The double stack car carriers transportation problem of vehicle logistics belongs to a kind of combinatorial
optimization problem that needs to consider the vehicle filling problem (VFP) and vehicle routing problem (VRP),
which is called vehicle filling and routing problem (VFRP). Because the complexity of the VFP and VRP is NPC (non-
deterministic polynomial complete problem), and the objective functions and constraints of models of the VFRP and other
combinatorial optimization problems often have nonconvex structure, the linearization, the design of accurate algorithms
and the improvement of solution efficiency are always the difficulties in this field. Therefore, a VFRP model of double
stack car carriers transportation is constructed, aiming at the lowest cost of car carriers transportation. On this basis, two
linearization methods are proposed, and an improved branch-and-price algorithm is designed to solve the problem: on
the basis of branch-and-price algorithm, a branch strategy of combining the most-infeasible-branching strategy and the
strong-branching strategy, and a dimension reduction method of reducing the feasible region’s dimension, are proposed
to accelerate convergence. Finally, examples with actual data are designed, which verify the effectiveness of the model
and the algorithm.
Keywords: highway transportation；vehicle logistics；double stack car carriers transportation；model linearization；
column generation algorithm；branch-and-price algorithm

0 ᕅ 言

整车物流问题中待运输的整车 (轿车)称为乘用
车,用于运输整车的大型车辆称为轿运车.整车物流

中轿运车运输是指,物流公司根据订单进行乘用车
装载 (vehicle filling problem, VFP:根据各地需求,选
择使用不同规格轿运车并装载多类型乘用车的问题,
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可类比三维装载问题)以及轿运车路径规划 (vehicle
routing problem, VRP:轿运车从始发地出发,根据运
输需求将乘用车运送到各需求地并返回始发地的

路线设计优化问题),二者的组合优化问题为一类
VFRP (vehicle filling and routing problem).轿运车运
输过程中有多种轿运车用于运输,多种乘用车待运
输,具体轿运车选择、装载、走行、卸载方案待规划.设
计良好的综合运输方案能降低轿运车购置、人力及

燃料成本.《汽车、挂车及汽车列车外廓尺寸、轴荷及
质量限值》(GB1589-2016)的发布降低了单个轿运车
允许装载的乘用车数量,因此,获取更优的装载及路
径规划方案较以往实用价值更大.

VFRP的两个子问题VFP和VRP都为NPC类问
题.就VFP的求解方法而言:覃亮等[1]及王文宪等[2]

枚举了所有装载方案,配合求解器计算各方案使用数
量;但孙军艳等[3]指出,算法中枚举法 (预处理)耗时
过长,而遗传算法在精度上与求解器结果接近且耗时
远小于枚举法,普适性更强.轿运车运输问题的VRP
在不考虑具体装载方案的前提下,与带容量约束的
车辆路径问题 (capacitated vehicle routing problem,
CVRP)类似,以往研究者主要使用智能算法求解
CVRP,常用的有禁忌搜索算法[4]、蚁群算法[5]、粒子

群算法[6]等,其中Reed等[5]通过对需求地做聚类分

析降低问题规模.就分支定价算法在类似问题上的
应用而言: Ben等[7]使用分支定价算法求解容器预分

组问题; Brink等[8]使用分支定价算法求解VRPTW;
Christiansen等[9]使用分支定价算法求解 CVRP.可
见,分支定价算法已应用于VFRP子问题的相关研
究.基于以往对VFRP两子问题的不同解决方法,以
及整车物流工作的顺序性 (先装载再做路径规划),人
们通常采用两类方法对轿运车运输问题 (VFRP)做
组合优化:一是以枚举法求解VFP,以实地工作方法
求解VRP,即将无法满载运输的乘用车并入下一需
求地,逐个计算各需求地的装载方案及使用次数,如
谢晓等[10]根据运输网络给出多个需求地集合,允许
轿运车在集合内进行多次卸车作业,但其仅根据给
定路径图人工划分需求地,普适性有待提升;二是根
据整车物流规划工作的顺序性,使用智能算法求解
VFP,设计启发式路径搜索规则[11]或贪心算法[12]计

算VRP,该类方法缺乏有效对比,无法保证结果的准
确性.国内外学者在处理以上问题时,鉴于问题的复
杂性多采用启发式算法,缺乏对原模型的线性化处
理方面的论述,且精确算法研究较少.因此,对VFRP
模型的线性化推导及精确算法的应用研究能够弥补

以往研究空缺,在实际应用中提供更优方案,降低企
业成本,具有一定的理论意义和实用价值.本文针对
以往VFRP研究的缺陷,提出轿运车运输模型 (VFRP)
的两种线性化方法并使用改进分支定价算法求解.

列生成算法是处理线性规划问题的算法,具有结
果准确、规模可控的优点,适用于求解大规模或需要
同时处理多类变量的线性规划问题.对于决策变量
为整数的问题,列生成算法可以结合分支定界算法
求解,即使用列生成算法获得线性规划解,基于分支
定界算法原理获得整数解 (该方法称为分支定价算
法 (branch-and-price algorithm)).在面对复杂模型或
模型变量数过多时,求解器可能无法求解.针对求解
器的缺陷,人们基于分支定价算法原理转换模型以
加速求解,如: Cacchiani等[13]分别使用启发式算法、

分支定价及割平面算法获得铁路时刻表编制问题的

整数解; Yu等[14]使用分支定价算法求解绿色车辆路

径问题,并使用取分支变量为整数而非逐次迭代的
分支方法,提高了迭代速度,但无法保证结果的准确
性;兰泽康等[15]设计了列车运行路线优化问题的分

支定价算法,使用伪费用的分支策略进行分支;揭婉
晨等[16]及王建军等[17]使用D-W分解转换原问题以
获得限制主问题及子问题,设计公式计算各变量权
重以在分支过程中选择单一变量进行计算以分支,
运行速度较快,但无法保证每层都选择最优节点进
行分支.就存在多个子问题的复杂问题而言,即使设
计综合优化模型,也常常因为模型非凸而无法求解,
亦无法使用D-W分解获得限制主问题及子问题.故
以往人们在处理该类问题时,常基于列生成算法原
理,将多个原问题转化为列生成算法的限制主问题
与子问题,如: Valouxis等[18]及Himmich等[19]将车辆

的使用规划与司机的工作规划组合为同一问题,基
于列生成算法原理,配合启发式算法获得整数解,省
去了分支定价部分,但无法保证得到的整数解的准确
性; Yan等[20]将人员的工作安排 (crew scheduling)及
排班 (crew rostering)组合为同一问题,但其仅在列生
成算法求得解后,使用分支定界算法进一步调整解为
整数,并未考虑分支后产生新变量的可能,无法保证
结果的准确性.基于前人研究可知,分支定价算法可
用于求解含有多个子问题的组合优化问题,准确性较
高,但目前尚未发现使用分支定价算法求解VFRP的
先例.
综上所述,分支定价算法适用于处理属于VFRP

的轿运车运输问题.本文在前人研究[11]基础上,设计
轿运车运输问题的综合优化模型,并提出基于公式
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推导及配合启发式策略的两种模型线性化方法.在
列生成算法的基础上,使用分支定价算法得到整数
解并设计启发式算法调整轿运车使用比例,得到最终
结果,其中分支定价算法部分根据变量特性设计更适
分支策略,并提出能够有效降低分支树层数的加速策
略,以在保持模型凸性的前提下,提高运行速度,降低
计算规模.通过算例表明本文所提出的分支定价算
法具有处理一定规模问题的能力,能够得到较高质量
解.相比于直接使用求解器计算,本文算法结果较优
且运行时间远低于求解器计算时间;相比于使用枚
举法获得所有可行方案的算法,本文算法不需要前期
处理 (枚举),且能够更好地处理路径问题,普适性更
强;相比于智能算法,本文算法结果更优且运行时间
始终可以接受.

1 问题描述及模型设计

1.1 问题描述

整车物流公司每周期根据厂家订单组织运输,运
输网络由一始发地及多个需求地组成,轿运车可以根
据安排从始发地发往一需求地或多需求地,完成运输
后轿运车需返回始发地,运输网络如图1所示.
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图 1 运输网络示意图

本问题可以描述为由单一始发地向多个需求地

配送乘用车,其中存在多种用于配送的轿运车,需配
送的乘用车亦有不同种类.负责运输的轿运车由运
输公司自行组织,全部位于始发地,目前,国内使用
的轿运车均为双层单排 (每辆轿运车设有两层车板
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图 2 运输路径示意图

以装载乘用车,每层只能装载一排乘用车),各类尺寸
不同,因高度问题只能装载在下层的乘用车数量极
少.整车物流公司为了最高效装载,对不同品牌及尺
寸的乘用车进行混合装载 (混载),为降低油耗,避免
迂回运输 (携带货物运输油耗更高),要求运输顺序为
由近及远,如图2所示.

1.2 模型假设

本文对模型做以下假设:
假设1 始发地有足够数量轿运车;
假设2 所有轿运车完成装载后同时发出,卸载

耗时不计,即不考虑时间约束;
假设3 所有轿运车完成运输后空载返回始发

地;
假设4 不存在高度超高的乘用车,即乘用车高

度不影响装载;
假设5 轿运车在一个地点卸载的乘用车数量

不影响成本.

1.3 模型及参数定义

各符号及含义如表1所示.

表 1 符号说明

符号 含义

I = {i|i = 1, 2, . . . , Q} 轿运车类型集合

Q 轿运车种类数量

dmn 点m至点n的距离

Gn 点n可发往地点集合

ci i类轿运车的使用成本

Ri = {j|j = 1, 2, . . . , Ji} i类轿运车集合

Ji i类轿运车可用总数

P = {p|p = 1, 2, . . . ,M} 乘用车类型集合

M 乘用车种类数量

lp p类乘用车长度

tih
i类轿运车第h层的长度,考虑
乘用车固定间隔

nih

i类轿运车第h层的可装载乘

用车数

αi i类轿运车期望使用比例

N 需求地数量

Dnp n点对p类乘用车的需求数量

Uij

0-1变量,若为1则表示使用 i类

j号轿运车

Xmn
ij

0-1变量,若为1则表示 i类j号

轿运车从m点运行到n点

Whp
ij

i类j号轿运车第h层装载的p类

乘用车数量

V np
ij

i类j号轿运车在n点卸载的p类

乘用车数量
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原模型M1为

min
( N∑

m=0

N∑
n=1

dmn

Q∑
i=1

ci

Ji∑
j=1

UijX
mn
ij

)
. (1)

s.t.
M∑
p=1

W hp
ij lp ⩽ tih, ∀i ∈ I, ∀j ∈ Ri, h = 1, 2; (2)

M∑
p=1

W hp
ij ⩽ nih, ∀i ∈ I, ∀j ∈ Ri, h = 1, 2; (3)

2∑
h=1

W hp
ij =

N∑
n=1

V np
ij , ∀i ∈ I, ∀j ∈ Ri, ∀p ∈ P ; (4)

Q∑
i=1

Ji∑
j=1

Uij

N∑
n=1

V np
ij =

N∑
n=1

Dnp, ∀p ∈ P ; (5)

αi

Ji∑
j=1

Uij =

Q∑
i=1

Ji∑
j=1

Uij , ∀i ∈ I; (6)

N+1∑
n=1

X0n
ij = 1, ∀i ∈ I, ∀j ∈ Ri; (7)

N∑
m=0

XmN+1
ij = 1, ∀i ∈ I, ∀j ∈ Ri; (8)

N∑
m=0

Xmn
ij −

∑
g∈Gn

Xng
ij = 0,

∀i ∈ I, ∀j ∈ Ri, ∀n ∈ {1, 2, . . . , N}; (9)
N∑

m=0

Q∑
i=1

Ji∑
j=1

Xmn
ij V np

ij = Dnp,

∀p ∈ P, ∀n ∈ {1, 2, . . . , N}; (10)

Uij ∈ {0, 1}, ∀i ∈ I, ∀j ∈ Ri; (11)

Xmn
ij ∈ {0, 1}, ∀i ∈ I, ∀j ∈ Ri,

∀m ∈ {0, 1, . . . , N}, ∀n ∈ {1, 2, . . . , N + 1}; (12)

W hp
ij ∈ N , ∀i ∈ I, ∀j ∈ Ri, ∀h ∈ {1, 2}, ∀p ∈ P ;

(13)

V np
ij ∈ N , ∀i ∈ I, ∀j ∈ Ri,

∀n ∈ {1, 2, . . . , N}, ∀p ∈ P. (14)

其中:式 (1)为目标函数,表示轿运车使用成本最低;
式 (2)为装载长度约束;式 (3)为乘用车装载数约束;
式(4)表示轿运车装载的乘用车由其上下两层车板装
载的乘用车组合而成;式 (5)为需求约束,表示装载量
满足需求;式(6)为轿运车比例约束，通过设置各种轿
运车使用量占总使用轿运车量的比例约束,体现各类
轿运车保有量不同的情况;式(7)∼ (9)为回路约束,所
有轿运车必须从0点出发,返回N + 1点,完成一个回
路表示任务结束,只能由近及远运输;式 (10)表示卸

载量满足需求;式(11)∼ (14)表示变量约束.

2 求解策略

M1综合考虑了轿运车的选择、卸载 (装载)及路
径规划,但模型具有非凸结构无法计算,分析以上各
式可知,模型中耦合部分 (分别为目标函数、需求约
束、卸载约束)变量相乘是模型非凸的原因.本节将
分别使用公式推导、配合启发式策略的方法将模型

线性化,之后讨论模型的D-W分解以及分支定价算
法的应用.

2.1 公式推导线性化模型

2.1.1 目标函数线性化推导

式 (1)中两个0-1变量相乘是导致该式非线性的
原因,故本文增设一个新的0-1变量Fmn

ij = UijX
mn
ij

来替代原式中相乘的两个变量,同时增设如下两个约
束以保证变量替代后不影响模型含义:

Uij − (1−Xmn
ij ) ⩽ Fmn

ij ⩽ Uij , ∀i ∈ I, ∀j ∈ Ri,

∀m ∈ {1, 2, . . . , N}, ∀n ∈ {1, 2, . . . , N}; (15)

Xmn
ij − (1− Uij) ⩽ Fmn

ij ⩽ Xmn
ij , ∀i ∈ I, ∀j ∈ Ri,

∀m ∈ {1, 2, . . . , N}, ∀n ∈ {1, 2, . . . , N}. (16)

变量约束为

Fmn
ij ∈ {0, 1}, ∀i ∈ I, ∀j ∈ Ri,

∀m ∈ {1, 2, . . . , N}, ∀n ∈ {1, 2, . . . , N}. (17)

2.1.2 需求约束线性化推导

式 (5)非线性原因在于式中0-1变量乘以整数变

量,即Uij

N∑
n=1

V np
ij ,故本文增设两个整数变量:Gp

ij =

N∑
n=1

V np
ij ,Hp

ij = UijG
p
ij .可见变量Hp

ij取值由变量Uij

和Gp
ij取值决定,Uij = 0则Hp

ij = 0,否则Hp
ij =

Gp
ij .由前文式 (3)、(4)、(14)可知整数变量V np

ij 的定

义域,继而推导变量Gp
ij的取值范围为

0 ⩽ Gp
ij ⩽ 2N × max{ni0, ni1},

∀i ∈ I, ∀j ∈ Ri, ∀p ∈ P. (18)

得到变量Gp
ij的取值范围后,可通过下式保证替

代变量后不影响模型含义:

0× Uij ⩽ Hp
ij ⩽ 2N × max{ni0, ni1} × Uij ,

∀i ∈ I, ∀j ∈ Ri, ∀p ∈ P ; (19)

− 2N × max{ni0, ni1} × (1− Uij) +Gp
ij ⩽

Hp
ij ⩽ 0× (1− Uij) +Gp

ij ,

∀i ∈ I, ∀j ∈ Ri, ∀p ∈ P. (20)
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变量约束为

Gp
ij ∈ N, ∀i ∈ I, ∀j ∈ Ri, ∀p ∈ P ; (21)

Hp
ij ∈ N, ∀i ∈ I, ∀j ∈ Ri, ∀p ∈ P. (22)

2.1.3 卸载约束线性化推导

式 (10)结果与式 (5)类似,此处不再赘述推导过
程.设变量Zmnp

ij = Xmn
ij V np

ij 以及下述各式:

0×Xmn
ij ⩽ Zmnp

ij ⩽ 2× max{ni0, ni1} ×Xmn
ij ,

∀i ∈ I, ∀j ∈ Ri, ∀m ∈ {1, 2, . . . , N},

∀n ∈ {1, 2, . . . , N}, ∀p ∈ P ; (23)

− 2× max{ni0, ni1} × (1−Xmn
ij ) + V np

ij ⩽

Zmnp
ij ⩽ 0× (1−Xmn

ij ) + V np
ij ,

∀i ∈ I, ∀j ∈ Ri, ∀m ∈ {1, 2, . . . , N},

∀n ∈ {1, 2, . . . , N}, ∀p ∈ P ; (24)

Zmnp
ij ∈ N, ∀i ∈ I, ∀j ∈ Ri, ∀m ∈ {1, 2, . . . , N},

∀n ∈ {1, 2, . . . , N}, ∀p ∈ P. (25)

将原耦合约束用以下公式替代:

min
( N∑

m=0

N∑
n=1

dmn

Q∑
i=1

ci

Ji∑
j=1

Fmn
ij

)
; (26)

Q∑
i=1

Ji∑
j=1

Hp
ij =

N∑
n=1

Dnp, ∀p ∈ P ; (27)

N∑
m=0

Q∑
i=1

Ji∑
j=1

Zmnp
ij = Dnp, ∀p ∈ P,

∀n ∈ {1, 2, . . . , N}. (28)

并增设式 (15)∼ (25)即可得到线性化模型.以上论述
虽然在保留M1含义的基础上将其线性化,但并不能
降低问题规模,而且该模型求解时存在轿运车数量取
值困难等问题,可见,以上线性化论述的理论意义高
于实际价值.下文将就使用分支定价算法求解VFRP
问题展开论述.

2.2 配合启发式规则线性化模型

列生成算法将原问题分为限制主问题及子问题:
限制主问题是指给定部分原问题中的系数得到的问

题,子问题则用于生成新的系数 (列).列生成算法通
过不断迭代增加系数 (列)求解原问题.下文将在M1
的线性化处理中,选定部分变量作为限制主问题系
数,通过子问题更新系数(M1中决策变量).
根据问题描述部分可知,轿运车运输公司要求轿

运车按由近及远的规则运输,如图2所示.本文基于
分治的思想及列生成算法原理,根据距离将需求地进
行分区:在图 1运输网络的基础上,本文以聚类分析
的方法将距离较近的需求地并入同一集合,允许轿运

车在集合内多点间进行运输,如图3所示.集合内走
行路径 (运输顺序)按照轿运车运输公司要求,定为由
近及远,同时在进行计算时,优先计算直达运输方案
(以体现直达方案优于多点运输方案).该举措能够在
满足式(7)∼ (9)的前提下,减少不满载运输距离,同时
消去变量Xmn

ij .

d1

d2

d3 d6

d5

d4

d7

d8

d9

d10

d11 d12

}

μ1
μ2

μ3 μ4

图 3 需求地聚类示意图

列生成算法允许通过迭代添加更多列,故其限
制主问题中所有列 (某固定装载方案的轿运车)都可
视为被使用 (Uij = 1),但由于列生成算法用于处理
线性规划问题,即使在子问题中生成特定类型系数,
也无法控制限制主问题中该类系数所对应的决策变

量值.应用到本问题中,可视为无法在迭代过程中控
制不同类型轿运车使用比例 (满足式 (6)).因此,本文
在列生成算法中使用一类轿运车,仅不同装载方案
(V np

ij ) 的使用次数不同,而后通过启发式算法在不影
响解的前提下满足式 (6).为实现该目标,本文设决策
变量Sk表示某已固定装载方案的轿运车的使用次

数,以不同装载方案k进行区分.式(5)可做如下处理:
Q∑
i=1

Ji∑
j=1

Uij

N∑
n=1

V np
ij =

N∑
n=1

V np
ij , ∀p ∈ P, (29)

从而转化为
N∑

n=1

V np
ij =

N∑
n=1

Dnp, ∀p ∈ P. (30)

在满足以上前提时,式 (30)与 (10)重合,故进一
步去除式 (30).同时,根据式 (4)可对M1中装载约束
做进一步调整 (选取上下车板长度相同的轿运车,故
t1 = t2 = t, n1 = n2 = n),有

M∑
p=1

lp(W
1p
k +W 2p

k ) ⩽ 2× t, ∀k ∈ K,

N∑
n=1

M∑
p=1

lpV
np
k ⩽ 2× t, ∀k ∈ K; (31)

M∑
p=1

W 1p
k +

M∑
p=1

W 2p
k ⩽ 2× n, ∀k ∈ K,
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N∑
n=1

M∑
p=1

V np
k ⩽ 2× n, ∀k ∈ K. (32)

从而得到将M1转换后的模型M2,即

min
( K∑

k=1

cSk

)
. (33)

s.t.
N∑

n=1

M∑
p=1

lpV
np
k ⩽ 2× t, ∀k ∈ K; (34)

N∑
n=1

M∑
p=1

V np
k ⩽ 2× n, ∀k ∈ K; (35)

K∑
k=1

V np
k Sk = Dnp, ∀p ∈ P,

∀n ∈ {1, 2, . . . , N}; (36)

V np
k ∈ N , ∀k ∈ K,

∀n ∈ {1, 2, . . . , N}, ∀p ∈ P ; (37)

Sk ∈ N , ∀k ∈ K. (38)

2.3 D-W分解

M2中仅有单一个耦合约束 (36),故可对其进行
D-W分解以获取线性化的限制主问题及子问题.
2.3.1 限制主问题构建

设当前已知有K个不同装载方案,将原问题松
弛为线性规划问题后,得到限制主问题M3,即

min
( K∑

k=1

cSk

)
. (39)

s.t.
K∑

k=1

V np
k Sk = Dnp, ∀p ∈ P,

∀n ∈ {1, 2, . . . , N}; (40)

Sk ⩾ 0, ∀k ∈ K. (41)

其中:V np
k 为参数,V np

k ∈ N ,可通过子问题计算获得;
式(40)与(36)对应.
2.3.2 子问题构建

本文通过聚类需求地并定义由近及远的运输方

式体现路径约束,此处阐述其在子问题中的具体实
现方式.记各个需求地为多个子集,得到需求地集合
µ = {µ1, µ2, . . . , µN , µN+1, . . . , µN+Z}.该集合中子
集可分为两部分:第1部分子集{µ1, µ2, . . . , µN}为直
达点集合,每个子集内只有一个需求地;第 2部分子
集{µN+1, µN+2, . . . , µN+Z}为多点运输集合,根据运
输网络共可划分Z个需求地集合,每个子集内根据聚
类情况有多个需求地.列生成算法允许子问题多次计
算以向规模较大的限制主问题中添加多列,故以上集
合设计方法能够在不占用太多资源的前提下,进一步

降低轿运车的不满载运输距离.
设计子问题以向限制主问题中添加使检验数

δ (与单纯形法检验数计算公式相同)最小的新方案
(第K + 1个)来优化目标值.当 δ < 0时,表明新增
列能够使限制主问题目标函数进一步降低;反之则
代表已求得最优解.子问题模型M4如下所示:

min δ =
(
c−

N∑
n=1

M∑
p=1

βnpV
np
K+1

)
. (42)

s.t.∑
n∈µj

M∑
p=1

lpV
np
K+1 ⩽ 2× t, ∀k ∈ K; (43)

∑
n∈µj

M∑
p=1

V np
K+1 ⩽ 2× n, ∀k ∈ K; (44)

V np
K+1 ∈ N , ∀p ∈ P, ∀n ∈ {1, 2, . . . , N}. (45)

其中βnp为限制主问题中各约束的影子价格.

3 分支定价算法

前文已将无法直接求解的复杂模型M1转换为
能够通过列生成算法求解的线性规划问题M3和
M4.但列生成算法得到的解为线性规划解 (Sk ⩾ 0),
而方案的使用次数应为正整数 (Sk ∈ N ).因此,使用
列生成算法求解并得到最优解后,还需要进一步调整
解为整数,本文使用分支定价算法完成该步骤.

3.1 变量特性分析

分支定价算法与分支定界算法类似,不同点在于
分支定价算法的节点使用列生成算法求解,计算后可
能产生新变量,使分支树每层需计算节点数可能随着
分支树的加深而增多,每层计算时间随之提升.同时,
本文算法不同于文献 [13-20]中算法,并非由0-1整数
规划松弛得到,变量无法通过一次分支得到整数值,
如图4所示,即本文算法较文献 [13-20]更难得到整数
解.

0 1 2 3 4

0 1 2 3 4

图 4 变量特性示意图

本文基于变量特性,设计改进分支定价算法以进
行求解:参考文献 [21]中总结的节点搜索策略及分支
策略并从中选择更适本文算法的策略加以创新,以保
证结果准确性的前提下加速收敛,同时基于已有的分
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支策略及单纯形法进出基的原理设计以降低可行域

维度为目的的降维方法,减少每层需计算的节点数,
提高收敛速度.

3.2 节点搜索策略及分支策略

就节点搜索策略而言,需要在兼顾准确性的前提
下尽快改进下界解以减少分支树层数,不应为提高
计算速度而省去对每层各节点各分支目标函数值的

计算.故本文节点搜索策略选择最佳优先搜索策略
(best-first-search strategy):每层选择目标函数值最优
的节点进行分支[21].
就分支策略而言,本文算法每层节点数较多且随

着分支树的加深节点数可能增加,故本文在无法预
测节点上下分支孰优孰劣,多节点目标函数值可能
相同 (列生成算法允许生成新的变量)的前提下,提出
使用结合最为分数 (most-infeasible-branching)[21]及

强分支 (strong-branching)[21]的分支策略以满足算法

需求.具体处理方法为:设xn为分支树当前层n号节

点目标值,G为可分支节点集,n ∈ G,存在上下两分
支方向供选择 (xn ⩽ ⌊xn⌋, xn ⩾ ⌈xn⌉),为得到最适
分支节点,计算每层节点xn上下两支目标函数值Z+

n

和Z−
n 后,取该节点目标值Zn = min{Z+

n , Z−
n }.当变

量上下支目标函数值相同时,为加速收敛选择下支
(Zn = Z−

n ),即xn ⩽ ⌊xn⌋,将完成计算与筛选的节
点目标值 (线性规划解)记入集合D中.当多个节点
目标函数值相同时,从中选择判别数ε最小的节点进

行分支(即最“接近0.5”),计算公式为

ε = |xn − ⌊xn⌋ − 0.5|. (46)

本文提出的分支策略适用于难以找到应优先分支的

变量且多个变量值可能相同的情况.
遍历分支树全部空间通常耗时难以接受,故本文

算法终止条件除按照以上节点选择及分支策略得到

最优整数解外,另设优化程度ρ,即

ρ = (U − L)/L. (47)

其中:L 为下界解,U为上界解.当ρ ⩽ 5%时终止计
算.

3.3 降维方法

前文论述的节点搜索策略及分支策略可以保证

兼顾准确性前提下的算法收敛速度,但是由于分支定
价算法特性,可行域维度及每层需要计算的节点数较
大,这也导致了计算时间的增多,或可接受时间内计
算的问题规模的降低.因此,本文提出以下降维方法
以降低可行域维度,减少每层计算的节点数.
分支定价算法与分支定界算法相比优点在于其

结果较优,缺点在于收敛速度较慢,且每层的计算时
间随着生成变量数的增多而提高.而分支定界算法
中常用的方法无法解决分支定价算法特性带来的计

算时间延长这一负面效应.列生成算法通过限制主
问题及子问题的设置可以完成单纯形法进基的步骤,
但是,随着运算的进行大量变量可能不会在结果中
出现,即变量值取0.因此,本文基于分支定界算法中
伪费用的分支策略 (pseudocost-branching strategy) 思
想[21](因本文算法每层各节点目标函数值可能相同,
伪费用的分支策略并不适合,故采用前文所述分支策
略)及单纯形法的进出基步骤,提出一种尽可能利用
之前分支结果以加速收敛的改进分支定价算法,即:
在选择分支节点后,将该节点中值为0的变量视为出
基变量,将其值记为0,避免再次对其分支.该方法通
过在分支过程中添加额外的约束,保证搜索方向的一
贯性,能够在不影响运输方案使用的前提下,提高迭
代速度.

4 算法实现步骤

除前文已说明参数外,设Ω为方案集合,Y 为列
生成算法解集,节点n的最优目标函数值为Zn, Yn为

对Y +
n 、Y

−
n 筛选后得到的解集,因分支而新增约束集

为C.
step 1:初始化及生成初始解.按照各需求地坐标

进行聚类分析,生成集合µ,以最长车板数据作为计
算用数据,按长尺寸乘用车优先装载的原则对各需
求地乘用车进行装车作业,将各装载方案去重后录
入Ω.每地无法满载运输的乘用车并入邻近需求地,
若无邻近需求地则尽量装载,算法目标值作为U初始

值.设L = 0, G = ∅, C = ∅,转step 2.
step 2: 限制主问题计算.以Ω内元素为系数,C

为分支约束,更新对偶变量解βnp.若C = ∅,则更新
解集Y ,目标函数值Z,L = Z;若C ̸= ∅,则按分支
情况记目标函数值为Z+

n 或Z−
n ,解集为Y +

n 或Y −
n ,转

step 3.
step 3: 子问题计算.计算检验数 δ, δ ⩾ 0时,转

step 4,否则将子问题解加入Ω并去重 (防止增加相同
方案导致约束无效),转step 4;

step 4:路径约束实现.若j = N +Z (已遍历集合
µ),则转step 5;否则j = j + 1,转step 3.

step 5: 分支.从Y 中筛选非整数解加入G,对G

中元素分上下两支,将约束分别加入C,转step2.计算
后去除C中新增约束,取该节点目标函数值为Zn =

min{Z+
n , Z−

n },相同则取Z−
n ,同理取Yn,将以上结果

加入到集合D中.若D中存在整数解,则转 step 7;若
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无整数解,则转step6.
step 6: 节点选择.按照最佳优先搜索策略,选择

D中Zn最小的节点继续分支,更新L = Zn.若D中

存在多个目标值同为最小值的节点,则取其中判别数
ε最小的节点继续分支,将该节点对应的分支约束加
入约束集合C, Y = Yn,其余节点剪支.将该节点解
中所有为0的变量记为0,转step 5.

step 7: 终止条件.若ρ ⩽ 5%,或Zn为该层最优

解,则满足终止条件,结束计算,输出上界解U = Zn,
解集Y = Yn,转 step 8;若不满足以上条件,则U =

Zn,转step 6.
step 8:轿运车使用比例控制.将Y 中结果按照终

到地距始发地距离排序,提取所有路线相同的轿运车
并拆分为车板,转而以车板比例体现轿运车种类比例
约束,即:根据乘用车总数及轿运车期望使用比例αi

计算各类型车板 j期望使用数量,设gj为车板 j承载

乘用车数量.循环从 gj个选定 (最长)车板中各抽取
一辆乘用车,在满足约束 (2)和 (3)的前提下,组成一
新车板,车板 j使用数量满足约束时,更新 j.完成后,
将轿运车车板两两重新组合为轿运车.

5 算例分析

算法在Visual Studio2019平台实现,使用C#语
言进行编程,其中线性规划问题采用 ILOP Cplex
12.9求解,子问题采用动态规划求解, CPU为 Intel(R)
Core(Tm) i9-9800H CPU @2.30 GHz,内存32 G.

5.1 实验结果及分析

为保证实验的真实性,本文算例中轿运车及乘用
车尺寸为网络真实数据,其中轿运车尺寸选择国内
标准的三类轿运车,可视为两种车板,可装载长度为
18 100 mm以及13 750 mm.
5.1.1 与求解器对比

前文已对线性化模型的规模做了分析,本节将求
解器结果与本文提出的改进分支定价算法结果做对

比.为保证数据结果的真实性,本节中需求地位置及
需求数量数据源自Solomon数据集,设需求5种乘用
车,计算结果如表2所示,其中求解器仅能处理5∼ 15
个需求地的问题.

表 2 与求解器对比

需求地
分支定价

分支定价
求解器解

求解器

数量 运行时间/s 运行时间/ s

5 145 55.5 143 913.1

10 372 81.0 359 1 124.0

15 426 132.1 402 1 520.7

由对比结果可见,本文提出的分支定价算法结果
与求解器结果相近,能够得到满意解,而求解器计算
时间远高于分支定价算法运行时间,且随着问题规模
的小幅度提高,求解器计算时间的提高幅度较大,当
问题规模提高到15个需求地以上时,求解器无法求
解该问题,从而表明本文算法在求解效率上优于求解
器,能够处理较大规模问题且能够得到满意解.
5.1.2 算法性能分析

就需求地位置及需求而言,实际环境下各周期各
需求地对不同乘用车的需求不同,且各周期需求地
不固定 (需求地位置会产生变化).因此,本文算例中
设乘用车需求量及各需求地位置为随机数:每种乘
用车需求量为 0∼ 50辆,各需求地位置在 100 km×
100 km区域内随机生成,允许轿运车在距离20 km以
内需求地之间进行多次卸车作业.
本文根据实际情况下问题规模,取 5种乘用

车, 10∼ 250个需求地分别进行计算以显示算法的计
算性能,并将结果与本文根据实地工作经验设计的启
发式算法 (启发式算法来源于一汽物流实际应用项
目,为公司所采纳)进行对比.为方便分析,计算结果
显示为一类轿运车,其中设优化水平= (启发式算法
目标值−分支定价算法目标值)/启发式算法目标值,
保留小数点后3位,计算结果如表3所示.

表 3 算法计算结果

需求地数量 分支定价解
分支定价

启发式解
启发式

优化水平
运行时间/s 运行时间/ s

10 182 81.0 210 19.0 0.099

40 635 323.1 699 37.4 0.092

70 879 582.7 971 40.3 0.095

100 1 678 834.4 1 863 45.2 0.099

130 2 008 1 098.3 2 272 54.1 0.116

160 2 831 1 499.5 3 230 66.3 0.124

190 3 443 1 790.2 3 921 82.3 0.122

220 4 013 2 251.6 4 809 101.6 0.167

250 4 479 2 754.8 5 437 123.2 0.176
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由表3结果可知,本文算法能够在一定时间内处
理较大规模的轿运车运输问题,虽然运行时间高于启
发式算法,但本问题属于周期性计算问题,求解大规
模问题的运行时间可以接受.启发式算法解与分支
定价算法解的对比情况如图5所示 (5.3小节将就本
文提出的加速策略是否有效进行对比分析).
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图 5 分支定价解与启发式解对比

通过对比可见:本文算法较启发式算法具有一
定的优势;而优化水平 (见图5)随需求地数量的增加
而提高,原因在于启发式算法处理多需求地的能力较
分支定价算法差,其与枚举法类似,在同时处理两个
需求地以上的问题时,无法保证装载方案最优.以上
对比表明,本文算法相比启发式算法能够更好地处理
轿运车运输问题,且适用于各种规模情景.

5.2 与智能算法对比

以往研究者已证明了智能算法相比于枚举法综

合更优,故本节将本文算法与文献 [11]中解决轿运车
运输综合优化问题的遗传算法进行对比,以表明本文
算法的优势.由于文献 [11]发表时轿运车新规并未
实行,为使算法对比有效,本文采取以下设计方法:

1)设所有轿运车均为双层单排;
2)将文献 [11]结果中双排轿运车车板视为两个

车板;

3)根据文献[11]中需求地位置设计需求地集合;
4)按照文献 [11]中算例参数调整本文乘用车及

轿运车尺寸参数;
5)以车板使用数量对比作为结果对比,简称文献

[11]算例中使用的两类车板为短车板及长车板,对比
结果如表4所示.

表 4 结果对比

算法
短车板 长车板

运行时间/ s
使用数量 使用数量

分支定价 21 27 180.3

遗传 24 36 452.0

就运行时间而言,虽然表4中本文的分支定价算
法运行时间少于智能 (遗传)算法,但本文算法的运行
环境优于智能算法运行环境,尽管无法根据运行时间
对比算法迭代速度,但本文提出的算法可以使用当前
常见设备计算,且相同算例中运行时间不逊于智能算
法;就计算结果而言,本文算法结果中使用轿运车车
板总数更少,即满载率更高.对文献 [11]中具体结果
分析可知,其存在大量不满载运输方案 (该情况同样
存在于文献 [12]).可见本文算法优势在于对轿运车
走行方案做优化的前提下,得到了更优的装载方案,
即使用轿运车更少.综上所述,本文算法在处理一定
规模问题时,具有运行时间可接受、结果准确的优点.

5.3 加速策略效果分析

本文设计了降低可行域维度的降维方法,并以此
改进分支定价算法以加速收敛.为验证该加速策略
的有效性,本节将在保留前文算例假设的前提下,进
行有无采取降维策略的对比分析:调整乘用车及需
求地数量进行计算,对比结果如表 5所示,其中备选
方案数是指列生成算法迭代后,得到的决策变量数
量.

表 5 有无加速策略对比

需求地 乘用车 有降维方法 无降维方法 有降维方法 无降维方法 有降维方法 无降维方法

数量 种类 的解 的解 运行时间/ s 运行时间/ s 备选方案数 备选方案数

5 5 147 147 83.4 185.8 89 143

5 10 319 311 95.1 191.9 131 252

5 15 470 463 183.4 571.4 149 357

10 5 337 336 150.9 880.2 329 420

10 10 751 746 480.7 1 888.4 370 622

10 15 980 974 998.2 2 868.8 557 820

由表5可知:使用本文提出的降维方法能够在传
统分支定价算法的基础上,进一步平均降低40 %左
右的备选方案数以及66 %的运行时间;计算结果与
不使用降维方法结果相近,平均差距不大于 1 %.从

而表明本文提出的降维方法能够进一步去除冗余的

备选方案,避免不必要的计算,如图6所示 (图中总备
选方案数是指在不考虑路径规划的情况下,所有需求
地的可行方案数).
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图 6 备选方案数变化

图7为在5个需求地及10种乘用车的轿运车运
输问题中,使用降维方法及不使用降维方法的分支树
每层需要计算的节点数对比情况,可见使用降维方法
降低了需要计算的节点数,保证了搜索的有序性;而
不使用降维方法则相对无序,无法保证每层计算节点
数的下降,继而导致运行时间的提高.
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图 7 分支树节点数对比

综上所述,在对算法运行时间有要求的前提下,
使用本文提出的改进分支定价算法能够有效降低运

行时间,且得到的结果较优.但需要指出:无论是否使
用降维方法,若不能遍历分支树,则得到的解都是较
优解,即本文算法无法保证获得全局最优解.

6 结 论

本文构建了属于VFRP的双层轿运车运输问题
的综合优化模型,并提出了公式推导与配合启发式规
则两种有效的线性化方法,在将其线性化后使用改进
分支定价算法进行求解,文中设计的模型、线性化策
略及求解策略都具有普适性,能够用于求解其他类
型的VFRP.算例结果表明:本文算法能够处理较大
规模问题,相比于使用求解器直接计算,本文算法的
结果较优且耗时远低于求解器;相比以往求解轿运
车运输问题的枚举法,本文算法避免了枚举法耗时过
长、灵活性较差、规模过大、无法处理路径问题等缺

陷;相比于以往的智能算法,本文算法结果中使用的
轿运车数量更少且运行时间不逊于智能算法.本文
算法的结果相比于根据轿运车运输公司实际工作经

验设计的启发式算法更优,平均优化水平为12 %,极
大降低了运输成本,且面对复杂情景时结果更优.本
文提出的改进分支定价算法进一步降低了问题规模,
减少了运行时间:相比于传统分支定价算法进一步
去除了平均40 % 的冗余方案,平均降低了66 %的运
行时间,且结果差距平均不大于 1 %.本文使用精确
算法求解轿运车运输问题,补充了前人对该类问题研
究的缺陷,具有理论意义和实用价值.在未来的研究
中,如何进一步提高算法准确性并提高收敛速度是研
究的重点.
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