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多智能体系统的多步近似次梯度随机投影优化算法

高文华†, 钟衍楠
(华南理工大学数学学院，广州 510640)

摘 要: 基于切换网络下带有随机时延和随机通讯噪声的多智能体系统模型,提出分布式多步近似次梯度随机投
影算法,并对算法的收敛性进行分析.首先,利用网络扩维的方法将含随机时延的通讯网络转化为无时延网络;其
次,提出近似次梯度概念,并设计多步近似次梯度随机批量投影算法,批量随机投影可以避免在实际问题中整体约
束集合不易获得而导致投影算子不易执行等情况;最后,通过数值仿真表明即使存在随机噪声,所提出的算法较一
般的分布式多步次梯度算法具有更好的收敛效果,同时还分析了随机投影集合个数和随机噪声对收敛效果的影
响.
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Multi-step approximate subgradient random projection optimization
algorithm for multi-agent system
GAO Wen-hua†, ZHONG Yan-nan
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Abstract: Based on a multi-agent system model with random delay and random communication noise under a switched
network, a distributed multi-step approximate subgradient random projection algorithm is proposed, and the algorithm
convergence analysis is performed. Firstly, we convert a network with random communication delay into a network
without delay by using a network expansion method. Then, we propose the concept of approximate subgradient, and
design a multi-step approximate subgradient batch random projection algorithm. A batch random projection method is
used to deal with the executive problem of projection operators when the overall constraint set is not easy to obtain in
practical problems. Finally, the numerical simulations show that the proposed algorithm has better convergence effects
than the general distributed multi-step subgradient algorithm even if there exists random noise. And the effect of the
number of random projection sets and random noise are also discussed.
Keywords: multi-agent；distributed optimization；switching topology；subgradient；random projection；time delay

0 引 䀰

近年来,多智能体系统的分布式优化已经融入到
人工智能、机器学习、无线传感器网络和计算设备通

讯[1-5]等许多领域,并得到了广泛地研究和应用.
在离散型分布式算法的研究中,基于梯度的分布

式算法是采用较多的方法.随着研究的深入和多智
能体系统应用场景的增多,一般不可微的多智能体
系统模型逐渐得到关注, 如文献 [6]讨论了切换网络
下不可微的目标函数且带约束的分布式优化问题,提
出了次梯度投影算法并进行了收敛性分析.尽管分
布式次梯度法较分布式梯度法有更广的适用范围,但

不可避免地在收敛速率上较分布式梯度算法会慢一

些.文献 [7]提出了一种分布式多步次梯度算法,在计
算下降方向时,智能体除了利用自身当前时刻的次梯
度外,还利用了个体从开始时刻到当前时刻整个时段
内的历史次梯度信息来组成多步次梯度,仿真验证表
明,多步次梯度算法较一般次梯度算法具有更快的收
敛速率.针对带约束的分布式优化问题,一般在算法
中加入投影算子来提高算法的精度.目前的大多数
文献考虑的是向整体的约束集合或个体的约束集合

上投影,这是因为在文献中一般都假设整体的约束集
合是提前知道的.而通常在多智能体系统中,一方面,
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个体的局部约束集仅由自己所知,具有一定的隐私
性,这使得整体的约束集合在实际中变得不可得;另
一方面,在考虑诸如大范围的无线广播网络等一些实
际问题中,个体的局部子约束非常多,在实际中提前
计算出整体约束集合会十分困难,因此对约束集合的
细致化考虑很有必要.文献 [8]提出了分布式随机投
影梯度算法,用来解决一个大范围无线网络问题,首
次将个体的局部约束集合假定为一系列局部约束子

集的交,当整体约束集合或个体的局部约束不易获得
时,仅需将智能体沿梯度方向更新后的状态向从个体
所有子约束中随机选出的单个子约束上投影,同样能
够保证所有个体状态收敛到同一个最优值,这为本文
研究整体约束集合不易获得的多智能体系统的分布

式次梯度优化算法提供了思路.
多智能体系统中不可避免地存在通讯时延和通

讯噪声.许多结果 (如文献 [9]∼文献 [11])表明,当系
统存在有界通讯时延时,原来一些解决无时延下多
智能体系统的分布式算法通过特殊的更新规则 (如
异步[12]),依然可以被证明是收敛的.但是算法的收
敛性分析十分复杂.文献 [13]提出一种网络扩维的
方法,能够将有限固定时延网络转换为新的无时延网
络.值得注意的是,在文献 [13]的结论中,原通讯网络
的邻接矩阵无论是单随机还是双随机的,扩维后都是
单随机的.

本文研究带有随机时延和随机通讯噪声的多智

能体系统的分布式约束优化问题,主要工作如下:首
先,利用网络扩维的方法,将含随机时延的通讯网络
转化为无时延网络,同时保持网络的邻接矩阵的随机
性,在理论上可简化算法的收敛性分析;其次,针对个
体子约束数量巨大导致整体约束不易求得的情况,提
出批量随机投影的方法,通过随机选取一定数量的子
约束进行投影,既可避免实际中通过复杂计算得到整
体约束集,也可保证投影的精度;再次,在放松系统通
讯带宽的前提下,定义了个体的近似次梯度,提出分
布式多步近似次梯度随机投影算法.数值仿真例子
表明,所提出的算法比一般的分布式次梯度算法和分
布式多步次梯度算法具有更好的收敛效果,并且分析
了随机投影个数和随机噪声对收敛效果的影响.
本文符号介绍如下:
记0m是元素全为零的m维列向量; |D|为集合

D的基数;PX [y]为点 y到集合X的投影;E[z|F ]表

示随机变量 z在 σ-代数F下的条件期望; ei(A)为
Idim(A)的第 i列向量; ξi(n)为n维单位矩阵In的第 i

列向量; [Φ(k, s)]ij表示矩阵 [Φ(k, s)]的第 i行第 j列

元素; z ∼ U(1, B)表示随机变量z服从1到正整数

B的均匀分布.

1 模型与算法

考虑包含n个智能体的带有随机通讯噪声和随

机通讯时延的切换网络多智能体系统的优化问题

min
x

f(x) =

n∑
i=1

fi(x); s.t. x ∈ X =
n∩

i=1

Xi. (1)

其中:系统的状态x ∈ X ⊂ Rm;系统的整体约束集
X =

n∩
i=1

Xi;个体的成本函数fi(x)和约束Xi仅由自

身所知,不与其他个体共享.假设任意个体 i的局部

约束Xi均由一定数量的子约束相交而成,即∀ i ∈ V ,
存在一系列子约束Xj

i (j ∈ Ii),使得Xi =
∩

j∈Ii

Xj
i .其

中:Xj
i 是闭凸集; Ii称为 i的索引集,它包含个体 i

的所有子约束的序号. k时刻系统通讯网络记为
G(k) = (V,E(k)), V 为顶点集,E = {(i, j)|i, j ∈ V }
称为边集;对应的权重邻接矩阵为A(k), A(k)的第 i

行第j列元素记为aij(k);个体 i的局部成本函数记为

fi(x),并假设fi(x)为凸函数.
假设εij(k)为k时刻通讯边 (i, j)上的随机噪声,

当个体 i的邻居j向 i发送自己的状态xj(k)时,个体 i

实际接收到的信息为xj(k)+ηkεij(k),其中ηk称为噪

声εij(k)的衰减步长.
假设两个个体间默认通讯时间为1 s,该时间不

计入时延当中.假设任意时延边(i, j) ∈ E(k)的时延

值bij是一个有界的随机正整数,它服从1∼B的均匀

分布.若(i, j)无时延,则bij = 0.
任意选取列向量xi(0) ∈ Rm(i = 1, . . . , n),作为

个体 i的初值, k时刻个体 i的状态记为xi(k), di(x)为

函数fi(x)在点x处的一个次梯度.当问题 (1)可解时,
记x∗为最优集X∗中的一个最优点,其对应的最优值
记为f∗ = f(x∗).本文所提出的分布式多步近似次
梯度随机投影算法如下:

vi(k + 1) = γk

n∑
j=1

aij(k)vj(k) + αkd̃i(k); (2)

y0i (k) =
n∑

j=1

aij(k)[xj(k − bij) + ηkεij(k)]− vi(k + 1); (3)

ypi (k) = P
X

ω
p
i
(k)

i

[yp−1
i (k)], p = 1, . . . , b; (4)

xi(k + 1) = ybi (k). (5)

其中: {γk}、{αk}和{ηk}均为非负递减序列,且满足
+∞∑
k=0

γk = +∞,

+∞∑
k=0

γ2
k < +∞,

+∞∑
k=0

αk = +∞,

+∞∑
k=0

α2
k < +∞,

+∞∑
k=1

ηk = +∞,

+∞∑
k=1

η2k < +∞;

符号 d̃i(k)见下面定义1.
定义1 记 d̃i(k)为k时刻,个体 i在xi(k)处的近



第2期 高文华等: 多智能体系统的多步近似次梯度随机投影优化算法 433

似次梯度,定义如下:

d̃i(k) =

di(xi(k)) + dj1(xi(k)) + . . .+ djpi(k)−1
(xi(k))

pi(k)
.

其中: j1, . . . , jpi(k)−1为从 i的邻居集Ni(k)中随机选

取出来的pi(k) − 1个个体,彼此之间相互独立; k时
刻,正整数 pi(k)被称为近似参数,其选择服从 2 ∼
|Ni(k)| + 1的均匀分布,不同个体间的近似参数
p1(k), . . . , pn(k)也是相互独立的.
在式 (4)执行投影时,先从局部子约束集中随机

选取b个子约束X
ω1

i (k)
i , . . . , X

ωb
i (k)

i ,在任意时刻k,关
于{ω1

i (k), . . . , ω
b
i (k)}的选取都是相互独立的,且与

0, . . . , k − 1时刻的选取都无关.常数b为批量投影个

数,其值一般取为min
i∈V

{|Ii|}.

下面给出一些必要的假设.
假设1 任意个体 i的成本函数fi(x)在任意点x

处的次梯度di(x)有界,即存在常数Gf ,使得∥di(x)∥
⩽ Gf ,∀ x ∈ X, i ∈ V .

假设2 网络拓扑图G(k)是联合强连通的,即存

在正整数W ,对于任意正整数 l,图
W∪
i=1

G(i+ l)是强连

通的.
假设3 在任意时刻k,邻接矩阵A(k)是双随机

的,且非负的权重有下界ς .即
∃ ς > 0; s.t. aij(k) > ς, ∀ (i, j) ∈ E(k).

假设4 整体约束集X有界,即存在常数CB >

0,使得∥x∥ ⩽ CB, ∀x ∈ X .
假设5 任意边 (i, j)上的随机噪声 εij(k)是一

个鞅差序列,满足

E[εij(k)|Fk−1] = 0, E[∥εij(k)∥2|Fk−1] < ζ.

其中: ζ > 0为常数;Fk为包含时刻k之前的所有随机

变量的σ代数,即
Fk = {xi(0), vi(0), pi(s), εij(s); i ∈ V, 0 ⩽ s ⩽ k}

∪
{ωp

i (l); 0 ⩽ l ⩽ k − 1, 1 ⩽ p ⩽ b, i ∈ V },

F0 = {xi(0), vi(0), pi(0), εij(0); i ∈ V }.

给定Fk,由算法 (2)∼ (5)生成的vi(0), . . . , vi(k)

和xi(0), . . . , xi(k)就全部确定了.
注意到算法 (3)中存在时延,在进行算法收敛性

分析时,会造成较为复杂的分析过程[14].笔者在文献
[15]中提出一种网络扩维的法则,可以保证扩维后的
邻接矩阵与原邻接矩阵有相同的随机性,进而可以简
化收敛性分析.本文考虑的是随机时延,无论时延边
的时延具体是多少,都按照最大时延来进行扩维,扩
维后邻接矩阵由A(k)变为Q(k),具体扩维方法和记
号参见文献[15].
扩维后含时延的算法 (2)∼ (5)转变为如下不含

时延的算法:

vi(k + 1) = γk

n+b̃∑
j=1

qij(k)vj(k) + αkd̃i(k); (6)

y0i (k) =

n+b̃∑
j=1

qij(k)[xj(k) + ηkεij(k)]− vi(k + 1);

(7)

ypi (k) = P
X

ω
p
i
(k)

i

[yp−1
i (k)], p = 1, . . . , b; (8)

xi(k + 1) = ybi (k). (9)

2 收敛性分析

为证明算法的收敛性,需要一些基本引理.参见
文献 [15]中的引理1、引理2、引理4、引理5以及对应
的参考文献,类似于文献 [15]中引理3的证明,可得下
面的引理.
引理1 若假设1∼假设5的条件均成立,则对于

任意 x̃ ∈ X ,有如下估计式成立:
∥xi(k + 1)− x̃∥2 ⩽

∥ωi(k)− x̃∥2 + ι2G2
f

[(
θβ +

1

n+ b̃

)
γk + αk

]2
+

ηk∥εi(k)∥2 − 2vi(k + 1)T(ωi(k)− x̃).

其中: ι= max
{ γ1
1− γ1

, 1
}
,

n+b̃∑
j=1

qij(k)xj(k) = ωi(k),

εi(k) =

n+b̃∑
j=1

qij(k)εij(k).

引理2 在假设1∼假设5成立的前提下,记 x̄(k)

=
1

n+ b̃

n+b̃∑
l=1

xl(k),其中xl(k)由算法 (6)∼ (9)生成,

则如下结论成立:
1) lim

k→+∞
∥xi(k)− x̄(k)∥ = 0 a.s., ∀i ∈ Ṽ ;

2) αk max
i∈Ṽ

{∥xi(k)− x̄(k)∥}是可加的,∀i ∈ Ṽ ,有

+∞∑
k=0

4pi(k) + 2

pi(k)
αk max

i∈Ṽ
{∥xi(k)− x̄(k)∥} < +∞ a.s.

证明 1)将xi(k + 1)和 x̄(k + 1)按算法(6)∼ (9)
回溯迭代到初始时刻,有
xi(k + 1) =

n+b̃∑
i=1

[Φ(k, 0)]ijxj(0)−
k−1∑
r=0

n+b̃∑
j=1

[Φ(k, r+1)]ijvj(r+1)−

vi(k + 1) +

k∑
r=0

n+b̃∑
j=1

[Φ(k, r)]ijηrεij(r)+

k−1∑
r=0

n+b̃∑
j=1

[Φ(k, r + 1)]ijϕj(r) + ϕi(k), (10)

x̄(k + 1) =

x̄(0) +
1

n+ b̃

k−1∑
r=0

n+b̃∑
j=1

ϕj(r) +
1

n+ b̃

n+b̃∑
i=1

ϕi(k)+
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1

n+ b̃

k∑
r=0

ηrεij(r)−
1

n+ b̃

k−1∑
r=0

n+b̃∑
j=1

vj(r + 1)−

1

n+ b̃

n+b̃∑
i=1

vi(k + 1). (11)

将vi(k + 1)从k迭代到0,注意到vi(0) = 0,则

vi(k + 1) = γk

n+b̃∑
j=1

aij(k)vj(k) + αkd̃i(k) =

k∏
τ=0

γτ

n+b̃∑
j=1

[Φ(k, 0)]ijvj(0) + αkd̃i(k)+

k−1∑
r=0

( k∏
τ=r+1

γτ

)
αr

n+b̃∑
j=1

[Φ(k, r + 1)]ij d̃j(r) =

k−1∑
r=0

( k∏
τ=r+1

γτ

)
αr

n+b̃∑
j=1

[Φ(k, r+1)]ij d̃j(r)+αkd̃i(k) ⩽

k−1∑
r=0

( k∏
τ=r+1

γτ

)
αr

(
θβk−r−1 +

1

n+ b̃

)
Gf + αkd̃i(k).

由γk是递减序列可推得

∥vi(k + 1)∥ ⩽
k−1∑
r=0

( k∏
τ=r+1

γτ

)
αr

(
θβk−r−1+

1

n+ b̃

)
Gf + αkGf ⩽

k−1∑
r=0

γk−r+1
r+1 γk

(
θβk−r−1 +

1

n+ b̃

)
Gf + αkGf ⩽

γ1
1− γ1

(
θβk−r−1 +

1

n+ b̃

)
Gfγk + αkGf ⩽

ιGf

[(
θβk−r−1 +

1

n+ b̃

)
γk + αk

]
. (12)

根据文献[15]中引理5和式(10)∼ (12)可得
E[∥xi(k + 1)− x̄(k + 1)∥|Fk] ⩽
n+b̃∑
i=1

∣∣∣[Φ(k, 0)]ij − 1

n+ b̃

∣∣∣ · ∥xj(0)∥+

k−1∑
r=0

n+b̃∑
j=1

∣∣∣[Φ(k, r + 1)]ij −
1

n+ b̃

∣∣∣ · ∥vj(r + 1)∥+

1

n+ b̃

n+b̃∑
i=1

∥vi(k + 1)∥+ ∥vi(k + 1)∥+

k∑
r=0

n+b̃∑
j=1

∣∣∣[Φ(k, r)]ij − 1

n+ b̃

∣∣∣ · ∥ηrεij(r)∥+
k−1∑
r=0

n+b̃∑
j=1

∣∣∣[Φ(k, r + 1)]ij −
1

n+ b̃

∣∣∣ · ∥vj(r + 1)∥+

1

n+ b̃

n+b̃∑
i=1

∥ϕi(k + 1)∥+ ∥ϕi(k + 1)∥ ⩽

θβk
n+b̃∑
j=1

∥xj(0)∥+(n+b̃)θιGf (γk+αk)

n+b̃∑
i=1

βk−r−1+

2ιGf (γk + αk) + (n+ b̃)ζθ

k∑
r=0

ηr∥εij(r)∥+

θ
k−1∑
r=0

βk−r−1
n+b̃∑
j=1

∥vj(r + 1)∥+ 2∥ϕi(k + 1)∥ ⩽

θβk
n+b̃∑
i=1

∥xj(0)∥+2(n+b̃)θιGf (γk+αk)
k−1∑
r=0

βk−r−1+

4ιGf (γk + αk) + (n+ b̃)ζθ

k∑
r=0

ηrβ
k−r.

由文献[15]中引理5及αk → 0,可得

lim
k→+∞

∥xi(k)− x̄(k)∥ = 0 a.s.

2)根据不等式2ab ⩽ a2 + b2可得
+∞∑
k=0

αk max
i∈Ṽ

{∥xi(k)− x̄(k)∥} ⩽

θ
n+b̃∑
i=1

∥xj(0)∥
+∞∑
k=0

αkβ
k+

2(n+ b̃)θιGf

+∞∑
k=0

αk(γk + αk)

k−1∑
r=0

βk−r−1+

4ιGf

+∞∑
k=0

αk(γk + αk)+

(n+ b̃)ζθ

+∞∑
k=0

k∑
r=0

αkηrβ
k−r ⩽

θ
n+b̃∑
i=1

∥xj(0)∥
+∞∑
k=0

αkβ
k+

3(n+ b̃)θιGf

+∞∑
k=0

k−1∑
r=0

α2
kβ

k−r−1+

(n+ b̃)θιGf

+∞∑
k=0

k−1∑
r=0

γ2
kβ

k−r−1 + 6ιGf

+∞∑
k=0

α2
k+

2ιGf

+∞∑
k=0

γ2
k +

ζθ

2
(n+ b̃)

+∞∑
k=0

k∑
r=0

(α2
k + η2r)β

k−r.

由文献[15]中引理4可得
+∞∑
k=0

αk max
i∈Ṽ

{∥xi(k)− x̄(k)∥} < +∞ a.s. 2
定理1 若假设1∼假设5均成立,问题 (1)的最

优集X∗非空,则存在最优点x∗ ∈ X∗,使得对于任意
个体 i ∈ Ṽ ,算法 (6)∼ (9)生成的状态序列xi(k)几乎

处处收敛到x∗,即 lim
k→+∞

xi(k) = x∗ a.s.
证明 由引理1,有

n+b̃∑
i=1

∥xi(k + 1)− x∗∥2 ⩽

n+b̃∑
i=1

∥ωi(k)− x∗∥2+
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n+b̃∑
i=1

ι2G2
f

[(
θβk−r−1 +

1

n+ b̃

)
γk + αk

]2
−

2
n+b̃∑
i=1

vi(k + 1)T(ωi(k)− x∗) +
n+b̃∑
i=1

η2k∥εi(k)∥2. (13)

利用不等式 2ab ⩽ a2 + b2,同时记 Γ (k) =
k−1∑
r=0

( k∏
τ=r+1

γr

)
αr,可得

− 2

n+b̃∑
i=1

vi(k + 1)T(ωi(k)− x∗) =

− 2
n+b̃∑
i=1

[
Γ (k)

n+b̃∑
j=1

[Φ(k, r+1)]ij d̃j(r)
]T
(ωi(k)−x∗)−

2
n+b̃∑
i=1

αkd̃i(k)
T(ωi(k)− x∗) ⩽

n+b̃∑
i=1

[
C2

B

∥∥∥Γ (k)

n+b̃∑
j=1

[Φ(k, r + 1)]ij d̃j(r)
∥∥∥2]

−

2

n+b̃∑
i=1

αkd̃i(k)
T(ωi(k)− x∗). (14)

因为−d̃i(k)
T(ωi(k)−x∗) = d̃i(k)

T(x∗−xi(k))+

d̃i(k)
T(xi(k)− ωi(k)),根据 d̃i(k)的定义,可得

d̃i(k)
T(x∗ − xi(k)) =

1

pi(k)
di(k)

T(x∗ − xi(k))+

1

pi(k)
dj1(xi(k))

T(x∗ − xi(k)) + . . .+

1

pi(k)
djpi(k)−1

(xi(k))
T(x∗ − xi(k)) ⩽

1

pi(k)
[fi(x

∗)− fi(xi(k))]+

1

pi(k)
[fj1(x

∗)− fj1(xi(k))] + . . .+

1

pi(k)
[fjpi(k)−1

(x∗)− fjpi(k)−1
(xi(k))] ⩽

1

pi(k)
[fi(x

∗)− fi(x̄(k))]+

1

pi(k)
[fi(x̄(k))− fi(xi(k))] ⩽

− 1

pi(k)
[fi(x̄(k))− fi(x

∗)]+

1

pi(k)
di(x̄(k))

T(x̄(k)− xi(k)) ⩽

− 1

pi(k)
[fi(x̄(k))− fi(x

∗)]+

Gf

pi(k)
max
i∈Ṽ

{∥x̄(k)− xi(k)∥}. (15)

根据范数的三角不等式,可得

d̃i(k)
T(xi(k)− ωi(k)) ⩽

Gf∥xi(k)− x̄(k)∥+Gf∥x̄(k)− ωi(k)∥ ⩽

2Gf max
i∈Ṽ

{∥x̄(k)− xi(k)∥}. (16)

于是,由式(14)∼ (16),式(13)可整理成
n+b̃∑
i=1

∥xi(k + 1)− x∗∥2 ⩽

n+b̃∑
i=1

∥ωi(k)− x∗∥2+

n+b̃∑
i=1

ι2G2
f

[(
θβk−r−1 +

1

n+ b̃

)
γk + αk

]2
+

n+b̃∑
i=1

η2k∥εi(k)∥2 − 2αk[f(x̄)− f(x∗)]+

4pi(k) + 2

pi(k)
(n+ b̃)Gfαk max

i∈Ṽ
{∥x̄(k)− xi(k)∥}+

n+b̃∑
i=1

∥∥∥Γ (k)

n+b̃∑
j=1

[Φ(k, r + 1)]ij d̃j(r)
∥∥∥2

. (17)

由文献[15]中引理5和双随机矩阵的定义,有
n+b̃∑
i=1

∥∥∥Γ (k)

n+b̃∑
j=1

[Φ(k, r + 1)]ij d̃j(r)
∥∥∥2

⩽

G2
f∥Γ (k)∥2

n+b̃∑
i=1

∥∥∥ n+b̃∑
j=1

[Φ(k, r + 1)]ij

∥∥∥2

⩽

(n+ b̃)G2
f∥Γ (k)∥2

(
θβk−r−1 +

1

n+ b̃

)2

. (18)

根据Γ (k)的定义有

∥Γ (k)∥2
(
θβk−r−1 +

1

n+ b̃

)2

⩽

(
θβk−r−1 +

1

n+ b̃

)2∥∥∥ k−1∑
r=0

γk−r−2
1 αrγr

∥∥∥2

. (19)

因此,由假设1∼假设5、引理2和式 (18)、(19)知 (17)
右边是收敛的.根据文献 [15]中引理2,存在x∗ ∈ X∗,
使得 lim

k→+∞
xi(k) = x∗ a.s. 2

3 数值仿真与结果分析

考虑包含7个智能体的多智能体系统优化问题
(1),设x ∈ R10,每个个体的局部成本函数如下:

fi(x) =
1

2
∥Aix− bi∥2 + λ∥x∥1, ∀i ∈ V.

其中:Ai = I10 + 0.1 × ∆, λ = 0.1,参数 bi ∈ R10

和∆ ∈ R10×10的每一个元素都是从正态分布中随

机生成.记整体约束为X =
7∩

i=1

Xi,个体 i的局部约

束为Xi =
1 000∩
j=1

Xj
i ,而Xj

i = {x|∥x∥ ⩽ 4 + j}.令

x̄(k) =
1

7

7∑
i=1

xi(k), xi(k)由算法 (6)∼ (9)生成.假定

边(1, 2)存在服从1∼ 3的均匀分布的随机时延,而网



436 控 制 与 决 策 第37卷

络在k时刻的邻接矩阵A(k)则由一系列随机生成的

初等矩阵取凸组合得到 (这种生成随机矩阵的做法
原理见文献[16]).取

αk =
1

k + 1000
, γk =

( 1 000

k + 1000

)0.5

,

ηk =
1

(k + 1000)0.2
,

同时在个体状态通讯过程中加入高斯白噪声,初始设
置ζ = 1.
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图 1 3种算法下误差f(x̄)− f(x∗)的收敛情况对比
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图 2 DMASPM算法下所有个体的状态xi(k)的收敛情况
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图 3 DMSM算法下所有个体的状态xi(k)的收敛情况
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图 4 DSM算法下所有个体的状态xi(k)的收敛情况

一方面,比较本文的多步近似次梯度随机投影
算法 (记为DMASPM, b = 500)、分布式多步次梯度
算法 (记为DMSM)和分布式次梯度算法 (记为DSM)
的收敛情况.从不同算法下个体均值函数值收敛到
最优值的速度比较 (图1)中可以看出, DMASPM的
收敛速度最快, DMSM次之,从而表明DMASPM算
法较DSM和DMSM算法有着更快的收敛速率.从
各算法下个体状态收敛情况 (图2∼图4)可以看出,
随机通讯噪声对DSM算法的影响较大,而DMSM
和DMASPM算法对随机噪声的适用性较好,从图
2∼图4中状态表现来看DMASPM算法最稳定.

3种算法在 3次运行后的平均时间对比见
图 5, DMSM的运行时间比 DSM增加了 34.4 %,
DMASPM的运行时间则比DSM增加了1.08倍.这是
一种可预见的结果,因为DMASPM算法相比于DSM
和DMSM算法额外执行了随机投影和多步近似次梯
度的计算,所以需要更长的运行时间来换取收敛速度
的提升.

0 2 4 6 8 10 12 14 16

t / (10 s)
- 2

DMASPM

DMSM

DSM

图 5 3种算法平均收敛时间对比

另一方面,以DMASPM算法为实验对象,研究批
量投影个数和噪声参数 ζ对f(x̄) − f(x∗)收敛的影

响.首先,从图6结果可以看出,增加批量随机投影个
数可以提高算法的收敛速度.其次,从图7的结果来
看,当 ζ < 10时 (图 7(a)), ζ越小, f(x̄) − f(x∗)收敛

得越快,但是区别不大;当 ζ = 10时 (图 7(b)),序列
f(x̄) − f(x∗)变得十分不稳定,这是因为 ζ = 10已

经超过了状态xi的值,完全破坏了状态xi(k)的通讯,
导致f(x̄)− f(x∗)无法收敛.因此可以得出:当ζ值较

小时,改变ζ的取值均不会改变算法的收敛性;当ζ值

过大时 (如ζ超过状态xi(k)值),代表着通讯过程中噪
声占据了主导地位,导致算法不收敛.
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图 6 随机投影个数b对f(x̄)− f(x∗)收敛的影响
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图 7 参数ζ的不同取值下f(x̄)− f(x∗)的收敛情况对比

4 结 论

对于切换网络下带有随机通讯噪声和随机通讯

时延的多智能体系统,在放松系统通讯带宽的前提
下,为个体定义了近似次梯度的概念,并与多步次梯
度框架结合,提出了一个分布式多步近似次梯度随机
投影算法.数值仿真结果表明,相比于一般的分布式
次梯度算法和多步次梯度算法,即使系统受到一定程
度随机噪声的影响,多步近似次梯度随机投影算法仍
然具有较快的收敛速度.
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