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基于一种新得分函数和累积前景理论的

毕达哥拉斯模糊TOPSIS法

李美娟†, 卢锦呈
(福州大学经济与管理学院，福州 350108)

摘 要: 针对属性权重未知、评价信息为毕达哥拉斯模糊数的多属性决策问题,对毕达哥拉斯模糊集的得分函数

进行深入分析,为解决现有得分函数中存在的不足,提出一种新得分函数,通过证明其相关定理,分析新得分函数

的性质.将新得分函数运用到毕达哥拉斯模糊多属性决策问题中,以帮助决策者更好地处理模糊的决策信息.此

外,针对现有大多数毕达哥拉斯模糊多属性决策方法基于决策者是完全理性的假设,忽略决策者在面临风险时的

不同主观价值感受,引入累积前景理论,提出基于新得分函数和累积前景理论的毕达哥拉斯模糊TOPSIS法.该方

法利用前景价值代替各方案与正负理想解之间的距离测度,能够避免忽略不同属性间相关性对决策结果造成的

影响,同时将各属性的灰靶贡献度近似看作对应指标对评价结果的重要程度以确定各属性的权重大小.最后,通

过实例分析验证了所提出得分函数及相关定理的正确性,并通过仿真数据进一步验证了所提出方法的有效性和

可行性.
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Abstract: Due to the deficiencies of the existing score function in Pythagorean fuzzy sets, a novel score function is
proposed, and the relevant theorems are proved to analyze the properties of the novel score function. Then, the novel
score function is introduced to Pythagorean fuzzy multi-attribute decision making methods to help decision makers (DM)
process the fuzzy decision information. Additionally, most Pythagorean fuzzy decision methods are based on the expected
utility theory, which assumes that the DM has perfect knowledge about the decision environment associated with perfectly
rational when making decisions, and the subjective value perception of the DM is ignored when facing losses and gains.
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0 引 言

在多属性决策问题中,随着决策的复杂性和不确
定性的不断提高,以及事物本身的模糊性和人类自身
知识水平的局限性,决策者往往难以用精确的数值对
事物进行评价,而是用“很好、好、一般、差、较差”
等模糊语言表达自己对于事物的判断.因此,越来
越多的学者将模糊集[1]的概念引入到多属性决策

方法中.针对 Zadeh[1]所提出模糊集中仅考虑隶属

度的缺陷,在传统模糊集的基础上,学者们对模糊集
进行拓展,使其更加满足多属性决策问题的需求.如
Atanassov[2]提出了包含隶属度、非隶属度和犹豫度

的直觉模糊集,弥补了传统模糊集仅考虑隶属度的不
足,使其在实际运用中更具有灵活性,同时更加契合
决策者在制定决策过程中存在着不同程度的犹豫以

及知识水平局限性的特征. Atanassov等[3]对直觉模

糊集进一步推广,提出了区间直觉模糊集的概念以弥
补某些情形下直觉模糊集中隶属度和非隶属度难以

用精确数表示的不足.近20年来,直觉模糊理论引起
了众多学者的关注和研究[4-5],取得了丰硕的研究成
果,并应用于广泛的领域中[6-7].

随着直觉模糊集的不断发展,其在决策过程中的
不足之处也逐渐显现出来, Yager[8]发现在直觉模糊

集中,会出现专家给出各属性下的隶属度与非隶属度
之和大于1的情形,此时专家需要重新给出隶属度和
非隶属度以满足直觉模糊集中隶属度与非隶属度之

和小于等于1的约束,这样可能会造成修改后的隶属
度和非隶属度不能准确地表达专家的偏好信息,从而
影响决策结果的准确性.为此, Yager[8]提出了毕达哥

拉斯模糊集,允许隶属度与非隶属度之和大于1,但隶
属度与非隶属度的平方和不超过1,使专家能够不受
隶属度与非隶属度之和不超过1的约束,从而更加准
确地表达他们的偏好信息,提高了应用的灵活性.毕
达哥拉斯模糊集被提出后引起了学者们的广泛关注,
对其的研究主要分为两类,一类是对其运算法则、集
结算子等的研究[9-10];另一类是将多属性决策方法拓
展到毕达哥拉斯模糊环境中[11-12].

TOPSIS法[13]作为一种应用广泛的多属性决策

方法,自提出以来吸引了学者们的广泛研究[14-15],其
基本思想是从有限的可行方案中选择距离正理想

解最近、同时距离负理想解最远的方案作为最优方

案.随着决策的复杂性和不确定性不断提高,越来
越多的学者将TOPSIS法推广到模糊环境中以满足
实际应用的需要,如将TOPSIS法拓展到直觉模糊环
境[16]、犹豫模糊环境[17]等.毕达哥拉斯模糊集提出

后,学者们逐渐将TOPSIS法拓展到毕达哥拉斯模糊
环境中以增强其应用的灵活性. Zhang等[10]通过将

毕达哥拉斯模糊集与直觉模糊集进行比较,定义了
毕达哥拉斯模糊集的运算法则,并提出了毕达哥拉
斯模糊环境下的TOPSIS法. Liang等[18]将毕达哥拉

斯模糊集与犹豫模糊集相结合,定义了毕达哥拉斯
犹豫模糊集,并提出了基于毕达哥拉斯犹豫模糊集
的TOPSIS法.曾守桢等[19]在分析现有距离测度方法

不足的基础上,给出了新的毕达哥拉斯模糊距离测
度,同时探讨其特征以及与现有毕达哥拉斯模糊测
度的关系,并提出了基于毕达哥拉斯模糊距离测度的
TOPSIS方法.
以上基于毕达哥拉斯模糊集的TOPSIS法大多

都是建立在决策者行为完全理性的基础上,然而在实
际多属性决策问题中,决策者由于知识水平等具有局
限性,其决策行为是有限理性的,并且决策者对于结
果是具有风险偏好的[20],因此将决策者的风险偏好
考虑到多准则决策问题中尤为重要.前景理论[21]自

1979年提出以来已经成为了学者们的研究热点之一,
为了使其更符合实际运用, Tversky等[22]于1992年提
出累积前景理论,其理论模型由损益参考点、价值函
数和决策权重3部分构成.该理论认为,人们通常在
决策中会高估小概率事件的发生概率而低估大概率

事件的发生概率,因此需要对客观概率进行修正,从
而给出了概率权重函数,更加符合人们决策过程中
的实际情况.因此,针对TOPSIS法中认为决策者是
完全理性的不足,结合前景理论的特征,学者们逐渐
将前景理论引入到TOPSIS法中.王正新等[23]考虑决

策者的风险偏好对多准则决策的影响,将累积前景
理论与灰色关联分析方法相结合解决多准则决策问

题.王娟等[24]将前景理论引入到三角犹豫模糊环境

下的TOPSIS法中,以反映决策者心理行为特征对决
策的影响.
现有文献将前景理论引入TOPSIS法时,主要是

将前景理论与距离测度相结合,忽略属性间相关性的
影响.此外,在分析现有文献的基础上,为解决现有得
分函数存在的问题,本文提出一种新得分函数,其不
仅考虑了毕达哥拉斯模糊数 (PFN)中的犹豫度,而且
利用人们的从众心理对犹豫度进行处理[25-27],还考
虑了决策者希望犹豫度越低越好的期望以及人们希

望不确定性决策信息越少越好的认知习惯,从而使得
分函数更加完善.最后利用所提出的得分函数将毕
达哥拉斯模糊数转换成精确数,从而解决了利用模
糊数不易进行决策的问题.同时使用距离测度,尤其
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是欧氏距离表示各方案与正负理想解之间距离时会

受到属性间的相关性的影响,这是TOPSIS法中存在
已久的问题[28],以往文献通常利用马氏距离[28]或独

立成分分析[29]等方法进行解决.然而,在表示各方案
与正负理想解之间的差距时并不局限于使用距离测

度[30].本文通过计算各方案相对于正负理想解的前
景损益值代替各方案与正负理想解之间的距离测度,
从而避免了欧氏距离忽略属性间相关性而对结果的

影响.在此基础上,提出了基于新得分函数和累积前
景理论的毕达哥拉斯模糊TOPSIS法.

1 基础理论

1.1 毕达哥拉斯模糊集

定义1 [10] 设U为给定论域,F = {⟨x, F (µ(x),

ν(x))⟩ | x ∈ U}为论域U上的毕达哥拉斯模糊集

(PFS),其中µ(x)和ν(x)分别为论域U中x ∈ F的隶

属度和非隶属度,并且满足: ∀x ∈ U ,µ(x), ν(x) ∈
[0,1], 0 ⩽ µ(x)2 + ν(x)2 ⩽ 1.同时,称∀x ∈ U ,π(x)=√
1− µ(x)2 − ν(x)2为论域U中x属于F的不确定

性,即犹豫度.为方便表述,设f =F (µ, ν)为毕达哥拉

斯模糊数(PFN).
定义2 [10] 设f =F (µ, ν)为任意PFN,则有f c=

F (ν, µ).

1.2 累积前景理论

累积前景理论由Tversky等[22]于1992年提出,在
“有限理性”的基础上,考虑了决策者主观风险的偏
好,其理论模型主要由损益参考点、价值函数和决策
权重3部分组成.其中,损益参考点是决策者评判预
期与结果差距的重要依据,结果大于参考点表示决
策者的心理感受为收益;结果小于参考点表示决策
者的心理感受为损失.参考点的选取包括零点、中位
数、各属性的期望值以及正负理想解,本文在毕达哥
拉斯模糊问题中选取正、负理想解点作为损益参考

点.价值函数类似于期望效用理论中的效用函数,是
将具体的损益转化为人们主观的前景价值的函数,具
体形式[22]如下:

v(∆x) =

 (∆x)α, ∆x ⩾ 0;

− θ(−∆x)β, ∆x < 0.
(1)

其中:∆x为x偏离某一参考点x0的大小,∆x ⩾ 0表

示收益,∆x < 0表示损失;α、β为决策者对收益和损
失的敏感程度,决策者在面临收益时更倾向于风险规
避,面临损失时更倾向于风险偏好; θ为损失厌恶系
数, θ > 1表明决策者相对于收益而言对损失更加敏

感.经Tversky等[22]分析研究,α=β=0.88, θ=2.25.
累积前景理论区别于前景理论的关键在于权

重函数的不同,前者所采用的权重函数不再是线性
函数,而是反S型曲线,反映出决策者往往会高估小
概率事件的发生概率而低估大概率事件的发生概

率.针对收益和损失的概率权重计算公式分别为

Π+(p) =
pγ

(pγ + (1− p)γ)
1
γ

,

Π−(p) =
pδ

(pδ + (1− p)δ)
1
δ

. (2)

其中: p为概率; γ、δ为参数,表示概率权重函数的弯
曲程度,经Tversky等[22]分析研究, γ = 0.61, δ = 0.69.
为了更加形象地说明累积前景理论中权重函数的特

征,给出γ = 0.61, δ = 0.69时收益和损失状态下的权

重函数如图1[22]所示.

p

Π
p

(
 
)

0 1.00.2 0.4
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0
+

-Π p( )

Π p( )

0.6 0.8

图 1 收益和损失状态下的权重函数

由图1可见,经过式 (2)调整后,客观概率转变为
决策权重,此时小概率事件的权重将被放大,使得
Π(p) > p,大概率事件的权重将被缩小,使得Π(p) <

p,从而更加符合实际决策过程.虽然
∑

p = 1,但是

经过权重函数的调整后使得转换后的
∑

Π+(p)和∑
Π−(p)会出现不等于1的现象[22].

2 毕达哥拉斯模糊集中新得分函数

2.1 关于毕达哥拉斯模糊集中现有得分函数的分析

假设一个PFN为f = F (µ, ν),其中µ和ν分别为

隶属度和非隶属度. Zhang等[10]提出的毕达哥拉斯

模糊得分函数为

sZhang(f) = µ2
f − ν2

f , (3)

其中s(f) ∈ [0,1].
虽然文献 [10]提出的得分函数通常能够比较出

PFN的大小,但是在一些特殊情形中可能会失效.例
如,现有两个模糊数f1 = F (0.3, 0.3)和f2 = F (0.2,

0.2),此时运用上述得分函数得出s(f1)=s(f2)=0,无
法区分 f1与 f2的大小.为了解决该问题, Peng等[31]

提出了精确函数,以便进一步区分不同的PFN,有

hPeng(f) = µ2
f + ν2

f , (4)

其中h(f) ∈ [0,1].
虽然Peng等[31]提出的精确函数能够进一步区
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分得分函数无法区分的PFN,但是也增加了决策者的
计算负担. Ma等[32]通过分析发现,上述得分函数和
精确函数实际上在对隶属函数和非隶属函数进行平

方计算后,数值会被压缩而偏小,因此对Zhang等[10]

所提出的得分函数进行处理[32],设处理后的得分函
数为sMa(f)和hMa(f).但是, sMa(f)同样无法处理上

述问题,且上述所提出的得分函数和精确函数都没考
虑犹豫度(π(x))的影响,从而不能有效地利用PFN所
提供的信息,造成决策信息的丢失[33].为了解决这一
问题, Peng等[33]在得分函数中考虑了犹豫度的影响,
提出一种新得分函数,即

sPeng and Ma(f) = µ2
f − ν2

f + (µ2
f − ν2

f )π
2
f , (5)

其中sPeng and Ma(f) ∈ [−1,1].
Peng等[33]所提出方法将 PFN中的犹豫度纳入

得分函数中,最大效度地利用了决策信息,并且遇到
上述隶属度与非隶属度相等无法区分PFN情形时,
sPeng and Ma(f)可以通过比较其犹豫度进行区分.例
如,同样对于模糊数f1 = F (0.3, 0.3)和f2 = F (0.2,

0.2),虽然sPeng and Ma(f1) = sPeng and Ma(f2) = 0,但
是πf1 =

√
0.72 < πf2 =

√
0.92,所以有f1 > f2.更重

要的是, Peng等[31]所提出的得分函数还引入了人们

在决策时的从众心理[25-27],犹豫度会受到支持度和
反对度 (即隶属度和非隶属度)的影响,当支持度大
于反对度时 (µ > ν),处于犹豫中的人们更倾向于跟
随大流,即转向支持,从而对得分函数起到激励作用
((µ2

f − ν2
f )π

2
f为正);当支持度小于反对度时 (µ < ν),

处于犹豫中的人们更倾向于转向反对,从而对得分函
数起到惩罚作用((µ2

f − ν2
f )π

2
f为负).

虽然Peng等[33]所提出得分函数具有很多优点,
但同样存在不足,即sPeng and Ma(f)存在与决策者预

期和人们认知习惯相悖的问题.当决策者利用得分
函数对方案进行排序时,希望最优方案支持度越高越
好,反对度越低越好,并且犹豫度越低越好[34].例如,
现有两个模糊数 f1 = F (0.7,

√
0.34)和 f2 = F (0.6,

√
0.21),使用sPeng and Ma(f)进行计算可得

sPeng and Ma(f1) = 0.176,

sPeng and Ma(f2) = 0.215,

且πf1 = 0.17,πf2 = 0.43.由计算结果可见, f1 < f2,
但是除了反对度外,无论从支持度还是从犹豫度而
言, f1都要优于f2,并且使用sZhang(f)和hPeng(f)计

算这两个PFN可得

sZhang(f1) = sZhang(f2) = 0.15,

hPeng(f1) = 0.83 > hPeng(f2) = 0.57,

得出的结论也是f1>f2.因此,无论从直觉上看,还是
从理论上分析,都应该是f1 > f2,同时与文献 [33]中
所阐述的使用 sPeng and Ma 计算的结果与使用

sZhang(f)和hPeng(f)计算的结果一致这一结论不符.
通过分析发现, Peng等[33]所提出得分函数之所

以会存在这一缺陷,主要是因为在处理犹豫度时忽略
了决策者希望犹豫度越小越好的期望,以及人们在做
决策时希望不确定信息越少越好的认知习惯,特别是
在处理支持度大于反对度时 (µ > ν),由sPeng and Ma

的表达式可知,犹豫度越大得分函数越大,从而与决
策者的期望和人们的认知相悖,甚至在某些情况下与
事实不符.为了解决这一问题,下一节本文将提出一
种新得分函数,不仅能够保留sPeng and Ma的优点,还
能弥补其不足之处.

2.2 一种新的毕达哥拉斯模糊得分函数

在实际决策过程中,决策者总是希望最优方案中
PFN支持度越高越好,反对度越低越好,并且犹豫度
越低越好 (即不确定性越低越好).同时,为了充分利
用决策信息,应该将PFN中的犹豫度也考虑到得分
函数中,并且引入从众心理处理犹豫度[25-27],这样更
加符合实际情况.基于此,本文提出一种新得分函数,
具体如下.
定义3 假设f = F (µ, ν)为一个PFN,则其得分

函数为

sproposed(f) = µ2
f − ν2

f +
µ2
f − ν2

f

1 + π2
f

. (6)

在犹豫度部分
(
即

µ2
f − ν2

f

1 + π2
f

)
,µ2

f − ν2
f反映出人

们的从众心理,当支持度大于反对度时 (µ > ν),犹豫
中的人们倾向于转向支持;当支持度小于反对度时
(µ < ν),犹豫中的人们倾向于转向反对.

1

1 + π2
f

反映

出决策者希望犹豫度越小越好的期望以及人们希望

不确定性越低越好的认知习惯,更符合实际情况.
定义 4 对于两个PFN, f1 = F (µ1, ν1)和 f2 =

F (µ2, ν2),有
1)如果sproposed(f1)>sproposed(f2),则f1>f2;
2)如果sproposed(f1)<sproposed(f2),则f1<f2;
3) 如果sproposed(f1) = sproposed(f2),则比较πf1

与πf2的大小,若πf1 > πf2则f1 < f2,若πf1 < πf2则

f1>f2.
对本文所提出的得分函数进行深入分析,得出以

下定理.
定理1 假设f = F (µ, ν)为一个PFN,新得分函
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数sproposed(f)相对于µ单调递增,相对于ν单调递减.
证明 将π2

f =1− µ2
f − ν2

f代入sproposed(f)中,
可得

sproposed(f) = (µ2
f − ν2

f )
(
1 +

1

2− µ2
f − ν2

f

)
.

对µ求偏导,得
∂sproposed(f)

∂µ
=

2µf [(µ
2
f + ν2

f − 3)2 − 3 + 2µ2
f ]

(2− µ2
f − ν2

f )
2

.

又因为0 ⩽ µ2
f + ν2

f ⩽ 1,所以 (µ2
f + ν2

f − 3)2 − 3 ⩾

1,且µf , νf ∈ [0,1],进而有
∂sproposed(f)

∂µ
> 0,因此

sproposed(f)相对于µ单调递增.同理,对ν求偏导,得

∂sproposed(f)

∂ν
=

2νf [(µ
2
f + ν2

f − 3)2 − 3 + 2ν2
f ]

(2− µ2
f − ν2

f )
2

.

因为 0 ⩽ µ2
f + ν2

f ⩽ 1,且 µf , νf ∈ [0,1],所以
∂sproposed(f)/∂ν < 0, sproposed(f)相对于 ν单调递

减. 2
定理2 假设f = F (µ, ν)为一个PFN,则新得分

函数满足:
1)sproposed(f) ∈ [−2,2];
2)当且仅当f =F (1, 0)时,有sproposed(f) = 2,当

且仅当f=F (0, 1)时,有sproposed=−2.
证明 由定理1可知, sproposed(f)相对于µ单调

递增且相对于ν单调递减,所以有

sproposed (F (0, ν))min = min
0⩽ν⩽1

{
− ν2

f −
ν2
f

2− ν2
f

}
=

− ν2
f −

ν2
f

2− ν2
f

∣∣∣
ν=1

= −2,

此时PFN为F (0, 1).同理可证, sproposed (F (1, ν))max

= 2,此时PFN为F (1, 0).综上所述,有sproposed(f) ∈
[−2, 2],当且仅当f = F (0, 1)时,有sproposed(f) =−2,
当且仅当f=F (1, 0)时,有sproposed(f)=2. 2

定理3 假设f1 = F (µ1, ν1)和f2 = F (µ2, ν2)为

两个PFN,当µ1 > µ2且ν1 < ν2时,有f1 > f2;当µ1 <

µ2且ν1>ν2时,有f1<f2.
证明 由定理1可知, sproposed(f)相对于µ单调

递增且相对于ν单调递减,所以当µ1 > µ2且ν1 < ν2

时,有f1 > f2.同理可证,当µ1 < µ2且ν1 > ν2时,有
f1<f2. 2
定理4 f =F (µ, ν)为一个PFN,若f c=F (ν, µ),

则有sproposed(f)=−sproposed(f
c).

证明 由得分函数的定义可知

sproposed(f) = µ2
f − ν2

f +
µ2
f − ν2

f

1 + π2
f

.

根据定义2可得

sproposed(f
c) = ν2

f − µ2
f +

ν2
f − µ2

f

1 + π2
f

= −sproposed(f),

即sproposed(f)=−sproposed(f
c). 2

定理1表明,支持度越高得分函数越大,反对度
越高得分函数越小,符合人们的认知习惯.定理 2
分析了得分函数的取值范围以及极端情形下的取

值.定理3表明了新得分函数的有效性.定理4阐述
了PFN与其补集的得分函数之间的关系.定理1∼定
理4描述了新得分函数所具有的性质,并且反映出其
不仅保留了sPeng and Ma(f)所具有的优势,还弥补了
sPeng and Ma(f)的不足.
为更形象地表明sproposed(f)相较sPeng and Ma(f)

的优势所在,给出具体说明如表1所示.
由表 1中例 1可知,所提出方法解决了上述

sPeng and Ma(f)存在的问题,并且使用sproposed(f)计

算所得的结果与将 sZhang、hPeng相结合计算所得

的结果一致,初步验证了所提出得分函数的有效
性.同时,与 sZhang和hPeng相比, sproposed(f)可以直

接得出比较结果,而单独使用 sZhang无法区分f1与

f2的大小,需要再使用hPeng才能得出结果,因此相比
于sZhang和hPeng,所提出得分函数不需要二次比较,
简化了决策过程.

表 1 不同得分函数的比较

PFN 得分函数 比较大小

例1 f1=F (0.7,
√
0.34), f2=F (0.6,

√
0.21)

sZhang(f1)=0.15, sZhang(f2)=0.15 f1=f2

hPeng(f1)=0.83, hPeng =0.57 f1>f2

sPeng and Ma(f1)=0.175 5, sPeng and Ma(f2)=0.214 5 f1<f2

sproposed(f1)=0.278 2, sproposed(f2)=0.254 9 f1>f2

sZhang(f1)=0.34, sZhang(f2)=0.34 f1=f2

hPeng(f1)=0.94, hPeng(f2)=0.64 f1>f2

例2 f1=F (0.8,
√
0.3), f2=F (0.7,

√
0.15) sMa(f1)=0.583 1, sMa(f2)=0.583 1 f1=f2

hMa(f1)=0.969 5, hMa(f2)=0.8 f1>f2

sproposed(f1)=0.660 8, sproposed(f2)=0.59 f1>f2
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由表1中例2可知,相比于得分函数sZhang(f)和

sMa(f),所提出得分函数具有更强的区分能力.相比
于其他得分函数需要通过精确函数进行区分的情况,
所提出得分函数能够直接区分而不需进行二次比较,
大大减轻了决策者的负担,同时与通过精确函数进行
二次比较的结果一致,进一步验证了所提出得分函数
的有效性.

3 一种新的毕达哥拉斯模糊TOPSIS法
本节运用所提出得分函数将PFN转换为精确数,

从而更好地进行决策.大多数毕达哥拉斯模糊多属
性决策方法是基于“期望效用理论”[35],即决策者是
完全理性的,但是在实际决策过程中,决策者在面对
损失和收益时具有不同的心理偏好,从而对决策结
果产生不可忽视的影响.因此本文将累积前景理论
引入到毕达哥拉斯模糊多属性决策方法中,提出了
基于新得分函数和累积前景理论的毕达哥拉斯模糊

TOPSIS法.该方法不仅考虑决策者的主观价值感受,
而且能够克服使用欧氏距离忽略属性间相关性的问

题[28],具体如下.
假设一个毕达哥拉斯模糊环境下的多属性决

策问题包括m个备选方案和n个决策属性.令A =

{A1, A2, . . . , Am}为方案集,C = {C1, C2, . . . , Cn}为
属性集,设属性的权重向量ω = (ω1, ω2, . . . , ωn)

T未

知,且满足ωj ∈ [0, 1],
n∑
j=1

ωj =1.方案Ai(i=1, 2, . . . ,

m)在属性Cj(j=1, 2, . . . , n)的毕达哥拉斯模糊数为

fij = F (µij , νij), fij表示决策者给出的方案Ai关于

属性Cj的评估值,µij和νij分别为方案Ai关于属性

Cj的隶属度和非隶属度.最终得到毕达哥拉斯模糊
多属性决策矩阵为

P = (fij)m×n =


F (µ11, ν11) . . . F (µ1n, ν1n)

...
. . .

...
F (µm1, νm1) . . . F (µmn, νmn)

.
基于新得分函数和累积前景理论的毕达哥拉斯

模糊TOPSIS法的步骤如下.
step 1: 首先根据所提出得分函数 (式 (6)),将PFN

转换成精确数以便决策,从而得到基于得分函数的决
策矩阵S=(sproposed(fij))m×n.

step 2: 确定正理想解X+和负理想解X−,分别
为

X+ ={sproposed(f
+
1 ), . . . , sproposed(f

+
n )} =

{ max
1⩽i⩽m

sproposed(f
+
ij )|j = 1, 2, . . . , n};

X− ={sproposed(f
−
1 ), . . . , sproposed(f

−
n )} =

{ min
1⩽i⩽m

sproposed(f
−
ij )|j = 1, 2, . . . , n}. (7)

step 3:根据得分函数确定属性权重.由于本文使
用累积前景理论反映决策者的主观心理感受,属性权
重的确定不宜再采用主观赋权法,应使用客观赋权
法,以实现从不同角度对决策信息进行处理,从而得
到更加合理的结果.本文采用灰色关联分析理论中
的贡献度分析[36],通过将灰靶贡献度近似看作相应
指标对评价结果的重要程度,从而确定各指标的权
重.贡献度越大,权重越大;贡献度越小,则相应的权
重也越小,具体计算如下.第 j个指标对应的贡献度

为

g(xj , x
+) =

1

m

m∑
i=1

g+ij . (8)

对g(xj , x
+)进行归一化,得第j个指标权重为

ωj =
g(xj , x

+)
n∑

j=1

g(xj , x
+)

. (9)

其中

r+ij =

min
1⩽i⩽m

min
1⩽j⩽n

∆+
ij(s) + ρ max

1⩽i⩽m
max
1⩽j⩽n

∆+
ij(s)

∆+
ij(s) + ρ max

1⩽i⩽m
max
1⩽j⩽n

∆+
ij(s)

,

∆+
ij(s) = |sproposed(f

+
j )− sproposed(fij)|,

通常取ρ=0.5.
step 4: 由式 (1)计算相对于正负理想解的前景收

益值v+ij和前景损失值v−ij ,并且用各方案在各属性下
相对于正负理想解的前景损益值代替TOPSIS法中
各方案与正负理想解之间距离测度.

step 5: 根据 step 3所得的权重值计算权重函数
Π+(ωj)和Π−(ωj),分别为

Π+(ωj) =
ωγ
j

ωγ
j + (1− ωj)

1
γ

,

Π−(ωj) =
ωδ
j

ωδ
j + (1− ωj)

1
δ

, (10)

其中ωj为属性权重,且
n∑
j=1

ωj = 1.需要指出的是,正

如第 1.2节中对权重函数的分析,属性权重ωj由式

(10)调整转换后,所得决策权重之和会出现不等于1
的现象,但不会影响综合损益值的计算.

step 6: 根据下式分别计算决策者面临收益和损
失时的综合收益值和损失值:

V +
i =

n∑
j=1

v+ijΠ
+(ωj),

V −
i =

n∑
j=1

v−ijΠ
−(ωj). (11)
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step 7: 基于传统TOPSIS法的思想,所计算各备
选方案的相对贴近度不能保证最优方案在最接近

正理想解的同时与负理想解最远,因此根据Hadi-
Vencheh等[37]的研究,给出在毕达哥拉斯模糊环境下
基于新得分函数和累积前景理论的改进相对贴近度

RCi =
|v+i |

maxi|v+i |
− |v−i |

mini|v−i |
, (12)

其中RCi ⩽ 0,其值越大表明方案Ai越接近正理想解

的同时距离负理想解越远.

4 决策应用与对比分析

本节首先运用一组实例数据验证所提出得分函

数的有效性、相关定理的正确性以及所提出方法的

有效性;然后将所提出方法应用于多组仿真数据中,

并且与其他方法得出的结果进行对比分析,以验证所
提出方法的有效性和优势所在.

4.1 实例分析

为进一步实施创新驱动战略,某地区政府、高
校和企业进行合作从而促进地区经济发展,其主要
实施途径是一系列R & D项目的开展[38].现假设有6
个R & D项目Ai(i = 1, 2, . . . , 6)可供选择,考虑的属
性指标有 6项,C1:技术,C2:公司和战略,C3:监管机
构,C4:市场,C5:财务状况,C6:应用.各项指标皆为效
益型指标,相应的属性权重ω = (ω1, ω2, . . . , ω6)

T未

知,且满足ωj ∈ [0, 1]和
n∑

j=1

ωj = 1,并以毕达哥拉斯

模糊数的形式给出各方案的评价信息,需选择最优
R & D项目,具体评价信息见表2.

表 2 毕达哥拉斯模糊决策矩阵

序号 U C1 C2 C3 C4 C5 C6

1 A1 F (0.80, 0.32) F (0.85, 0.20) F (0.90, 0.40) F (0.20, 0.80) F (0.30, 0.90) F (0.24, 0.88)

2 A2 F (0.30, 0.90) F (0.30, 0.80) F (0.20, 0.60) F (0.64, 0.42) F (0.74, 0.48) F (0.69, 0.51)

3 A3 F (0.50, 0.60) F (0.70, 0.30) F (0.56, 0.50) F (0.50, 0.80) F (0.70, 0.70) F (0.85, 0.30)

4 A4 F (0.46, 0.70) F (0.68, 0.48) F (0.74, 0.60) F (0.46, 0.55) F (0.76, 0.53) F (0.72, 0.43)

5 A5 F (0.60, 0.50) F (0.80, 0.30) F (0.65, 0.43) F (0.58, 0.53) F (0.68, 0.20) F (0.75, 0.28)

6 A6 F (0.84, 0.50) F (0.92, 0.35) F (0.80, 0.30) F (0.14, 0.86) F (0.10, 0.92) F (0.40, 0.60)

7 PIS1 F (0.80, 0.32) F (0.92, 0.35) F (0.90, 0.40) F (0.64, 0.42) F (0.68, 0.20) F (0.85, 0.30)

8 NIS1 F (0.30, 0.90) F (0.30, 0.80) F (0.20, 0.60) F (0.14, 0.86) F (0.10, 0.92) F (0.24, 0.88)

9 PIS2 F (0.80, 0.32) F (0.85, 0.20) F (0.80, 0.30) F (0.64, 0.42) F (0.68, 0.20) F (0.85, 0.30)

10 NIS2 F (0.30, 0.90) F (0.30, 0.80) F (0.20, 0.60) F (0.14, 0.86) F (0.10, 0.92) F (0.24, 0.88)

11 PIS3 F (0.80, 0.32) F (0.92, 0.35) F (0.90, 0.40) F (0.64, 0.42) F (0.68, 0.20) F (0.85, 0.30)

12 NIS3 F (0.30, 0.90) F (0.30, 0.80) F (0.20, 0.60) F (0.14, 0.86) F (0.10, 0.92) F (0.24, 0.88)

表 2第 7∼ 12行分别为由 sZhang(f)、hPeng(f)、

sPeng and Ma(f)和 sproposed(f)计算所得的正负理想

解.
根据式 (7)将毕达哥拉斯模糊数转换成精确数,

具体如表 3所示.由表 3可知,将PFN转换为精确数
后,决策者仅需根据表 3中的决策信息矩阵进行分
析即可,大大降低了决策难度.同时由表2可知,根据
sproposed(f)所得的正理想解 (PIS)和负理想解 (NIS)
与通过文献 [10, 31]得分函数计算得到的PIS和NIS
完全一致,这在一定程度上表明了本文所提出得分
函数的有效性,但是与由文献 [33]得分函数计算出
的PIS和NIS存在差异.例如,通过sPeng and Ma(f)计

算属性C2和C3下的正理想解分别为A1和A6,使用
sZhang(f)、hPeng(f)和sproposed(f)计算属性C2和C3

下的正理想解分别为A6和A1,其中属性C2下A1

和A6的毕达哥拉斯模糊数分别为FA1
(0.85, 0.2)和

FA6
(0.92, 0.35),且πfA1

=0.49,πfA6
=0.18.除非隶属

度外,无论从隶属度还是犹豫度而言,A6都要优于

A1,并且使用 sZhang(f)和 hPeng(f)以及 sproposed(f)

得出的结果都是A6优于A1,即无论从直觉还是从理
论而言,A6都是优于A1的.同理,在属性C3下,A1也

要优于A6,与第 2.2节中相关分析一致,再次验证了
所提出得分函数的有效性和优势所在,同时也表明了
使用sPeng and Ma(f)可能会得出有偏误的结果.

表 3 各PFN的得分函数

方案 C1 C2 C3 C4 C5 C6

A1 0.97 1.23 1.28 −1.06 −1.38 −1.33
A2 −1.38 −0.98 −0.52 0.40 0.58 0.39
A3 −0.19 0.68 0.11 −0.74 0.00 1.17
A4 −0.49 0.41 0.36 −0.15 0.56 0.59
A5 0.19 0.98 0.41 0.10 0.71 0.84
A6 0.89 1.43 0.98 −1.30 −1.57 −0.34
PIS 0.97 1.43 1.28 0.40 0.71 1.17
NIS −1.38 −0.98 −0.52 −1.30 −1.57 −1.33

由表3可知,通过所提出得分函数计算的得分皆
在区间 [−2,2]内,验证了定理2的正确性.且由表2可
知,属性C5和C6下方案A2的PFN分别为



490 控 制 与 决 策 第37卷

f(A2)C5
= F (0.74, 0.48),

f(A2)C6
= F (0.69, 0.51),

即满足µf(A2)C5
>µf(A2)C6

且νf(A2)C5
<νf(A2)C6

.通过
所提出得分函数计算可得, sproposed(fA2

)C5
= 0.58>

sproposed(fA2
)C6

= 0.39,同时在属性C1和C2下方案

A1的PFN分别为f(A1)C1
= F (0.8, 0.32)和f(A1)C2

=

F (0.85, 0.2),即 µf(A1)C1
< µf(A1)C2

且 νf(A1)C1
>

νf(A1)C2
.通过所提出得分函数计算后,A1在属性C1

和C2下的得分函数分别为sproposed(fA1
)C1

= 0.97<

sproposed(fA1
)C2

= 1.23,验证了定理 3的正确性.此
外,由表2可见,在属性C2下fA2

= F (0.3, 0.8)和fA5

= F (0.8, 0.3)为互补关系,通过所提出得分函数计算
A2和A5在属性C2下的得分可得, sproposed(fA2

)C2
=

−sproposed(fA5
)C2

(对应于表3中的第3列的第3行和
第6行),验证了定理4的正确性.实际上,表2中其他
相关数据均可验证相关定理的正确性,限于篇幅,不
一一列举.

运用所提出方法对上述实例进行计算,同时运用
文献 [10, 38]方法对同一实例进行计算以进行比较分
析,所得评价结果如表4所示.

表 4 针对同一实例不同方法所得结果及排序

备选方案 所提出方法 文献 [10] 文献 [36]

A1 −1.3504 (5) 0.5088 (4) −1.2435 (4)

A2 −1.8670 (6) 0.3842 (6) −1.9011 (6)

A3 −0.9047 (3) 0.5483 (3) −1.1522 (3)

A4 −0.8081 (2) 0.6058 (2) −0.7916 (2)

A5 0.0000 (1) 0.7522 (1) 0.0000 (1)

A6 −1.2372 (4) 0.4885 (5) −1.4556 (5)

由表4可见 (评价值后括号内的数值为排序值),
3种方法所得的最优方案均为A5,初步验证了所提出
方法的有效性.但是,在具体排序上存在着差异,这主
要是由于文献 [10, 38]的决策方法主要基于决策者是
完全理性的假设,但在实际决策过程中,决策者由于
自身知识和精力的限制,是有限理性的,特别是在面
临损失和收益时会受到主观价值感受的影响,如果忽
略了这一点则会对最终的评价结果造成影响.此外,
相较于另外两种方法,所提出方法使用前景价值代替
各方案与正负理想解之间的距离测度,避免了忽略不
同属性间的相关性对决策结果造成的影响,可以得到
更加科学合理的决策结果.

4.2 对比分析

为了进一步验证所提出方法的有效性,本节将所
提出方法应用于多组仿真数据中,并与其他方法进行

对比分析.
首先利用Matlab R2018a生成10组仿真数据,每

组数据包含 6个备选方案和 5种属性值.然后使用
所提出方法、PF-TOPSIS法[10]以及PFHWD-TOPSIS
法[19]对仿真数据进行计算,并对比分析计算结果.其
中: PF-TOPSIS法将TOPSIS法拓展到了毕达哥拉斯
模糊环境中; PFHWD-TOPSIS法先通过各属性与理
想解之间的距离测度靠近平均距离的程度确定距离

测度相关联的权重,再确定各方案与正负理想解之间
的混合加权距离,在此基础上计算各方案相对于理想
解之间的相对贴近度,最后对方案进行排序.
图2展示了3种不同方法在10组仿真数据中得

出的最优方案一致的次数.图2中:横坐标类型1表示
3种不同方法,类型 2表示所提出方法与PF-TOPSIS
法,类型 3表示所提出方法与PFHWD-TOPSIS法,纵
坐标表示不同方法在多组仿真数据中得出相同最优

方案的次数.
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图 2 10组仿真数据中不同方法得出相同最优方案次数

由图2可知, 3种不同方法在10组仿真数据中有
7组数据得出同样的最优方案,而所提出方法分别与
PF-TOPSIS法和PFHWD-TOPSIS法在10组仿真数据
中的 8组数据得出的最优方案都是一致的,在一定
程度上验证了所提出方法的有效性.进一步看,所提
出方法和PF-TOPSIS法在10组仿真数据中只有2组
仿真数据得出的最优方案不一致,但是排名前列的
方案是一致的,虽然在具体选择上有所区别,但是仍
然存在一定的相似性.同样,所提出方法与PFHWD-
TOPSIS法之间也仅有2组仿真数据中得出的最优方
案不同,但是排名前列的方案同样具有一定的相似
性.通过多组仿真数据的分析,进一步验证了所提出
方法的有效性.值得注意的是,在 10组仿真数据中,
所提出得分函数的相关定理仍然成立,进一步验证了
其正确性和优势所在.

3种方案在最优方案的选择上基本一致,但是
在具体排序上可能存在差别.造成这些差别的主要
原因有: 1) 所提出得分函数将模糊数转化为精确
数时,能够保证转化后数据的准确性,不会出现如
sPeng and Ma(f)在转化模糊数造成的偏误,在减轻决
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策者负担的同时,也减少了处理模糊数可能造成的
误差; 2) 所提出方法考虑了决策者在面临风险时
心理因素的影响,其余两种方法忽略了这一影响因
素; 3) 所提出方法使用综合前景值代替距离测度,从
而避免在使用距离测度时忽略属性之间相关性的影

响.相比之下,所提出方法更加符合实际的决策过程.

5 结 论

毕达哥拉斯模糊集自提出以来便受到了学者们

的广泛关注,并且能够有效解决实际决策过程中由
于模糊性和不确定性增加造成的问题.本文对毕达
哥拉斯模糊多属性决策问题进行深入研究,提出了
基于新得分函数和累积前景理论的毕达哥拉斯模

糊TOPSIS法.本文研究内容的主要贡献和创新之处
为: 1)针对现有得分函数的不足提出新得分函数,解
决了现有得分函数存在的问题,同时证明了新得分函
数所具有的性质特征,并且通过实例分析验证了新得
分函数及相关定理的正确性和优势; 2)将新得分函
数应用于毕达哥拉斯模糊多属性决策问题中,帮助决
策者更好地处理模糊信息; 3)使用相对于正负理想
解的前景价值代替距离测度,为解决欧氏距离忽略属
性间相关性的问题提供不同的思路.最后,通过实例
分析验证了所提出得分函数的优势和相关定理的正

确性,并且初步验证了所提出方法的有效性.此外,使
用仿真数据与其他方法进行比较分析,进一步验证了
所提出方法的有效性和合理性,表明了该方法所具有
的优势.未来将针对区间毕达哥拉斯模糊得分函数
进行研究,并构建相应的决策模型解决群决策问题.
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