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自适应快速弱敏无迹Kalman滤波算法

娄泰山1, 王晓乾1, 赵良玉2†, 赵素娜1

(1. 郑州轻工业大学电气信息工程学院，郑州 450002；2. 北京理工大学宇航学院,北京 100081)

摘 要: 针对现有弱敏无迹Kalman滤波需要代数求解增益矩阵耗时长和不能实时调节敏感性权重的问题,提出
一种自适应快速弱敏无迹Kalman滤波算法.该算法在弱敏控制技术的基础上,重新定义弱敏无迹Kalman滤波的
敏感性权重矩阵,将状态估计误差对不确定参数的敏感性加入滤波的代价函数,并通过最小化该代价函数得到滤
波增益矩阵的解析解,减少了滤波计算复杂度和计算时间.同时基于量测残差正交原理,设计敏感性权重的自适
应渐消因子,实现滤波过程中敏感性权重的实时调节.典型算例的数值仿真结果表明:所提出的自适应快速弱敏
无迹Kalman滤波算法能够提高计算效率和实时调节敏感性权重,有效地降低不确定参数对状态估计的不利影响；
相较于传统的弱敏无迹Kalman滤波算法,所提出算法的状态估计误差和计算时间分别减少19.5 %和99.9 %.
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Adaptive fast desensitized unscented Kalman filter algorithm
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Abstract: Aiming at the problem that the existing desensitized unscented Kalman filter takes a large amount computational
time to algebraically solve the gain matrix and the sensitivity weights cannot be adjusted in real-time, an adaptive fast
desensitized unscented Kalman filtering algorithm is proposed. Based on the desensitized control technology, the
algorithm redefines the sensitivity weight matrix of the desensitized unscented Kalman filter, and the sensitivity of the
state estimation error for uncertain parameters is introduced to the cost function of the filter. The analytical solution of
the filter gain matrix is obtained by minimizing the cost function, which reduces the computational complexity and time
of the filter. At the same time, based on the orthogonal principle of measurement residuals, the adaptive fading factor of
sensitivity weights is designed to realize the real-time adjustment of sensitivity weights in the filtering process. Numerical
simulation results of a typical example show that the proposed adaptive fast desensitized unscented Kalman filtering
algorithm can improve the computational efficiency, adjust the sensitivity weights in real-time and effectively reduce the
adverse impact of uncertain parameters on state estimation. Compared with the traditional desensitized unscented Kalman
filtering algorithm, the state estimation error and computational time of the proposed algorithm are reduced by 19.5 %
and 99.9 % respectively.
Keywords: unscented Kalman filter；uncertain parameter；adaptive；sensitivity-weighting matrix；nonlinear filter

0 引 言

面向运动体导航[1-3]、目标跟踪[4]、多传感器信息

融合[5]和故障诊断[6] 等领域的状态估计需求,国内外
专家学者提出了多种可应用于非线性系统的滤波算

法,如扩展Kalman滤波 (extended Kalman filter, EKF)、
无迹Kalman滤波 (unscented Kalman filter, UKF)、容

积Kalman滤波、差分Kalman滤波、秩Kalman滤波和
粒子滤波等[7-9].在假定系统模型参数精确已知、且
噪声为Guass白噪声等条件下,上述非线性滤波算法
可获得状态的最优估计.但由于这些滤波算法的状
态估计结果对模型参数高度敏感,当模型参数不匹配
时,滤波精度会显著下降[10].
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为解决模型参数的不确定性影响状态估计精度

的问题, Karlgaard等将弱敏控制技术引入状态估计
领域,提出了弱敏Kalman滤波 (desensitized Kalman
filter, DKF)和弱敏EKF算法[11],其核心思想是将状态
估计误差敏感性的加权和作为惩罚函数引入Kalman
滤波框架中构建弱敏代价函数,并通过最小化该函
数获得弱敏最优增益矩阵的代数方程,进而求解此
代数方程得到增益矩阵来修正状态的估计.随后,
相关研究人员提出了一系列基于确定性采样的弱

敏UKF (desensitized UKF, DUKF)[12-13]、 弱敏差分

Kalman滤波[14]、弱敏中心微分Kalman滤波[15]、弱

敏容积Kalman滤波[16]以及基于随机采样的弱敏集

合Kalman滤波[17],并将其应用于火星探测器的状态
估计[2,15,18]、电机的状态估计[17]等方面.

上述一系列弱敏滤波算法都面临着两个关键问

题:一是增益矩阵的代数方程求解计算量大、耗时
长. Lou[19]通过重新定义敏感性矩阵,提出了具有解
析增益的弱敏Kalman 滤波算法,大大减少了滤波计
算时间;二是滤波过程中的敏感性权重需要实时调
节以获得较好的估计结果.但是,上述弱敏滤波算法
大多采用通过反复仿真验证获得的固定敏感性权重

求实时调节敏感性权重. Lou[20]通过证明具有解析

增益的弱敏Kalman滤波和Consider Kalman滤波的
等价性,建议利用不确定参数的方差阵作为敏感性
权重. Ishihara等[13]通过分析不确定参数在UKF中的
影响,将参数的最大值与最小值之差的平方作为敏感
性权重.虽然Lou、Ishihara等对敏感性权重的初始取
值给出了建议,但并没有解决滤波过程中如何实时选
取敏感性权重的问题.为此,本文在构建DUKF解析
增益矩阵的基础上,利用量测残差的正交原理[21-22],
设计敏感性权重的自适应因子,从而提出一种自适
应快速弱敏UKF (A daptive fast desensitized unscented
Kalman filter, AFDUKF)算法,并通过弹道目标再入
模型,验证该算法不仅能够减少计算时间,且可实时
调整滤波过程中的敏感性权重,有效地提高状态估计
精度.

1 弱敏无迹Kalman滤波的解析增益
考虑模型参数具有不确定性的非线性离散系统

xk = f(xk−1, c) +wk−1, (1)

zk = h(xk, c) + vk. (2)

其中:xk和 zk分别为n维状态向量和m维量测向

量;f(·)和h(·)分别为非线性函数向量; c为ℓ维参数

向量;wk和vk分别为过程噪声和量测噪声,且满足
E[wk] = 0, E[wkw

T
j ] = Qkδkj ,

E[vk] = 0, E[vkv
T
j ] = Rkδkj ,

E[wkv
T
j ] = 0;

(3)

非负定矩阵Qk和Rk分别为过程噪声和量测噪声的

方差阵.

1.1 UKF算法

UKF算法基于Sigma点传递和Unscented变换来
近似后验概率密度函数,其流程简要描述如下.

1)时间更新.
计算k − 1时刻后验方差阵P+

k−1的平方根

P+
k−1 =

√
P+

k−1(
√
P+

k−1)
T. (4)

计算Sigma点,有

χ0
k = x̂+

k−1,

χj
k = x̂+

k−1 ±
√
n+ λ(

√
P+

k−1)j , j = 1, 2, . . . , 2n.

(5)

其中:λ = α2(n + κ) − n为比例因子;α为一个小的
正数(0 < α < 1);κ为比例因子,通常为0(n > 3)或

3− n(n ⩽ 3).
传递Sigma点,有

χ̄j
k = f(χj

k, c̄), j = 0, 1, . . . , 2n. (6)

状态的先验估计值 x̂−
k 和先验方差阵P−

xx,k分别

为

x̂−
k =

2n∑
j=0

w
(m)
j χ̄j

k, (7)

P−
xx,k =

2n∑
j=0

w
(c)
j (χ̄j

k − x̂−
k )(χ̄

j
k − x̂−

k )
T +Qk−1.

(8)

其中

w
(m)
0 =

λ

n+ λ
,

w
(c)
0 =

λ

n+ λ
+ (1− α2 + β),

w
(m)
j = w

(c)
j =

1

2(n+ λ)
, j = 1, 2, . . . , 2n,

(9)

β为调节参数 (当噪声为高斯分布时,β = 2是最优

的).
2)量测更新.
计算量测的Sigma点,有

Zj
k = h(χ̄j

k, c̄), j = 0, 1, . . . , 2n. (10)

计算量测的先验估计值 ẑ−
k、新息方差阵Pzz,k和

协方差阵Pxz,k,有
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ẑ−
k =

2n∑
j=0

w
(m)
j Zj

k, (11)

Pzz,k =
2n∑
j=0

w
(c)
j (Zj

k − ẑ−
k )(Z

j
k − ẑ−

k )
T, (12)

Pxz,k =

2n∑
j=0

w
(c)
j (χ̄j

k − x̂−
k )(Z

j
k − ẑ−

k )
T. (13)

计算增益矩阵

Kk = Pxz,kP
−1
zz,k. (14)

计算状态后验估计值x̂+
k 和后验方差阵P+

k ,有

x̂+
k = x̂−

k +Kk(zk − ẑ−
k ), (15)

P+
k = P−

xx,k +KkPzz,kK
T
k − Pxz,kK

T
k −KkP

T
xz,k.

(16)

1.2 弱敏解析增益

当系统不存在干扰、不确定参数、有色噪声等不

确定性时,其状态估计误差 x̃k = x̂k − xk的期望为

E[x̃k] = 0.当模型参数具有不确定性时,状态估计误
差期望是有偏的,且包含了参数不确定性信息.由此,
定义状态估计误差对参数的敏感性[20]为

Sk =
∂x̃k

∂c
=

∂(x̂k − xk)

∂c
=

∂x̂k

∂c
. (17)

其中:S = (s1, s2, . . . , sℓ)描述了状态估计误差 x̃k随

参数 c的变化, si = ∂x̃k/∂ci表示状态估计误差对第

i个参数的敏感性.特别地,状态真实值对参数c的敏

感性为零,即∂xk/∂c = 0.
利用Sigma点计算先验敏感性

S−
k =

∂x̃−
k

∂c
=

2n∑
j=0

w
(m)
j

∂χj
k

∂c
. (18)

将式(15)对参数c求导,可得后验敏感性

S+
k = S−

k −Kkγk. (19)

其中:γk
∆
= ∂z̃−k /∂c = (γ1,k,γ2,k, . . . ,γℓ,k)为量测预

测误差对参数的敏感性, z̃−
k = zk− ẑ−

k 为量测的先验

估计误差.
将敏感性的加权值 tr(S+

k WkS
+T
k )作为惩罚函

数加入到代价函数tr(P+
k )中,得弱敏代价函数

Jd = tr(P+
k ) + tr(S+

k WkS
+T
k ). (20)

其中: tr表示求矩阵的迹,Wk 为ℓ×ℓ维半正定对角权

重矩阵.每一个参数的敏感性权重对应于Wk主对角

线上的一个元素.
将式(16)和(19)代入(20),并对Kk求偏导可得

∂Jd

∂Kk
= 2KkPzz,k − 2Pxz,k−

2S−
k Wkγ

T
k + 2KkγkWkγ

T
k . (21)

令∂Jd/∂Kk = 0,可得增益矩阵

Kk = (Pxz,k + S−
k Wkγ

T
k )(Pzz,k + γkWkγ

T
k )

−1.

(22)

式 (22)即为增益矩阵Kk的解析解,它不但平衡
了方差阵和敏感性矩阵之间的关系,且与UKF算法
具有相似的结构.当权重Wk = 0时,式 (22)退化为
UKF框架下的增益矩阵形式.

1.3 计算量分析

由于本文的AFDUKF算法与文献 [12]中DUKF
算法的主要区别在于增益矩阵的计算,本节利用统计
浮点运算次数法来估算二者增益矩阵的计算量来对

比整个算法的计算量.
AFDUKF算法 (22)中增益矩阵的计算主要为矩

阵的乘积和逆,其计算量为 nℓ2 + nℓm + nm2 +

mℓ2 + m2ℓ + m3,一般来说n ⩾ m ⩾ ℓ,则其计算
量约为O(nm2).文献 [12]中增益矩阵 (维数为n×m

维)的计算需先利用符号计算建立含有nm个未知数

的线性方程组,再求解此线性方程组,其计算量约为
O(n3m3).由此可见,文献 [12]中增益矩阵的计算量
要远大于本文增益矩阵的计算.

2 敏感性权重的自适应

上节通过重新定义状态估计误差对不确定参数

的敏感性获得了增益矩阵的解析解,减少了滤波的计
算量,但是滤波过程中敏感性权重如何实时选取的难
题仍未解决.本节主要根据文献 [22]中的量测残差
正交原理,设计敏感性权重的自适应因子,给出其计
算方法.
根据量测残差正交原理,当模型与实际系统完全

匹配时,有

E[z̃−
k+j z̃

−T
k ] = 0, k = 1, 2, . . . , j = 1, 2, . . . . (23)

将量测的先验估计误差代入式(23),整理可得

E[z̃−
k+j z̃

−T
k ] = H̄k+jΦk+j−1[I −Kk+j−1H̄k+j−1]×

. . .Φk+1[I −Kk+1H̄k+1]ΦkΛk.

(24)

其中

Λk = Pxz,k −KkΛk, (25)

Vk为实际残差矩阵.
欲使E[z̃−

k+j z̃
−T
k ] = 0,则必有Λk = 0.令式 (22)

中的敏感性权重Wk = λkW0(其中W0为初始给定

的敏感性权重),则增益矩阵变为

Kk=(Pxz,k+λkS
−
k W0γ

T
k )(Pzz,k+λkγkW0γ

T
k )

−1.

(26)
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将式(26)代入(25)代替Kk,整理可得

λk(S
−
k W0γ

T
k − Pxz,kV

−1
k γkW0γ

T
k ) =

Pxz,kV
−1
k (Pzz,k − Vk). (27)

令

θk =
tr(Ok)

tr(Mk)
. (28)

其中

Mk = S−
k W0γ

T
k − Pxz,kV

−1
k γkW0γ

T
k , (29)

Ok = Pxz,kV
−1
k Pzz,k − Pxz,k. (30)

残差矩阵Vk可以通过下式获得:

Vk =


z̃1z̃

T
1 , k = 1;

ρVk−1 + z̃kz̃
T
k

1 + ρ
, k ⩾ 2.

(31)

其中ρ为遗忘因子,其取值区间为(0, 1].
由此,敏感性权重的自适应因子可取为

λk =

θk, θk > 1;

1, θk ⩽ 1.
(32)

3 自适应快速弱敏无迹Kalman滤波
综合解析增益矩阵和敏感性权重的自适应方法,

可得到自适应快速弱敏无迹Kalman滤波算法.现将
其流程描述如下.

1)初始化.
取状态初始值为 x̂0、方差阵初始值为P0,参数

的经验值为 c̄,敏感性初始值为S0 = 0n×ℓ,敏感性
方差阵初始值为 ∂P+

0 /∂c = 0n×nℓ,敏感性权重为
W0 = Pcc(Pcc为不确定参数的方差阵)[19].

2)时间更新.
已知 k − 1时刻的状态估计值为 x̂+

k−1,方差
阵为 P+

k−1,敏感性矩阵为 S+
k−1,敏感性方差阵为

∂
√

P+
k−1/∂c.
利用式 (4)计算k − 1时刻后验方差阵P+

k−1的平

方根,利用式 (5)计算k时刻的Sigma点集{χj
k}j = 0,

1, . . . , 2n,则Sigma点敏感性矩阵为
∂χ0

k

∂c
= S+

k−1,

∂χj
k

∂c
= S+

k−1 +
∂(
√

P+
k−1)j

∂c
, j = 1, 2, . . . , 2n. (33)

通过式 (6)∼(8)传递Sigma点集 {χ̄j
k}j=0,1,2,...,2n

和先验Sigma点敏感性
∂χ̄j

k

∂c
=

∂f(χj
k, c̄,uk)

∂χj
k

∂χj
k

∂c
+

∂f(χj
k, c,uk)

∂c

∣∣∣
c=c̄

.

(34)

计算先验估计值 x̂−
k 和先验方差阵P−

xx,k.通过式 (18)

计算先验敏感性S−
k .计算敏感性方差阵

∂P−
xx,k

∂c
=

2n∑
j=0

w
(c)
j

[(∂χ̄j
k

∂c
− S−

k

)
(χ̄j

k − x̄)T+

(χ̄j
k − x̄)

(∂χ̄j
k

∂c
− S−

k

)T]
. (35)

3)量测更新.
通 过 式 (10)∼ (11) 传 递 量 测 Sigma 点 集

{Zj
k}j=0,1,2,...,2n,并计算量测的先验估计值 ẑ−

k ,则量
测误差的敏感性γk为

γk =

2n∑
j=0

w
(m)
j

∂Zj
k

∂c
, (36)

其中

∂Zj
k

∂c
=

∂h(χ̄j
k, c̄)

∂χ̄j
k

∂χ̄j
k

∂c
+

∂h(χ̄j
k, c)

∂c

∣∣∣
c=c̄

. (37)

通过式 (12)∼ (13)计算新息方差阵Pzz,k和协

方差阵 Pxz,k.相应的敏感性方差阵 ∂Pzz,k/∂c和

∂Pxz,k/∂c分别为

∂Pzz,k

∂c
=

2n∑
j=0

w
(c)
j

[(∂Zj
k

∂c
− γk

)
(Zj

k − ẑ−
k )

T+

(Zj
k − ẑ−

k )
(∂Zj

k

∂c
− γk

)T]
, (38)

∂Pxz,k

∂c
=

2n∑
j=0

w
(c)
j

[(∂χ̄j
k

∂c
− S−

k

)
(Zj

k − ẑ−
k )

T+

(χ̄j
k − x̂−

k )
(∂Zj

k

∂c
− γk

)T]
. (39)

4)计算自适应因子.
通过式 (28)∼ (32)计算自适应因子 λk,通过式

(26)计算滤波增益矩阵Kk.
5)估计状态.
通过式 (15)∼(16)计算k时刻的后验估计值 x̂+

k

和后验方差阵P+
k .相应的后验敏感性S+

k 和敏感性

方差阵∂P+
k /∂c分别为

S+
k = S−

k +Kkγk, (40)

∂P+
k

∂c
=

∂P−
xx,k

∂c
−Kk

∂Pzz,k

∂c
KT

k . (41)

注1 AFDUKF算法中∂
√
P /∂c的计算式[16]为

∂
√
P

∂c
= Ψ−1

{1

2
Ψ
(∂P
∂c

)T
ΨT − Γ

}−1

ΘT. (42)

其中:Γ ∈ Rn×n为斜对称矩阵,Ψ和Θ为非奇异矩

阵,且满足Ψ
√
PΘ = I .

4 Ṹ例研究

为验证本文所提出算法的有效性和可行性,将
其与已知参数真实值的UKF (perfect UKF, PUKF)、
仅知道参数经验值而不知真实值的UKF (imperfect
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UKF, IUKF)、文献 [12]中提出的KSDUKF算法和本
文提出的AFDUKF算法进行仿真对比分析.利用多
次仿真的均方根误差(root mean square errors, RMSE)
作为指标来对比上述滤波算法的估计效果.
考虑一个弹道式目标的再入问题,状态变量分别

为位置x1(t)(m)、速度x2(t) (m/s)和弹道常数x3(t),
即x(t) = [x1(t) x2(t) x3(t)]

T,其中弹道系数c为不

确定参数[16].相应的非线性状态方程和量测方程分
别为

ẋ(t) =


x2(t)

x2
2(t)x3(t) exp

{−x1(t)

c

}
0

 , (43)

z =
√
M2 + (x1 −H)2 + v. (44)

其中:不确定参数 c的经验值为 c̄ = 2 × 104;M =

105 m和H = 105 m为观测雷达的位置坐标;v为量
测的零均值Gauss白噪声,其方差为R = 104 m2.
假设参数 c服从均匀分布U(0.75c̄, 1.25c̄),状态

的初始真值和初始估计值分别为

[x1(0), x2(0), x3(0)]
T =

[3× 105 m,−2× 104 m/s, 1× 10−3]T, (45)

[x̂1(0), x̂2(0), x̂3(0)]
T =

[3× 105 m,−2× 104 m/s, 3× 10−5]T. (46)

方差阵的初始值为

P0 = diag{1× 106m2, 4× 106m2/s2, 1× 10−4}.
(47)

整个仿真时间为60 s,采样时间为0.1 s,仿真次数
为1 000次.连续状态方程 (42)采用四阶Runge-Kutta
方法进行离散化.仿真中, IUKF算法和AFDUKF算
法的敏感性权重为W = 104, KSDUKF算法的敏感
性权重为WKS = diag[3× 104 6× 103 105].
图1∼图3分别为3个状态估计误差对参数 c的

敏感性 (纵坐标为对数尺度).可以看出,本文所提出
AFDUKF的状态估计误差对不确定参数的敏感性
最低,其次是KSDUKF,敏感性最大的是 IUKF,因为
IUKF忽略了参数的不确定性.
图4∼图6分别是4种滤波状态估计的均方根误

差,表 1给出了其RMSE均值.可以看出,这 4种滤波
算法对状态x3的RMSE大致相当;针对其余 2个状
态, PUKF的 RMSE最小,这主要是因为 PUKF已知
参数的真实值; IUKF的RMSE最大,这是因为 IUKF
采用了参数的经验值造成模型不匹配,从而降低了
滤波的估计精度;本文提出的AFDUKF算法相对于
KSDUKF而言,其RMSE比较小.
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图 1 状态误差 x̃1对参数c的敏感性
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图 2 状态误差 x̃2对参数c的敏感性
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图 3 状态误差 x̃3对参数c的敏感性
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图 4 状态x1的RMSE
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图 5 状态x2的RMSE
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图 6 状态x3的RMSE

表 1 RMSE的平均值

PUKF IUKF KSDUKF AFDUKF

x1 48.867 3 644.347 3 166.530 3 91.938 2

x2 47.945 5 171.731 9 114.587 2 96.443 4

x3 0.048 6 0.031 9 0.032 5 0.033 2

图7给出了AFDUKF算法在滤波过程中自适应
因子 (平均值为 31.1)的变化,可以看出,通过敏感性
权重的自适应调节有效地提高了滤波精度.
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图 7 滤波过程中的自适应因子

表 2给出了 4种滤波算法仿真的单次平均时
间,可以看出, PUKF用时最短, IUKF和本文提出的
AFDUKF用时大致相当,而KSDUKF的用时远远多
于其他3种滤波方法.从理论上来说, IUKF和PUKF
的用时一样,但是由于仿真中计算了 IUKF的状态估
计误差对不确定参数的敏感性,导致其滤波时间变
长.

表 2 仿真的单次平均时间

PUKF IUKF KSDUKF AFDUKF

t/ s 0.074 4 0.298 2 214.930 4 0.317 8

由上述分析可以看出:本文提出的AFDUKF算
法不但能有效地降低状态估计误差对不确定参数的

敏感性,提高滤波精度,而且其相对于KSDUKF在快
速性上也具有很大的优势.

5 结 论

本文针对弱敏无迹Kalman滤波的两个关键问题
开展了研究,主要工作和结论如下:

1)为快速获得增益矩阵,重新定义了状态估计误
差对参数的敏感性和代价函数,获得了解析形式的增
益矩阵,减少了计算量,提高了计算效率;

2)为实时调节滤波过程中的敏感性权重,利用量
测残差正交原理设计了敏感性权重的自适应因子,提
出了AFDUKF算法;

3)弹道式目标再入模型的数值仿真结果表明,
本文提出的算法相比于KSDUKF的计算时间降低了
99.9%,状态估计误差平均减少了19.5 %.
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