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多源多汇网络的极限范围与运行边界

肖 峻1†, 屈玉清1, 宋晨辉1, 陈飞龙1, 孙 哲1, 吕良福2

(1. 天津大学电气自动化与信息工程学院，天津 300072；2. 天津大学数学学院，天津 300072)

摘 要: 研究并得到多源多汇网络的极限范围与运行边界.首先,定义临界流,现有研究的最大流和堵塞流是临界
流的一部分;其次,得到多源多汇网络的所有临界流,并绘制成临界流曲线,完整刻画网络传输流量能力的极限范
围,最大流流量位于曲线最高点、最小流流量位于曲线最低点;再次,利用临界流确定网络流的运行边界,边界内
部和边界上均为可行流,边界外均为不可行流,同时提出多源多汇网络临界流、临界流曲线和运行边界的数学定
义及求解方法;最后,给出临界流曲线和运行边界在规划和运行领域中的用途,多源多汇网络模型更接近于实际网
络,其临界流曲线和运行边界的发现能帮助人们更深入了解实际网络运行的极限范围.
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Abstract: The limit range and operation boundary of the multi-source and multi-sink network are obtained. Firstly, the
critical flow is defined. The maximum flow and blocking flow in existing researches are parts of the critical flow. Then,
all critical flows of the multi-source and multi-sink network are obtained for the first time and plotted as a CF curve.
The CF curve completely describeds the limit range of the network transmission flow capacity, where the maximum
flow is located at its highest point and the minimum flow is located at its lowest point. The critical flow is also used to
determine the network operational boundary, inside which are feasible flows, and outside which are unfeasible flows. The
mathematical definitions and solutions method of critical flow, CF curve and operational boundary of the multi-source
and multi-sink network are proposed. Finally, the possible applications of the critical flow curve and the operational
boundary in planning and operation fields are demonstrated. Since most real networks are the multi-source multi-sink
networks, so the proposal of critical flow curve and operation boundary can help us know the full limit range of network
operation.
Keywords: multi-source and multi-sink network；maximum flow；blocking flow；critical flow；critical flow curve；
operation boundary
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物理网络广泛存在于人类生活和工作的各个方

面,如由通信线路、路由器和基站等组成的通讯网络,
由道路组成的交通网络,由电力线路、设备和杆塔等
组成的电力网络等.人们在研究这些实际的物理网
络时,可通过数学建模将其抽象为弧具有容量和流量
的网络,简称流量网络或容量网络[1].
物理网络存在工作的极限范围,在极限范围内可

以正常工作,若工作状态超过了极限范围,则会带来
不好的后果.例如,电流超过导线允许容量会使导线
烧坏,交通网络车流超过最大承载车流可能造成交通
堵塞.关于流量网络极限范围的早期研究是最大流
(maximum flow, MF或mf)理论.最大流问题是在所
有弧的流量都不超过其容量条件下,求解从源点到汇
点的最大流量,该问题最早出现在铁路网最大通过能
力的研究中[2].最大流的研究主要在其求解算法[3-6]
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和应用[7-11]上.
最大流能表征流量网络的最大极限,但并不完

整,网络还存在其他极限状态——堵塞流. Dinic[4]最

早发现了“堵塞流”,但仅将其看作最大流的过渡解.
Sleator等[12]命名了堵塞流,在非循环网络中找到一
个从源点 s到汇点 t的每条路径都包含一条饱和弧

(弧流量等于其容量)的流. Goldberg等[13]完善了堵

塞流的概念,从s到 t的每条路径都包含至少一条饱

和弧的流. Ning[14]提出了饱和流概念,本质上与堵
塞流相同. Kornilova[15]最早提出了最小流,即流量
值最小的满足平衡条件且弧流量不小于其容量的

流. Malyshko等[16]完善了最小流的概念,即流量值最
小的堵塞流.从概念上看,堵塞流包含了最大流与最
小流.堵塞流提出后,在模型、算法、应用等方面有很
好的进展[16-18].

现有堵塞流的大部分研究仅求解了最大流和

最小流,很少关注最大流和最小流以外的其他堵塞
流. Wu等[19-20]的算法有所进展,但还只能求解流量
值为整数的堵塞流,尚未得到完整的堵塞流,且其仅
将结果用于网络的可靠性评估与改造.

本文首次计算得到完整的堵塞流,将其用于描
述流量网络的极限范围与运行边界.实际网络一般
都是多源多汇网络,因此选择多源多汇网络作为研
究对象.现有关于多源多汇网络的相关研究大多是
最大流求解算法[21-23]和网络资源分配[24-25]及网络可

靠性[26-27]等,很少有研究多源多汇网络堵塞流的报
道.为描述网络流的极限范围和运行边界,将堵塞流
重命名为临界流,这是因为堵塞流本质上是可行流到

不可行流的临界状态,而堵塞流的名称更适合交通网
络.给出临界流的数学定义和求解方法,得到多源多
汇网络的所有临界流,从而确定其运行边界,并提出
临界流曲线以完整描述网络的极限范围.

1 网络的临界状态

文中涉及的变量符号和术语如表1和表2所示.

表 1 变量符号

符号 含义

MF/mf 最大流

G 流量网络 /容量网络 /网络
V 顶点集合

A 弧集合

S 源点集

T 汇点集

M 中间顶点的集合

a 弧

(vi, vj) 以vi为始点、vj为终点的弧

cij /ck 弧的容量

fij /fk 弧的流量

f 网络流 /可行流
v 顶点

val(f) 可行流流量

F 可行流集合

cf 临界流

CF 运行边界 /临界流集合
Sx 观测变量

Fc 常量

L( ) 线性表示

CF Curve 临界流曲线

b 临界流曲线的采样点序号

n 采样得到的临界流个数

MF/CFmax 最大流流量

MCF/CFmin 最小流流量

mcf 最小流

CF 平均临界流流量

CF/F 临界流占比

表 2 术语定义

序号 术语 符号 定义 公式

1 可行流 f 满足平衡条件和容量约束的网络流 (1)和 (2)
2 可行流流量 val(f) 可行流的流量值,即源点的净输出量或汇点的净输入量

3 临界性 —
可行流任一弧增加任意流量后,在其余弧流量不减小条件下
形成的新流总是至少有一弧会过载,则原可行流是临界的

4 临界流 cf 具有临界性的可行流 (3)
5 运行边界 CF 所有临界流构成的集合 (4)
6 临界流曲线 CF Curve 所有临界流的流量按从小到大排序构成的曲线 (5)
7 平均临界流流量 CF 临界流流量的平均值

8 临界流占比 CF/F 临界流流量范围与可行流流量范围之比

1.1 最大流的多值性与临界性

最大流是流量网络 (简称网络)中具有最大允
许流通流量的网络流[1].有的网络的最大流只有
一个,有的则有多个,例如两源两汇网络CASE1[28]

(在Ahuja[28]网络基础上增加了一条弧,见图 1中弧
a6).根据 Ford等[1]所述方法,先将CASE1网络转换
为单源单汇网络,然后采用标号算法计算CASE1最

大流mf,其流量为 val (mf),文中简记为MF. CASE1
的MF为14,在弧流量为整数的条件下,可得到7个最
大流,其中的2个最大流如图1所示,图中弧上的数字
表示弧的容量和流量 (ci, fi).需要指出,经典网络流
理论研究最大流时未考虑顶点容量[1,28],本文也不加
以考虑.
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图 1 CASE1的2个最大流

观察图1(a)发现,该最大流处于一种临界状态,
具有临界性,即任意弧流量均已不能增加,若增加流
量将导致弧流量超容量 (过载).分两种情况进行说
明.
情况1 若某弧流量增加,则导致该弧过载,如弧

a1、a2、a5、a7、a8.
情况 2 若某弧流量增加,则该弧流量不过载,

但会导致其他弧过载,如弧a3、a4和a6.以a3为例,若
a3流量增加,则需满足流量平衡条件(见2.1.1节)f3 =

f6 + f7及f4 + f5 + f6 = f8,从而导致a7或a8过载.
综上可知,最大流具有临界性,网络存在多个最

大流,这表明网络的临界状态并不唯一.那么,除最大
流外,网络是否可能存在其他的临界状态.

1.2 非最大流的临界状态

网络还存在不是最大流的临界状态,图2给出了
CASE1的4个小于最大流的临界状态.
图2(a)、(b)、(c)、(d)的流量分别为12、12.4、13和

13.6,均小于最大流14,但是它们均处于临界状态,均
具有临界性.验证发现,此时任意一个弧的流量均不
能增加.以图2(a)为例,分两种情况讨论.

情况 3 若某弧流量增加,则导致该弧过载,如弧
a1、a2、a3、a6、a8.
情况4 若某弧流量增加,则该弧不过载,但导致

其他弧过载,如弧a4、a5和a7.以a4为例,若a4流量增

加,则需满足平衡条件f4 + f5 + f6 = f8,从而导致a8

过载.
综上所述,最大流是一种临界状态,网络还存在

小于最大流的临界状态,文中将这种临界状态称为临
界流.
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图 2 CASE1中小于最大流的临界状态

2 临界流相关定义及计算方法

2.1 临界流

2.1.1 亴备定义

定义 1 (流量网络) 给定有向图G = (V,A).
V = {M,S, T}为G中顶点的集合;M为G中除S和

T外中间顶点的集合,中间顶点是入度和出度均不
为0的顶点;S为G中源点的集合 (简称源点集),源点
是入度为0且出度不为0的顶点;T为G中汇点的集

合 (简称汇点集),汇点是入度不为0且出度为0的顶
点;A = {a|a = (vi, vj)}为G中弧的集合 (简称弧集);
非负实数c为弧的容量集, cij为弧 (vi, vj)的容量;称
G为流量网络或容量网络[1],记为G = (V,A, c),简称
网络.
当网络中的源点集和汇点集都只含一个顶点时,

称为单源单汇网络,其余的为多源多汇网络[1].
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定义2 (可行流) 网络流为弧集A上的实函数

f : V × V → R,定义为f = {fij}, fij为弧(vi, vj)的

流量.对于G上的一个网络流f ,如果满足下述两个
条件,则称f是G上的一个可行流[1]:

1)平衡条件.即-3pt
f(v, V )− f(V, v) = 0, v ∈ M ;

f(S, V )− f(V, S) = val(f);
f(T, V )− f(V, T ) = −val(f).

(1)

其中val(f )为可行流f的流量,即源点集的净输出量
或汇点集的净输入量.

2)容量约束.对于∀(vi, vj) ∈ A,均满足

0 ⩽ fij ⩽ cij . (2)

所有可行流集合记为F .不满足平衡条件或容
量约束的网络流是不可行流.
2.1.2 临界流定义

定义3 (临界流) 设f = {fij}是网络G上的可

行流,如果f满足临界性条件,则称f是G上的临界

流,记为cf.临界性条件为

f ∈ F, f ′ = f, ∀(vi, vj) ∈ A, f ′
ij = fij + ε, ε > 0.

s.t.



f ′(v, V )− f ′(V, v) = 0, v ∈ M ;

f ′(S, V )− f ′(V, S) = val(f ′);

f ′(T, V )− f ′(V, T ) = −val(f ′);

f ′
ml ⩾ fml, ∀(vm, vl) ∈ A, vm ∈ V,

vl ∈ V, (vm, vl) ̸= (vi, vj).

∃f ′
ij > cij , (vi, vj) ∈ A.

式 (3)的含义是:对于一个可行流 f ,若任一
弧 (vi, vj)增加任意小的流量 (f ′

ij = fij + ε),则形
成一个新流 f ′.在其余弧 (vm, vl)流量不能减少

(f ′
ml ⩾ fml)的条件下, f ′为满足平衡条件,部分弧的
流量会增加.如果 f ′至少存在一个弧流量过载,即
f ′
ij > cij ,则可行流f具有临界性.
在上述定义中有一个条件:某弧增流量后,其余

弧的流量不允许减少.这表示不允许削减其余弧的
流量需求.若没有该条件,即允许进行任意的流量优
化,则最终优化结果必然成为一个最大流.

需要指出,上述临界流数学定义与堵塞流[13]是

等价的,堵塞流数学上定义为从 s到 t的每条路径都

包含至少一条饱和弧的可行流[16].由于式 (3)的临界
性更符合文中研究网络极限范围的角度,文中采用式
(3)临界性定义.

2.2 运行边界

定义4 (运行边界) 有

CF = {cf}. (3)

可以发现,在网络运行的状态空间中,所有临界
流构成的集合形成了网络的运行边界,在边界内部和
边界上均为可行流,边界外均为不可行流.
现有研究尚未找到多源多汇网络的所有临界流,

本文认为有必要找到它们,因为只有如此,才能完整
地描述网络的运行边界.给出两种计算网络完整临
界流的方法,即解析法和采样法.

算法1 解析法.根据网络结构、容量约束和流
量平衡关系推导所有临界流集合 (即运行边界)对应
的解析表达式,具体过程和示例见第3.1.1节.

算法2 采样法.总体思路是在状态空间中采样
得到能代表完整运行边界的有限个临界流.算法基
于网络结构及流量平衡关系,对采样的弧变量个数
进行降维;在弧容量状态空间中,按给定步长进行完
整地采样,生成该步长下的全部可行流;对每一个可
行流进行临界性校验,得到采样步长下的完整临界
流.具体步骤如下.

step 1: 降维.弧变量个数为采样的变量维度,为
提高采样算法效率,根据网络结构和流量平衡关系减
少采样的弧变量个数,步骤如下:

step 1.1: 选取以源点集中的顶点为始点的弧流
量为一组观测变量,记为Sx;

step 1.2: 结合临界流定义确定网络临界状态的
满载弧 (流量等于容量),计算临界流时,这些弧流量
将始终为常量 (容量),记为Fc,当Sx中含有满载弧时,
该弧流量取常量(容量),归入Fc;

step 1.3: 基于网络结构与平衡关系,利用常
量Fc与变量Sx对其余弧流量进行线性表示,记为
L(Sx,Fc),若弧流量无法用Fc与Sx唯一表示,则增添
该弧流量为观测变量,归入Sx;

step 1.4:网络流可表示为{Sx,Fc, L(Sx,Fc)}.
step 2: 可行流观测.在状态空间中,以一定步长

采样,生成该步长下的网络流,然后利用平衡条件和
容量约束求解得到可行流.

step 3: 临界性校验.对每一个可行流,判断其是
否满足临界性条件,若满足则是一个临界流.

需要指出,在求解多源多汇网络最大流时,也可
先将多源多汇网络转换为单源单汇网络,然后再求
解[1],但Megiddo[21]指出,在某些情况下特别是在经
济应用中,人们不仅希望将总流量最大化,而且希望
将其“公平”地分配到源点或汇点,此时,将多源多汇
网络转换为单源单汇网络求解可能得不到最优的最

大流解.此外, Miller等[22]指出,在平面图中如果源点
和汇点属于不同的面,将多源多汇网络转换为单源单
汇网络求解可能会破坏图的平面性.据此,本文求解
临界流时直接对多源多汇网络求解,不采用转换为单
源单汇网络求解的方法.



680 控 制 与 决 策 第37卷

2.3 临界流曲线

定义临界流曲线(critical flow curve, CF Curve)是
将所有临界流流量按从小到大顺序形成向量,再以流
量为纵坐标、序号为横坐标绘制出的曲线.

实际中不可能对无限个临界流进行处理,因此利
用采样法生成有限个临界流,对其进行排序绘制曲
线.以一定步长采样得到n个临界流,曲线为

CF Curve = {val(cfb)};

s.t. val(cfb) ⩽ val(cfb+1), b ∈ {1, 2, . . . , n}. (4)

其中: b为采样后排序的序号,即曲线横坐标; val (cfb)
是序号为b的临界流的流量,即曲线的纵坐标.

CF Curve能够完整描述网络流的极限范围,其指
标包括:

CFmax为最大流流量,即MF或mf的流量.
CFmin为最小流流量,即最小临界流 (minimum

critical flow, mcf)的流量,流量值为 val (mcf),简记为
MCF.

CF为平均临界流流量,即临界流流量的平均值,
能综合反映网络流的极限.

CF/F为临界流占比,即临界流流量范围大小与
可行流流量范围大小之比,在一定程度上反映了临界
流在所有可行流中所占比例.

3 算例分析

3.1 临界流计算结果

3.1.1 临界流的解析表达式

根据网络结构、容量约束和流量平衡关系推导

得出CASE1的临界流解析表达式如下:

f3 = f6 + f7, f4 + f5 + f6 = f8,

f1 = 3, f2 = 2, f8 = 5,

0 ⩽ f6 < 1,

f7 = 4,

0 < f4 ⩽ 3,

1 < f5 ⩽ 4;

或



1 ⩽ f6 ⩽ 3,

f3 = 5,

0 ⩽ f4 ⩽ 3,

0 ⩽ f5 ⩽ 4.

(5)

该临界流的解析式是CASE1网络完整临界流的
充要条件,即CASE1的任意临界流都满足该临界流
解析式,且任意满足该临界流解析式的可行流都是
CASE1的临界流.
3.1.2 完整临界流的采样点

对于 1.1节的CASE1网络,采用 2.2节的采样法
(算法2),以0.1为步长进行临界流采样,共得到816个
临界流,部分临界流见表3.这816个采样得到的临界
流能够完整代表所有临界流.

表 3 CASE1的临界流采样点

采样点
弧流量

总流量
流量下降

序号 a1 a2 a3 a4 a5 a6 a7 a8 比例 / %

1 3 2 5.0 0.0 2.0 3.0 2.0 5 12.0 14.29
22 3 2 5.0 0.0 2.1 2.9 2.1 5 12.1 13.57
44 3 2 5.0 0.0 2.2 2.8 2.2 5 12.2 12.86
67 3 2 5.0 0.2 2.1 2.7 2.3 5 12.3 12.14
91 3 2 5.0 0.1 2.3 2.6 2.4 5 12.4 11.43
116 3 2 5.0 0.0 2.5 2.5 2.5 5 12.5 10.71
142 3 2 5.0 0.0 2.6 2.4 2.6 5 12.6 10.00
169 3 2 5.0 0.0 2.7 2.3 2.7 5 12.7 9.29
197 3 2 5.0 0.2 2.6 2.2 2.8 5 12.8 8.57
226 3 2 5.0 0.1 2.8 2.1 2.9 5 12.9 7.86
256 3 2 5.0 0.0 3.0 2.0 3.0 5 13.0 7.14
287 3 2 5.0 0.0 3.1 1.9 3.1 5 13.1 6.43
318 3 2 5.0 0.0 3.2 1.8 3.2 5 13.2 5.71
349 3 2 5.0 0.2 3.1 1.7 3.3 5 13.3 5.00
380 3 2 5.0 0.1 3.3 1.6 3.4 5 13.4 4.29
411 3 2 5.0 0.0 3.5 1.5 3.5 5 13.5 3.57
442 3 2 5.0 0.0 3.6 1.4 3.6 5 13.6 2.86
472 3 2 5.0 2.8 0.8 1.4 3.6 5 13.6 2.86
473 3 2 5.0 0.0 3.7 1.3 3.7 5 13.7 2.14
504 3 2 5.0 0.2 3.6 1.2 3.8 5 13.8 1.43
535 3 2 5.0 0.1 3.8 1.1 3.9 5 13.9 0.71
566 3 2 4.1 2.3 2.6 0.1 4.0 5 14.0 0.00
580 3 2 4.0 1.0 4.0 0.0 4.0 5 14.0 0.00
802 3 2 5.0 3.0 1.0 1.0 4.0 5 14.0 0.00
816 3 2 4.9 2.7 1.4 0.9 4.0 5 14.0 0.00

表3中,流量下降比例是相对最大流的下降比例,
其中临界流f1、f91、f256、f472、f580、f802已在图1和
图2中给出.经验证, 816个临界流均满足式 (6),表明
解析法和采样法是完全对应的,即采样法能得到代表
完整临界流的有限个采样点.

3.2 运行边界计算结果

由表3临界流得到CASE1网络在最大流和临界
流时各弧的流量范围,再加上弧容量形成表4.

表 4 CASE1在最大流和临界流时的弧流量范围

弧 a1 a2 a3 a4 a5 a6 a7 a8

最大流时的弧流量范围 3 2 [4, 5] [0, 3] [1, 4] [0, 1] 4 5
临界流时的弧流量范围 3 2 [4, 5] [0, 3] [0, 4] [0, 3] [2, 4] 5
按容量时的弧流量范围 [0, 3] [0, 2] [0, 5] [0, 3] [0, 4] [0, 3] [0, 4] [0, 5]

将表4可视化生成图3.最大流、临界流和可行流
数据如图4∼图6所示.
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图 3 CASE1的运行边界 (不含耦合弧a6)
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图 4 最大流的可视化 (不含耦合弧a6)
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图 6 可行流的可视化 (不含耦合弧a6)

图3中,每条a1-a2-a3-a4-a5-a7-a8的连线对应一
个可行流,图中去掉两条路径之间的耦合弧a6,因为
a6的流量取决于其他的弧流量,以便用各弧流量反
映网络整体的流量.

图3在弧流量状态空间中描绘了CASE1网络可
行流、临界流、最大流和弧容量的关系,从下向上观察
图3,网络流分为4层:

1)虚线区域由非临界的可行流组成,位于最下
层,范围从零到临界流下限.

2)点区域由临界流 (不包含最大流)组成,位于倒
数第2层,每条a1-a2-a3-a4-a5-a7-a8的连线对应一个
临界流.

3)虚线点区域由最大流组成,每条 a1-a2-a3-a4-
a5-a7-a8的连线对应一个最大流.最大流位于运行边
界中的最上层,代表网络效率最高的区域.

4)黑线为弧容量,位于最大流外,是不考虑平衡
条件的状态空间范围.
综上,将临界流在状态空间可视化,表明临界流

是网络的运行边界,最大流位于其最上层.

3.3 临界流曲线计算结果

对第3.1.2节中的816个临界流采样点按流量大
小排序后绘制临界流曲线,如图7所示.
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图 7 CASE1的临界流曲线 (步长为0.1)

由表3和图7可见,采样点566∼ 816是达到最大
流14时的采样点,共有251个最大流,约占30.76 %;采
样点1∼ 565是小于最大流的临界流采样点,共有565
个,约占69.24 %.在小于最大流部分的CF Curve,临
界流下降呈非线性.

CASE1的临界流曲线指标为:最大流CFmax为

14,最小流CFmin为12,平均临界流流量CF为13.32,
临界流流量范围为 12∼ 14,临界流占比 CF/F 为
0.14.

4 应用价值

4.1 应用举例1 —–规划方案优选

临界流曲线及其指标能够完整地反映网络流的

极限,能更综合地衡量网络在极限状态下传输流量的
能力 (简称传输能力),仅用最大流衡量网络流的极限
具有局限性.没有临界流曲线,人们可能忽略存在这
样的事实:最大流较小的网络可能具有更好的综合
性能.在CASE1网络的基础上加以说明,如图8所示
(CASE1A中弧a3的容量由5变为4, CASE1B中弧a7

的容量由4变为3.7).
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682 控 制 与 决 策 第37卷

图 8两个规划方案中, CASE1A最大流为 14,
CASE1B最大流为 13.7,仅从最大流看, CASE1A比
CASE1B传输能力更强,事实真的如此吗？

图9为这两个网络的临界流曲线,表5为临界流
指标,采样点数据如表6和表7所示.
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图 9 临界流曲线的对比

表 5 CASE1A和CASE1B的临界流指标

临界流指标 CFmax CFmin CF CF/F

CASE1A 14.0 11 12.47 0.21
CASE1B 13.7 12 13.06 0.12

由图 9和表 5可知, CASE1B的最大流虽然小
于 CASE1A的,但其平均临界流和最小流均大于
CASE1A,更多的临界流位于 12以上.综合来看,
CASE1B传输能力更高,应作为优选推荐方案.
可见,临界流边界的确定能更精准地判断网络

的综合性能.这是因为任一网络都客观存在临界
状态 (即临界流),且在不同流分布下的临界状态不
同.要完整描述网络的临界状态,需要计算出所有临
界流.由所有临界流流量按从小到大排序绘制成的
临界流曲线,能够完整刻画网络传输能力.最大流流
量仅构成曲线的部分.临界流曲线指标除包含最大
流流量外,还包含最小流流量和平均临界流流量,平
均临界流流量能够综合反映网络流的极限.因此,对
于任一网络,计算其临界流曲线及其指标后,当进行
网络方案优选时,可通过对比临界流曲线、最大流流
量、最小流流量和平均临界流流量,综合衡量网络在
所有临界状态下的传输能力,进而优选方案.仅靠最
大流单一指标,可能导致优选结果的不合理.

表 6 CASE1A的临界流采样点 (步长为0.1)

采样点
弧流量

总流量
流量下降

序号 a1 a2 a3 a4 a5 a6 a7 a8
比例 / %

1 3 2 4 0.0 2.0 3.0 1.0 5 11.0 21.43
22 3 2 4 0.0 2.1 2.9 1.1 5 11.1 20.71
44 3 2 4 0.0 2.2 2.8 1.2 5 11.2 20.00
67 3 2 4 0.2 2.1 2.7 1.3 5 11.3 19.29
91 3 2 4 0.1 2.3 2.6 1.4 5 11.4 18.57
116 3 2 4 0.0 2.5 2.5 1.5 5 11.5 17.86
142 3 2 4 0.0 2.6 2.4 1.6 5 11.6 17.14
169 3 2 4 0.0 2.7 2.3 1.7 5 11.7 16.43
197 3 2 4 0.2 2.6 2.2 1.8 5 11.8 15.71
226 3 2 4 0.1 2.8 2.1 1.9 5 11.9 15.00
256 3 2 4 0.0 3.0 2.0 2.0 5 12.0 14.29
287 3 2 4 0.0 3.1 1.9 2.1 5 12.1 13.57
318 3 2 4 0.0 3.2 1.8 2.2 5 12.2 12.86
349 3 2 4 0.2 3.1 1.7 2.3 5 12.3 12.14
380 3 2 4 0.1 3.3 1.6 2.4 5 12.4 11.43
411 3 2 4 0.0 3.5 1.5 2.5 5 12.5 10.71
442 3 2 4 0.0 3.6 1.4 2.6 5 12.6 10.00
473 3 2 4 0.0 3.7 1.3 2.7 5 12.7 9.29
504 3 2 4 0.2 3.6 1.2 2.8 5 12.8 8.57
535 3 2 4 0.1 3.8 1.1 2.9 5 12.9 7.86
566 3 2 4 0.0 4.0 1.0 3.0 5 13.0 7.14
597 3 2 4 0.1 4.0 0.9 3.1 5 13.1 6.43
627 3 2 4 0.2 4.0 0.8 3.2 5 13.2 5.71
656 3 2 4 0.7 3.6 0.7 3.3 5 13.3 5.00
684 3 2 4 0.6 3.8 0.6 3.4 5 13.4 4.29
711 3 2 4 0.5 4.0 0.5 3.5 5 13.5 3.57
737 3 2 4 0.6 4.0 0.4 3.6 5 13.6 2.86
762 3 2 4 0.7 4.0 0.3 3.7 5 13.7 2.14
786 3 2 4 1.2 3.6 0.2 3.8 5 13.8 1.43
809 3 2 4 1.1 3.8 0.1 3.9 5 13.9 0.71
831 3 2 4 1.0 4.0 0.0 4.0 5 14.0 0.00
837 3 2 4 3.0 2.0 0.0 4.0 5 14.0 0.00

表 7 CASE1B的临界流采样点 (步长为0.1)

采样点
弧流量

总流量
流量下降

序号 a1 a2 a3 a4 a5 a6 a7 a8
比例 / %

1 3 2 5.0 0.0 2.0 3.0 2.0 5 12.0 12.41
22 3 2 5.0 0.0 2.1 2.9 2.1 5 12.1 11.68
44 3 2 5.0 0.0 2.2 2.8 2.2 5 12.2 10.95
67 3 2 5.0 0.2 2.1 2.7 2.3 5 12.3 10.22
91 3 2 5.0 0.1 2.3 2.6 2.4 5 12.4 9.49
116 3 2 5.0 0.0 2.5 2.5 2.5 5 12.5 8.76
142 3 2 5.0 0.0 2.6 2.4 2.6 5 12.6 8.03
169 3 2 5.0 0.0 2.7 2.3 2.7 5 12.7 7.30
197 3 2 5.0 0.2 2.6 2.2 2.8 5 12.8 6.57
226 3 2 5.0 0.1 2.8 2.1 2.9 5 12.9 5.84
256 3 2 5.0 0.0 3.0 2.0 3.0 5 13.0 5.11
287 3 2 5.0 0.0 3.1 1.9 3.1 5 13.1 4.38
318 3 2 5.0 0.0 3.2 1.8 3.2 5 13.2 3.65
349 3 2 5.0 0.2 3.1 1.7 3.3 5 13.3 2.92
380 3 2 5.0 0.1 3.3 1.6 3.4 5 13.4 2.19
411 3 2 5.0 0.0 3.5 1.5 3.5 5 13.5 1.46
442 3 2 5.0 0.0 3.6 1.4 3.6 5 13.6 0.73
473 3 2 3.7 1.0 4.0 0.0 3.7 5 13.7 0.00
621 3 2 5.0 1.8 1.9 1.3 3.7 5 13.7 0.00
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4.2 应用举例2 —–运行安全分析

临界流构成了网络的运行边界,对网络安全监视
是非常重要的.
以CASE1为例进行说明. CASE1的一个可行

流f1为 (3, 2, 4.5, 1, 3, 1, 3.5, 5),其流量为13.5. CASE1
的最大流是 14,与其接近的是一个最大流.容易知
道, f1的弧a3流量还可以增加0.5,此时a7的流量变

成4,从而达到最大流 (3, 2, 5, 1, 3, 1, 4, 5),即可行流f1

到运行边界的距离(允许增加流量)是0.5.
另一个可行流 f2为 (3, 2, 4.9, 2.1, 0, 2.9, 2, 5),其

流量为12.若没有临界流边界,则按照现有知识,人
们将认为f2到最大流14还有2的距离或到堵塞流
13(现有堵塞流计算仅得到整数流)还有1的距离.其
实这个认识是错误的,事实是:与f2最近的边界并不

是流量为14的最大流或流量为13的堵塞流,而是流
量为12.1的临界流 (位于运行边界上), f2距离它只有

0.1. f2的弧a3流量增加0.1后, a7的流量变成2.1,从
而达到临界流(3, 2, 5, 2.1, 0, 2.9, 2.1, 5).
可见,临界流边界的确定能够更精准地分析当前

状态的安全性.这是因为临界流能完整描述网络在
不同流分布下的临界状态,由所有临界流构成了网络
的运行边界.对于任一可行流,都能计算到运行边界
的最短距离及对应的边界点,利用该边界点的临界流
才能精准地分析当前可行流状态的安全性.而现有
研究的最大流或整数值堵塞流均没有精确求得该边

界点 (临界流),因此基于临界流边界的网络运行安全
分析更精准.

5 结 论

本文研究了多源多汇网络的极限范围与运行边

界.通过网络分析指出,最大流具有多值性和临界性,
网络还存在非最大流的临界状态,将网络的临界状态
称为临界流.提出了多源多汇网络临界流、临界流曲
线和运行边界的数学定义及求解方法.通过算例分
析验证了方法的合理性和有效性.研究结果表明,所
提出解析法能够求解网络完整的临界流,采样法能
够得到代表完整临界流的有限个采样点.文中所提
出运行边界可用于网络的运行安全分析,在边界内部
和边界上均为可行流,边界外均为不可行流.所提出
临界流曲线能够完整地描述网络流流量的极限范围,
曲线具有3个基本指标:最大流流量位于曲线最高点,
最小流流量位于曲线最低点,平均临界流流量反映网
络的综合效率.曲线及其指标可用于网络效率评估
及规划方案优选.

本研究能够帮助人们更深入完整地认识网络运

行的极限范围,可为网络运行安全分析和网络效率评
估及规划方案优选提供参考.在未来可进一步研究
产生小于最大流的临界流的原因、临界流曲线和运

行边界的几何性质、利用临界流实现网络的高效利

用等.
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