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基于新型距离测度的概率犹豫模糊多属性群决策方法

方 冰†, 韩 冰, 闻传花
(陆军指挥学院，南京 210045)

摘 要: 研究属性权重已知、专家权重未知条件下的概率犹豫模糊多属性群决策问题.首先,针对传统概率犹豫模
糊距离测度的不足,提出改进的新型距离测度,并对其有效性和合理性进行数学证明;其次,在属性权重向量已知
的前提下,通过加权算术平均的方式实现单个专家视角下的概率犹豫模糊信息初次集结,并基于分差最大化准则
构建专家权重向量求解模型,采用解析的方法给出最优解;再次,在专家权重向量求解的基础上,基于TODIM方法
实现群体专家视角下的概率犹豫模糊信息二次集结,并实现基于综合感知价值的多个备选方案优劣排序;最后,以
信息化战争条件下陆军部队作战方案模糊优选为例,验证所提出交互式多属性群决策方法的可行性和有效性.
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Probabilistic hesitant fuzzy multi-attribute group decision-making based
on new distance measure
FANG Bing†, HAN Bing, WEN Chuan-hua

(Army Command College of PLA，Nanjing 210045，China)

Abstract: The paper studies the probabilistic hesitant fuzzy multi-attribute group decision-making (MAGDM) problem
under the condition that the attribute weights are known and the expert weights are unknown. Firstly, to overcome the
shortcomings of traditional distance measures of the probabilistic hesitant fuzzy elements (PHFEs), improved new distance
measures of PHFEs are proposed, whose validity and rationality are mathematically proved. Secondly, under the premise
that attribute weights are known, the first aggregation of the probabilistic hesitant fuzzy information, from the perspective
of a single expert, is realized through weighted arithmetic averaging (WAA). Thirdly, based on the criteria of maximizing
score deviation (MSD), a mathematical model of solving the expert weights is constructed and an analytical solution is
further derived, Then, based on the TODIM method, a probabilistic hesitant fuzzy MAGDM method is developed to
realize the second aggregation of the probabilistic hesitant fuzzy information, from the perspective of a group of experts.
Finally, by taking the fuzzy optimization of army force’s combat plans under the condition of information-based warfare
as an example, the feasibility and effectiveness of the proposed interactive MAGDM method are verified.
Keywords: multi-attribute group decision-making；probabilistic hesitant fuzzy set；distance measure；weighted arithmetic
averaging；maximizing score deviation

0 ᕅ 言

2009 年, Torra 等[1-3] 针对多属性决策 (multi-
attribute decision-making, MADM)问题中决策者常
常犹豫不决、多个辅助专家互相不能说服、难以

达成一致意见的情形,提出了犹豫模糊集 (hesitant
fuzzy set, HFS)概念,其基本描述工具是犹豫模糊元
(hesitant fuzzy element, HFE),允许决策者或辅助专家
可以在几个不同的评估值间犹豫徘徊,从而增加了他

们决策赋值的灵活性,能够较为细腻地刻画其不确定
性心理状态,是模糊集理论[4]的重要拓展,在现实中
有广泛的应用场景.然而,在大多数情况下,由于辅助
专家的个人倾向性以及专家数量等原因,不同的隶属
度可能具有不同的重要性,但是,犹豫模糊元却无法
刻画决策者对不同隶属度的偏好信息,从而容易导致
对评估信息的不完整性描述.
为了更准确地描述决策者的不确定性心理
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状态, Xu等[5-8]提出了概率犹豫模糊集 (probabilistic
hesitant fuzzy set, PHFS)的概念,其基本描述工具是
概率犹豫模糊元 (probabilistic hesitant fuzzy element,
PHFE)[9-10].与犹豫模糊元相比,概率犹豫模糊元在
犹豫模糊元的基础上增加了每个隶属度的概率 (权
重)信息,因此包含了更多的不确定性信息,能够更加
细腻地建模决策者的心理状态.从这个意义上讲,概
率犹豫模糊集是犹豫模糊集理论的重要推广.得益
于对概率信息的有效利用,概率犹豫模糊集不但能够
刻画决策者对客观事物的不确定性认知,而且可以描
述不同评价意见间的重要性差异,因此具有重要的理
论价值和广泛的应用前景.

本文研究概率犹豫模糊环境下属性权重已知、

专家权重未知条件下的多属性群决策问题 (multi-
attribute group decision-making, MAGDM)[5].该问题
的顺利解决需要两次信息集成: 1)在属性权重已知
的条件下,从单个专家视角对多个属性的评估信息
进行初次集成.首次信息集结采用加权算术平均
(weighted arithmetic averaging, WAA)的方式. 2)在群
体专家视角下对各专家的评估信息进行综合集成,
但专家权重未知,需要构建合适的模型求取专家权
重向量.第2次信息集成从能够对各个备选方案作出
更好区分的角度构建了基于分差最大化 (maximizing
score deviation, MSD)准则[5]的专家向量权重求解模

型,并采用解析的方式推导出最优解.本文分三步实
现多个备选方案的优劣排序: 1)针对传统概率犹豫
模糊距离测度的不足,提出改进的新型距离测度,改
进后的概率犹豫模糊距离测度能够有效满足距离测

度的3个公理性条件; 2)采用加权算术平均的方式实
现单个专家视角下,属性权重已知条件下概率犹豫模
糊信息初次集结; 3)在专家权重向量求解的基础上,
基于TODIM方法等[11-12]构建概率犹豫模糊多属性

群决策方法,实现多个备选方案的优劣排序,并将其
应用于陆军部队作战方案模糊优选,从而完成对其有
效性的数值验证.

1 理论基础

1.1 概率犹豫模糊集

定义1 [5] 给定任意非空集合X ,定义在有限集
合X上的一个概率犹豫模糊集H ,可以表示为

H = {⟨x, h(p)⟩|x ∈ X}. (1)

其中:集合h(p) = {γλ|pλ, λ = 1, 2, . . . , l}为描述概
率犹豫模糊集H的基本工具,通常称为概率犹豫模
糊元;隶属度γλ ∈ [0, 1]表示元素x ∈ X属于概率

犹豫模糊集H的可能性; 实数pλ ∈ [0, 1]表示隶属度

γλ出现的概率,且满足归一化条件
l∑

λ=1

pλ = 1.为方

便计算,本文涉及到的概率犹豫模糊元h(p),其元素
一律按照隶属度值γλ降序排列,如果隶属度相同,则
按照概率值pλ降序排列.
例1 概率犹豫模糊元h(p) = {0.6|0.2, 0.4|0.8}

表达的含义是元素x属于概率犹豫模糊集H的隶属

度可能是0.6,也可能是0.4;且隶属度为0.6的概率是

0.2,隶属度为0.4的概率是0.8.特别地,当概率犹豫模
糊元h(p)的各个可能的隶属度等概率出现时,h(p)
便退化成一个普通的犹豫模糊元.

定义 2 [5] 给定任意概率犹豫模糊元 h(p) =

{γλ|pλ, λ = 1, 2, . . . , l},其得分函数定义为

E(h) =
l∑

λ=1

γλpλ. (2)

在得分函数定义的基础上,其离散函数可以定义为

D(h) =
l∑

λ=1

(γλ − E(h))2pλ. (3)

基于得分函数和离散函数,任意两个概率犹豫模糊元
h1(p1)和h2(p2)的大小可作如下比较:

1)如果E(h1) > E(h2),则h1(p1) ≻ h2(p2).
2)如果E(h1) < E(h2),则h1(p1) ≺ h2(p2).
3)如果E(h1) = E(h2),则:
若D(h1) > D(h2),则h1(p1) ≺ h2(p2);
若D(h1) < D(h2),则h1(p1) ≻ h2(p2);
若D(h1) = D(h2),则h1(p1) ∼ h2(p2).

1.2 概率犹豫模糊基本运算规则

定义3 [6] 给定任意概率犹豫模糊元h(p)和常

数α > 0,其基本运算规则可以定义为

hc(p) =
∪
γ∈h

{1− γ|p}, (4)

h(p)α =
∪
γ∈h

{γα|p}, (5)

αh(p) =
∪
γ∈h

{1− (1− γ)α|p}, (6)

其中hc(p)为概率犹豫模糊元h(p)的补集.
定义4 [6] 给定任意概率犹豫模糊元h1(p1)和

h2(p2),或简记为h1和h2,其基本运算规则为

h1 ⊕ h2 =
∪

γ1∈h1,γ2∈h2

{γ1 + γ2 − γ1γ2|p1p2}, (7)

h1 ⊗ h2 =
∪

γ1∈h1,γ2∈h2

{γ1γ2|p1p2}. (8)

定义5 [6] 假设hi(pi)(i = 1, 2, . . . , n)为概率犹

豫模糊元,或简记为hi(i = 1, 2, . . . , n),则式 (7)和 (8)
可进一步推广为

n
⊕
i=1

hi =
∪

γi∈hi

{
1−

n∏
i=1

(1− γi)|p1 . . . pn
}
, (9)
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n
⊗
i=1

hi =
∪

γi∈hi

{ n∏
i=1

γi|p1 . . . pn
}
. (10)

定义6 假定概率犹豫模糊元hi(pi)(i = 1, 2,

. . . , n)对应的权重是wi(i = 1, 2, . . . , n),且满足归一

化条件
n∑

i=1

wi = 1,则式 (9)和 (10)可分别推广为加权

算术平均算子和加权几何平均算子

n
⊕
i=1

wihi =
∪

γi∈hi

{
1−

n∏
i=1

(1− γi)
wi |p1 . . . pn

}
, (11)

n
⊗
i=1

hwi

i =
∪

γi∈hi

{ n∏
i=1

γwi

i |p1 . . . pn
}
. (12)

2 概率犹豫模糊距离测度

定义7 [6,8] 任意两个元素数目相等的概率犹豫

模糊元h1(p1)和h2(p2),或简记为h1和h2,其距离测
度需要满足以下3个公理性条件:

1)非负性: d(h1, h2) ⩾ 0;
2)交换性: d(h1, h2) = d2(h2, h1);
3)反身性: d(h1, h2) = 0 ⇔ h1 = h2.
显然,两个概率犹豫模糊元的距离测度是建立在

其元素个数相等的基础上,但是,这一条件在大多数
情况下都不能得到有效满足.为使任意两个概率犹
豫模糊元具有相等的元素个数,需要首先对其进行规
范化处理.

2.1 概率犹豫模糊元规范化

通常有两种方法对概率犹豫模糊元进行规范化

处理:一种是将元素个数较多的概率犹豫模糊元截
短处理,即降维的方法,但是这种处理方法会损失一
部分信息,通常在概率犹豫元规模较大时使用;另一
种是对元素个数较少的概率犹豫模糊元进行扩充,根
据某种风险规则重复添加隶属度最大或隶属度最小

的元素,并使其概率为零,这也是大部分文献采用的
方法.本文采用风险厌恶的原则对元素个数较少的
概率犹豫模糊元进行扩充处理的规范化方法,举例说
明如下.

例2 概率犹豫模糊元h1(p) = {0.4|1},h2(p) =

{0.6|0.2, 0.4|0.8},h3(p) = {0.7|0.2, 0.5|0.4, 0.3|0.4}.
采用风险厌恶的法则对其进行规范化处理, 3个概率
犹豫模糊元分别可以扩充为

h1(p) = {0.4|1, 0.4|0, 0.4|0},

h2(p) = {0.6|0.2, 0.4|0.8, 0.4|0},

h3(p) = {0.7|0.2, 0.5|0.4, 0.3|0.4}.

2.2 传统概率犹豫模糊距离测度

定义8 [8] 给定任意两个元素数目相等的概率

犹豫模糊元 h1(p1) = {γλ
1 |pλ1 , λ = 1, 2, . . . , l}和

h2(p2) = {γλ
2 |pλ2 , λ = 1, 2, . . . , l},其传统的海明

(Hamming)距离测度定义为

d1(h1, h2) =

l∑
λ=1

|γλ
1 p

λ
1 − γλ

2 p
λ
2 |. (13)

传统的欧几里得(Euclidean)距离测度定义为

d2(h1, h2) =

√√√√ l∑
λ=1

(γλ
1 p

λ
1 − γλ

2 p
λ
2 )

2
. (14)

这两个传统的概率犹豫模糊距离测度由犹豫模糊距

离测度演绎而来.虽然传统的概率犹豫模糊距离测
度得到了广泛应用,但却有明显的不足,其不足之处
说明如下.
例3 设有两个不同的概率犹豫模糊元h1(p) =

{0.8|0.7, 0.2|0.3}和h2(p) = {0.7|0.8, 0.3|0.2},根据
定义8,海明距离测度为d1(h1, h2) = 0,欧几里得距
离测度为d2(h1, h2) = 0.
注意到,h1(p)和h2(p)是两个不同的概率犹豫模

糊元,这与定义7中的反身性条件相矛盾.因此,有必
要对定义8所给出的概率犹豫模糊距离测度进行改
进.

2.3 新型概率犹豫模糊距离测度

定义 9 给定任意两个元素数目相等的概率

犹豫模糊元h1(p1) = {γλ
1 |pλ1 , λ = 1, 2, . . . , l}和

h2(p2) = {γλ
2 |pλ2 , λ = 1, 2, . . . , l},其改进的海明距

离测度定义为

d3(h1, h2) =

1

2

l∑
λ=1

(|γλ
1 p

λ
1 − γλ

2 p
λ
2 |+ |γλ

1 − γλ
2 |pλ1pλ2 ). (15)

相应地,改进的欧几里得距离测度定义为

d4(h1, h2) =√√√√1

2

l∑
λ=1

[(γλ
1 p

λ
1−γλ

2 p
λ
2 )

2
+ (γλ

1 −γλ
2 )

2
pλ1p

λ
2 ]. (16)

显然,新型概率犹豫模糊距离测度是在传统概率犹豫
模糊距离测度的基础上改进得到的,其有效性和合理
性通过如下定理给出.
定理1 在定义9中,由式 (15)确定的新型海明

距离测度和由式 (16)确定的新型欧几里得距离测度,
满足定义7给出的概率犹豫模糊元距离测度的3个
公理性条件.
证明 定义9中,由式 (15)和 (16)所确定的新型

概率犹豫模糊距离测度显然满足定义7给出的非负
性和交换性要求.重点对其反身性证明如下.

1)充分性.如果d3(h1, h2) = 0或d4(h1, h2) = 0,
则由式(15)或(16)均可以推导出如下等式关系:
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1 p

λ
1 − γλ

2 p
λ
2 = 0, λ = 1, 2, . . . , l;

γλ
1 − γλ

2 = 0, λ = 1, 2, . . . , l.
(17)

由式(17)可以进一步推导得到pλ1 = pλ2 , λ = 1, 2, . . . , l;

γλ
1 = γλ

2 , λ = 1, 2, . . . , l.
(18)

进而有h1 = h2,即如下因果关系成立:d3(h1, h2) = 0 ⇒ h1 = h2,

d4(h1, h2) = 0 ⇒ h1 = h2.
(19)

2)必要性.将上述论证过程反过来,可以得到如
下因果关系:h1 = h2 ⇒ d3(h1, h2) = 0,

h1 = h2 ⇒ d4(h1, h2) = 0.
(20)

因此,由定义9给出的新型概率犹豫模糊距离测度满
足概率犹豫模糊元距离测度的3个公理性条件. 2

为直观展示新型距离测度和传统距离测度的不

同,列出4种距离测度计算如表1所示.

表 1 几种距离测度计算结果比较

例子 d1 d2 d3 d4

d(h1, h2) 0 0 0.031 0 0.055 7

d(h1, h3) 0.1 0.082 5 0.050 0 0.058 3

d(h1, h4) 0.2 0.164 9 0.100 0 0.116 6

在表1中:设h1(p) = {0.8|0.7, 0.2|0.3}, h2(p) =

{0.7|0.8, 0.3|0.2}, h3(p) = {0.8|0.6, 0.2|0.4}, h4(p) =

{0.8|0.5, 0.2|0.5}.由表 1的计算结果可以看出,改进
的新型距离测度保留了传统概率犹豫模糊元距离测

度的特点,并克服了其不足.

3 概率犹豫模糊多属性群决策方法

3.1 多属性群决策问题描述

本文考虑概率犹豫模糊环境下的多属性群决策

问题,问题具有m个备选方案,n个评价属性和K个

辅助专家参与决策.令集合X = {x1, x2, . . . , xm}为
备选方案集,集合A = {a1, a2, . . . , an}为评价属性
集,集合E = {e1, e2, . . . , eK}为参与决策的辅助专家
的集合.进一步地,令向量w = (w1, w2, . . . , wn)

T为

属性权重向量,向量v = (v1, v2, . . . , vK)T为专家权

重向量.假设参与决策的辅助专家 ek给出方案xi(i

= 1, 2, . . . ,m)关于属性aj(j = 1, 2, . . . , n)的评估

值为概率犹豫模糊元xk
ij ,将所有专家 ek(k = 1, 2,

. . . ,K)给出的概率犹豫模糊评估信息按照矩阵的形

式进行排列,可以得到如下概率犹豫模糊决策矩阵:

Dk =

a1 a2 . . . an

x1

x2

...
xm


xk
11 xk

12 . . . xk
1n

xk
21 xk

22 . . . xk
2n

...
...

. . .
...

xk
m1 xk

m2 . . . xk
mn

.
(21)

显然,不同的辅助专家给出了不同的概率犹豫模糊决
策矩阵.
为了得到最终的评价结果,需要对概率犹豫模

糊矩阵形式的评估信息进行两次信息集成:首先,在
单个专家视角下,按属性进行初次信息集成,得到单
个专家的综合评估信息;其次,在群体专家视角下,
按专家进行二次信息集成,得到最终的综合评估结
果.但是,两次的概率犹豫模糊信息集成都需要相应
的权重向量信息.为降低问题的求解复杂度,假设备
选方案的属性权重向量w已知,专家权重向量v =

(v1, v2, . . . , vK)T未知.目标是在专家权重向量未知
的条件下,根据专家们给出的概率犹豫模糊决策矩阵
Dk(k = 1, 2, . . . ,K)对方案集X中的备选方案进行

综合排序.

3.2 分差最大化专家权重向量求解模型

在属性权重向量w = (w1, w2, . . . , wn)
T已知的

条件下,可以通过加权算术平均的方法给出单个专家
ek(k = 1, 2, . . . ,K)对备选方案xi(i = 1, 2, . . . ,m)

的综合评估信息,计算公式为

xk
i =

n
⊕
j=1

(wjx
k
ij). (22)

可见,综合评估信息xk
i 依然具有概率犹豫模糊元的

形式.由式(2),概率犹豫模糊元xk
i的得分为

gik = E(xk
i ). (23)

因此, gik即可以视为单个评估专家ek(k = 1, 2, . . . ,

K)对备选方案xi(i = 1, 2, . . . ,m)的综合评分.将所
有综合评分gik按照矩阵的形式进行排列,可以得到
如下形式的得分矩阵:

G =

e1 e2 . . . eK

x1

x2

...
xm


g11 g12 . . . g1K

g21 g22 . . . g2K
...

...
. . .

...
gm1 gm2 . . . gmK

.
(24)

对于单个专家ek(k = 1, 2, . . . ,K),备选方案xi(i

= 1, 2, . . . ,m)与其他所有备选方案xt(t = 1, 2, . . . ,

m)之间的加权分差可以表示为

Sik(v) =
m∑
t=1

vk|gik − gtk|. (25)
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其中: vk(k = 1, 2, . . . ,K)为专家ek的权重系数,v为
专家权重向量.进一步地,对于任意单个专家ek(k =

1, 2, . . . ,K),所有备选方案相对于其他备选方案的加
权分差和可以计算为

Sk(v) =

m∑
i=1

m∑
t=1

vk|gik − gtk|. (26)

为了更好地将各个备选方案区分出来,可以基于
分差最大化 (MSD)[5]的思想构建如下所示的专家权

重向量求解模型:

max
v

K∑
k=1

m∑
i=1

m∑
t=1

vk|gik − gtk|;

s.t.
K∑

k=1

v2k ⩽ 1,

vk ⩾ 0, k = 1, 2, . . . ,K. (27)

显然,式 (27)所示的非线性规划问题是凸优化问题,
且具有唯一最优解[13].求解式 (27)所示的凸问题即
可得到最优专家权重向量v∗.该求解过程可以采用
数值优化的方法,如使用标准的数值优化软件,也可
以采用解析的方式.

3.3 专家权重向量求解

采用解析的方法求解专家权重向量,为此,需要
构造如下拉格朗日(Lagrange)函数[13]:

L(v, η) =

K∑
k=1

ckvk + η
( K∑
k=1

v2k − 1
)
. (28)

其中: η为Lagrange乘子; vk(k = 1, 2, . . . ,K)为专家

ek的权重系数;v为专家权重向量; ck(k = 1, 2, . . . ,

K)为中间参量,计算为

ck =
m∑
i=1

m∑
t=1

|gik − gtk|. (29)

根据KKT (Karush-Kuhn-Tucker)条件,令∂L(v, η)/∂vk

= 0, ∂L(v, η)/∂η = 0,分别可得

2ηvk + ck = 0, k = 1, 2, . . . ,K; (30)
K∑

k=1

v2k − 1 = 0. (31)

联立求解式(30)和(31),可得最优Lagrange乘子为

η∗ = −

√√√√ K∑
k=1

c2k

2
. (32)

最优权重系数为

v∗k =
ck√√√√ K∑
k=1

c2k

, k = 1, 2, . . . ,K. (33)

此最优解 v∗ = (v∗1 , v
∗
2 , . . . , v

∗
K)T即为所求的专家权

重向量.
为下文应用的需要,将专家权重向量v∗进一步

标准化为

vk =
ck

K∑
k=1

ck

, k = 1, 2, . . . ,K. (34)

3.4 基于TODIM的备选方案排序方法

TODIM方法是一种基于前景理论的交互式多
属性决策方法[11-12,14],本文将其应用到群体共识达
成上来.对于单个专家 ek(k = 1, 2, . . . ,K),备选方
案xi(i = 1, 2, . . . ,m)相对于其他备选方案xt(t =

1, 2, . . . ,m)的感知价值可以表示为

φk
it =


√

vkd(xk
i , x

k
t ), x

k
i ⪰ xk

t ;

−θ
√

v−1
k d(xk

i , x
k
t ), x

k
i ≺ xk

t .
(35)

其中:参数θ ⩾ 1为损失规避指数, θ越大表示对“损
失”的规避程度越高; d(xk

i , x
k
t )为概率犹豫模糊元xk

i

与xk
t 之间的距离测度,这里可以是海明距离测度,也

可以是欧几里得距离测度,本文选用改进的欧几里得
距离测度.

在单个专家ek(k = 1, 2, . . . ,K)的视角下,计算
得到各备选方案xi(i = 1, 2, . . . ,m)相对于其他所有

备选方案综合感知价值为

φk
i =

m∑
t=1

φk
it. (36)

集成所有专家的智慧,计算得到备选方案xi(i =

1, 2, . . . ,m)相对于其他备选方案的综合感知价值为

φi =
K∑

k=1

φk
i . (37)

显然,群体专家视角下,各备选方案xi(i = 1, 2, . . . ,

m)的综合感知价值φi越大,表示备选方案 xi(i =

1, 2, . . . ,m)越优秀.可以根据φi的大小对备选方案

xi(i = 1, 2, . . . ,m)进行优劣排序,并选出最优方
案.通常,各个备选方案xi(i = 1, 2, . . . ,m)的排序值

可以计算为

ϕ(xi) =
φi − min

i
{φi}

max
i

{φi} − min
i
{φi}

. (38)

4 算例分析

4.1 问题描述

未来信息化战争是体系与体系之间的对抗,情报
信息急剧增长,战场态势复杂多变,不确定情况日益
增多,日益呈现出“以快打慢”的战场态势,决策的速
度和质量直接关系到战争胜负.战场复杂性和不确
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定性的增加,以及作战进程的快节奏和高毁伤都给决
策者带来了空前的压力,使他们在决策时犹豫不决、
不确定感显著增加.因此,如何构建决策模型,积极发
挥决策者和辅助专家的群体智慧成为亟待解决的现

实问题.本文尝试使用概率犹豫模糊理论对不确定
条件下的决策信息进行建模,并构建合适的群决策方
法.
作战方案评估优选是作战指挥的关键环节[15],

对一种作战方案的优劣评价,主要看其 3种属性:一
是方案可行性a1,作战方案是否符合上级意图,能否
在限定的时间、空间及其他资源限制条件下完成作战

任务;二是方案可接受性a2,作战方案是否完整、要

素齐全,能够取得的潜在价值是否大于实施作战方
案所需要付出的代价,包括政治代价与道义代价;三
是方案的独特性a3,作战方案与其他备选作战方案
相比是否有显著不同,体现较大的艺术创造价值.在
作战筹划阶段,为选出最优作战方案, 4名军事专家
{e1, e2, e3, e4}受命对陆军部队的4种备选作战方案
{x1, x2, x3, x4}进行分析评估,并给出专业化建议.假
设这 4名军事专家通过前文所述作战方案的 3种属
性,即{a1, a2, a3},对4种备选方案进行分析评估,评
估信息以概率犹豫模糊元的形式给出.表2∼表5分
别为4名专家对4种备选方案的评估结果.本文所用
数据改编自文献[5, 7, 10].

表 2 专家e1的评估结果

方案 a1 a2 a3

x1 {0.8|1} {0.75|1} {0.94|0.4, 0.8|0.6}

x2 {0.4|1} {0.8|0.3, 0.7|0.4, 0.6|0.3} {0.65|1}

x3 {0.6|0.2, 0.5|0.4, 0.3|0.4} {0.85|1} {0.45|1}

x4 {0.37|0.6, 0.15|0.4} {0.48|1} {0.38|1}

表 3 专家e2的评估结果

方案 a1 a2 a3

x1 {0.76|0.4, 0.55|0.6} {0.65|1} {0.55|1}

x2 {0.95|1} {0.35|1} {0.65|0.5, 0.45|0.5}

x3 {0.68|1} {0.66|0.5, 0.55|0.5} {0.55|1}

x4 {0.6|1} {0.62|0.4, 0.48|0.6} {0.75|1}

表 4 专家e3的评估结果

方案 a1 a2 a3

x1 {0.65|1} {0.3|1} {0.55|1}

x2 {0.69|1} {0.7|1} {0.45|1}

x3 {0.5|1} {0.45|1} {0.68|1}

x4 {0.4|1} {0.55|1} {0.7|0.5, 0.5|0.5}

表 5 专家e4的评估结果

方案 a1 a2 a3

x1 {0.8|1} {0.4|0.5, 0.3|0.3, 0.2|0.2} {0.75|1}

x2 {0.58|1} {0.65|1} {0.7|1}

x3 {0.6|1} {0.56|1} {0.75|1}

x4 {0.73|1} {0.66|1} {0.85|1}

4.2 单个专家视角下评估信息初次集成

根据前文所述,综合排序算法的第1步是在属性
权重信息已知的条件下,对单个专家的评估信息进行
综合集成.

假设属性权重向量为 w = (0.4, 0.3, 0.3)T,采用
加权算术平均的方式进行概率犹豫模糊信息的初次

集成.由式 (11)可计算得到4名专家{e1, e2, e3, e4}的
综合评估信息,分别如表6∼表9所示.

表 6 专家e1的综合评估信息

方案 专家 e1 综合评估信息 得分

x1 {0.851 0|0.4, 0.786 2|0.6, 0.786 2|0} 0.812 1

x2 {0.632 9|0.3, 0.585 4|0.4, 0.548 0|0.3} 0.588 4

x3 {0.672 1|0.2, 0.641 5|0.4, 0.589 8|0.4} 0.626 9

x4 {0.408 1|0.6, 0.332 8|0.4, 0.332 8|0} 0.378 0

表 7 专家e2的综合评估信息

方案 专家 e2 综合评估信息 得分

x1 {0.645 2|0.4, 0.582 7|0.6, 0.582 7|0} 0.607 7

x2 {0.806 5|0.5, 0.778 4|0.5, 0.778 4|0} 0.792 4

x3 {0.639 0|0.5, 0.607 4|0.5, 0.607 4|0} 0.623 2

x4 {0.657 9|0.4, 0.624 2|0.6, 0.624 2|0} 0.637 7
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表 8 专家e3的综合评估信息

方案 专家e3 综合评估信息 得分

x1 {0.535 4|1, 0.535 4|0, 0.535 4|0} 0.535 4

x2 {0.635 4|1, 0.635 4|0, 0.635 4|0} 0.635 4

x3 {0.550 0|1, 0.550 0|0, 0.550 0|0} 0.550 0

x4 {0.552 9|0.5, 0.478 9|0.5, 0.478 9|0} 0.515 9

表 9 专家e4的综合评估信息

方案 专家e4综合评估信息 得分

x1 {0.702 7|0.5, 0.688 6|0.3, 0.675 9|0.2} 0.693 1

x2 {0.640 5|1, 0.640 5|0, 0.640 5|0} 0.640 5

x3 {0.642 5|1, 0.642 5|0, 0.642 5|0} 0.642 5

x4 {0.757 4|1, 0.757 4|0, 0.757 4|0} 0.757 4

为便于后续计算,表6∼表9中的概率犹豫模糊
信息已经进行过规范化处理,并由式 (2)计算出了单
个专家视角下各备选方案的综合得分.

4.3 专家权重向量确定

专家权重向量对备选方案综合排序而言具有基

础性支撑作用.基于分差最大化准则构建专家权重
向量求解模型,其目的是为了更好地对4种备选作战
方案进行区分.在实际运用中,可以根据不同需求构
建不同的专家权重向量求解模型,也可根据需要以主
观的方式或以演化博弈[16]的方式对各个辅助专家进

行赋权.基于分差最大化思想的专家权重向量求解
步骤为如下.

step 1: 式 (24)所示的得分矩阵G是专家权重向

量的求解基础.由表6∼表9可求取得分矩阵G,结果
如表10所示.

表 10 单个专家视角下各备选方案的得分

方案 e1 e2 e3 e4

x1 0.812 1 0.607 7 0.535 4 0.693 1

x2 0.588 4 0.792 4 0.635 4 0.640 5

x3 0.626 9 0.623 2 0.550 0 0.642 5

x4 0.378 0 0.637 7 0.515 9 0.757 4

step 2: 在得分矩阵G的基础上,由式 (29)计算出
辅助变量 ck(k = 1, 2, 3, 4)的值 c1 = 2.681 7, c2 =

1.137 6, c3 = 0.746 2, c4 = 0.802 6.
step 3: 由式 (34)可求取标准化的专家权重向量

为v = (0.499 6, 0.211 9, 0.139 0, 0.149 5)T.

4.4 备选方案综合排序

基于TODIM的备选作战方案综合排序算法的
基本步骤如下.

step 1: 由式 (36),当 θ = 1时,可以计算得到单
个专家视角下各备选方案的综合感知价值,结果如表
11所示.

表 11 单个专家视角下各备选方案的综合感知价值

方案 e1 e2 e3 e4

x1 1.129 2 −1.669 8 −0.986 0 −1.099 0

x2 −0.780 2 0.494 6 0.433 7 −2.345 4

x3 −0.217 5 −1.195 6 −0.549 7 −2.207 2

x4 −2.082 7 −0.578 5 −4.188 1 0.487 8

step 2: 由式 (37)计算得到群体专家视角下各备
选方案的综合感知价值,并由式 (38)计算各备选方案
的综合排序值,结果如表12所示.

表 12 群体专家视角下各备选方案的综合感知价值

方案 综合感知价值 排序值

x1 −2.625 7 0.897 1

x2 −2.197 3 1.000 0

x3 −4.170 1 0.526 2

x4 −6.361 5 0

step 3:根据计算结果可知,当θ = 1时,各备选方
案的排序结果为x2 ≻ x1 ≻ x3 ≻ x4.

4.5 参数敏感性分析

TODIM方法是一种带参数的多属性群决策方
法,当参数θ取不同值时, 4个备选方案的排序结果如
表13所示.由计算结果可以看出, 4种备选方案的排
序结果对θ的取值并不敏感.

表 13 θ取不同值时结果比较

θ取不同值 排序结果

θ = 1 x2 ≻ x1 ≻ x3 ≻ x4

θ = 2 x2 ≻ x1 ≻ x3 ≻ x4

θ = 5 x2 ≻ x1 ≻ x3 ≻ x4

综上所述,实例分析的输入参数如下:属性权重
向量为w = (0.4, 0.3, 0.3)T,专家权重向量为v =

(0.499 6, 0.211 9, 0.139 0, 0.149 5)T; 而各备选方案的
排序结果为x2 ≻ x1 ≻ x3 ≻ x4.根据综合排序结果
可知:备选作战方案x2为最优,备选作战方案x4为最

劣.

4.6 比较分析

在同样的数据条件下,文献 [10]的输入参数如
下:属性权重向量为w = (0.390 6, 0.259 2, 0.350 2)T,
专家权重向量为v = (0.25, 0.25, 0.25, 0.25)T,各备选
方案的排序结果为x1 ≻ x3 ≻ x2 ≻ x4,备选方案x1



736 控 制 与 决 策 第37卷

为最优,备选方案x4为最劣.
取 θ = 1,在使用文献 [10]输入参数的条件下,

使用本文的排序方法可以得到的排序结果为x1 ≻
x2 ≻ x3 ≻ x4,备选方案x1为最优,备选方案x4为

最劣.
通过比较分析可知:使用同样的数据,在输入参

数相同的条件下,本文方法能够与文献 [10]取得大致
相同的排序结果.尽管两种方法的排序结果有差异,
但差异是比较小的,充分表明了本文方法排序结果的
可信性.

5 结 论

本文在改进的新型概率犹豫模糊距离测度的基

础上,基于TODIM提出了概率犹豫模糊多属性群决
策方法,实现了基于综合感知价值的多个备选作战方
案的优劣排序.数值实验表明:所提出的交互式多属
性群决策方法步骤清晰,能够充分考虑决策者心理行
为对备选方案排序的影响,有利于充分发挥辅助专家
的群体智慧,综合排序结果客观有效.所提出的群决
策方法和距离测度具有一定理论意义和实用价值.
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