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基于神经网络的周期扰动非线性系统自适应渐近跟踪控制

吴 健1,2†, 孙永波3, 赵前进3

(1. 安庆师范大学计算机与信息学院，安徽安庆 246013；
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摘 要: 针对一类具有周期扰动和输入时滞的不确定非线性系统,提出一种基于神经网络的自适应动态面控制
方案.将径向基函数神经网络和傅里叶级数展开结合,构造一种混合函数逼近器来逼近系统中未知的周期扰动函
数.通过引入一个积分项解决输入时滞问题,同时采用带有非线性滤波器的动态面控制方法,避免自适应反推控
制方法中普遍存在的复杂性爆炸问题.所提出的神经网络控制方案能够确保闭环系统中所有信号是半全局有界
的,并且系统输出能渐近地跟踪给定的参考信号.两个仿真结果验证了所提出的控制方案是有效的.
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Abstract: A dynamic surface control scheme based on neural networks is proposed for a class of uncertain nonlinear
systems with periodic disturbances and input delay. Combining the radial basis function neural network (RBFNN) with
the Fourier series expansion (FSE), a mixed function approximator is constructed to approximate the unknown periodic
disturbances functions in the system. An integral term is introduced to solve the problem of input delay. At the same time,
the dynamic surface control method with the nonlinear filter is developed to avoid the problem of explosion of complexity
commonly existed in the adaptive backstepping control method. The semiglobal boundedness of all closed-loop signals is
guaranteed, and the output of the system can track a given reference signal asymptotically. Finally, two simulation results
show that the proposed control scheme is effective.
Keywords: uncertain nonlinear systems；Fourier series expansion；neural networks；dynamic surface control；periodic
disturbances；input delay

0 引 言

近几十年来,不确定非线性控制系统的控制问
题备受关注,并且取得了一定的成果,其中包括自适
应神经网络控制[1-6]、自适应模糊控制[7-13].例如,针
对一类具有严格反馈形式的不确定非线性系统,文献
[1]提出了一种基于神经网络的自适应动态面控制方
法,文献 [2]给出了基于神经网络自适应增益调度的

反推滑模控制方案,文献 [3]设计了具有先验跟踪精
度的全局稳定自适应反推神经网络控制方法.此外,
不同于以往的控制方法,文献 [4]采用假设仿射非线
性系统的方法,利用神经网络解决了具有输入饱和
的不确定非仿射非线性系统的跟踪控制问题.同样
地,对于模糊逼近的方法也应用到了许多不确定非线
性控制系统.文献 [14]采用模糊逼近的方法解决了
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MIMO非线性不确定系统的自适应模糊输出跟踪控
制问题.随后,该研究小组又将此方法应用到了SISO
不确定非严格反馈非线性系统的自适应模糊跟踪控

制[7]和带有死区不确定非线性大系统的自适应模糊

分散跟踪控制设计[8].在文献 [13]中,作者同时运用
了神经网络和模糊逼近,针对一类不确定的非线性随
机系统,提出了自适应模糊神经网络控制方案.

众所周知,具有已知周期扰动的不确定系统控制
问题也是控制领域中一个非常具有挑战性的问题.
目前,对于这方面研究的文献也有限.文献 [15]研究
了具有未知非线性参数和已知周期时变扰动函数的

自适应神经网络跟踪控制问题,将傅立叶级数展开
(FSE)和径向基函数神经网络 (RBFNN)相结合,形成
一个新的函数逼近器,对系统中未知的扰动函数进
行逼近,最终证明了跟踪误差收敛于原点附近的一个
紧集中.随后,文献 [16]指出此法可以推广应用到其
他控制系统.例如,文献 [17]中的周期性时变系统的
反推控制,文献 [18]采用多层神经网络对周期性时变
和非线性参数化系统进行自适应跟踪,文献 [19]将文
献 [16]推广到了自适应模糊控制.文献 [20]研究了一
类具有周期性扰动的不确定非线性系统的自适应鲁

棒控制问题.与文献 [15-17]不同,文献 [21]将傅里叶
展开与模糊逻辑系统 (FLS)相结合,设计了新的基于
FSE–FLS逼近器,研究了具有不确定周期扰动控制增
益函数的非线性系统,最终实现了闭环系统的半全局
有界.
另一方面,工业控制系统中普遍存在的时滞现

象经常影响控制系统的稳定性,甚至会导致系统崩
溃.因此,对带有时滞的不确定非线性控制系统的研
究也具有非常重要的意义[22-31].例如,针对一类时滞
未知的严格反馈系统,文献 [23]研究了自适应神经控
制问题,并将此方法推广到文献 [24]中一类单输入单
输出严格反馈非线性随机系统.对于一类具有输入
时滞的严格反馈系统,文献 [25]提出了一种自适应神
经网络跟踪控制方法.文献 [29]研究了具有输入时
滞的严格反馈系统的自适应模糊反推跟踪控制问题.

根据以上讨论可知,目前还没有文献研究具有周
期扰动和输入时滞的非线性不确定系统的自适应渐

近追踪控制问题.本文主要的工作如下:
1)研究一类具有周期扰动和输入时滞的不确定

非线性系统的渐近跟踪控制问题,提出一种新的基于
混合逼近器的自适应控制方案;

2)通过构造带有非线性滤波器的动态面方法,避
免传统反推设计中出现的复杂性爆炸问题,同时实现

闭环系统渐近稳定性,提高控制系统的控制性能.
仿真结果表明本文方法是有效的.

1 问题᧿述及亴备知䇶

1.1 系统描述

考虑以下具有周期扰动的非严格反馈系统:
ẋi = xi+1 + fi(x, ωi(t)), i = 1, 2, . . . , n− 1;

ẋn = u(t− τ) + fn(x, ωn(t));

y = x1.

(1)

其中:x = [x1, . . . , xn]
T是系统状态变量; y ∈ R是系

统的输出;u是系统控制输入; τ是延迟时间;ωi(t)是

已知周期为Ti的未知连续时变扰动,即有ωi(t+Ti) =

ωi(t), ωi(t) : [0,+∞) → Rqi(1 ⩽ i ⩽ n); fi(·) :

Rn+qi → R(1 ⩽ i ⩽ n)是未知的连续函数.
控制目标:设计一种新的自适应动态面控制方

案,使系统 (1)的输出信号能够渐近地跟踪给定的参
考信号yd(t),并且所有的闭环信号都是半全局有界
的.

注1 与其他具有周期扰动的控制系统相比较

(如文献 [15]和文献 [21]),本文的主要区别在于: 1)研
究了具有输入时滞的非严格反馈系统控制问题; 2)
构造了基于FSE-RBFNN的混合逼近器,通过设计非
线性滤波器,提出一种新的自适应动态面控制策略,
在确保闭环系统的所有信号半全局有界稳定的同时,
实现渐近跟踪控制性能.
为了实现上述控制目标,对系统(1)做如下假设:
假设1 参考轨迹yd(t)是有界的,并且其关于时

间的导数 ẏd和 ÿd也是有界的.
注2 假设1是自适应动态面控制方案所需的

通用假设条件,普遍存在于已有的文献中,如文献
[13,15,21,32].

1.2 基于FSE-RBFNN逼近器

本文设计的主要障碍是周期扰动ωi(t)不能作

为径向基函数神经网络的输入.考虑到ωi(t)具有的

周期性质,首先使用傅里叶级数展开估计ωi(t),然
后利用被测系统信号Ei和ωi的估计值作为径向基

函数神经网络的输入,去逼近一些合适的未知函数
gi(Ei, ωi(t)).
为了确保一般性,假设g(E,ω(t))是一个未知函

数,E ∈ ΩE ⊂ Rl是一个被测信号,ω(t)是已知周
期为T的未知连续扰动向量,并且ω(t) = [υ1(t), . . . ,

υq(t)]
T ∈ Ωω ⊂ Rq,其中ΩE和Ωω是紧集.正如文

献 [26]中所述,w(t)可以用线性参数化傅立叶级数展
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开,表示如下:
ω(t) = ΥTφ(t) + δω(t), ∥δω(t)∥ ⩽ εω. (2)

其中:Υ = [γ1, . . . , γq] ∈ Rs×q,是一个常数矩阵, γi ∈
Rs是一个由υi(t)的傅里叶级数展开的由s个系数组

成的向量 (s是一个奇数); δω(t)是上界εω最小的截断

误差,可以通过增加s使得其任意小;φ(t) = [ψ1(t),

. . . , ψs(t)]
T, ψ1(t) = 1, ψ2j(t) =

√
2 sin(2πjt/T ),

ψ2j(t) =
√
2 cos(2πjt/T ), j = 1, 2, . . . , (s − 1)/2,其

n阶导数是连续有界的.
另一方面,如果ω(t)可以测量,则未知的连续函

数g(E,ω(t))在紧集Ω = ΩE × Ωω上可以用径向基

函数神经网络逼近,即
g(E,ω(t)) =WTS(E,ω(t)) + δb(E,ω(t)),

|δb(E,ω(t))| ⩽ εb. (3)

其中:S(E,ω(t)) = [s1(E,ω(t), . . . , sh(E,ω(t))]是已

知的光滑向量值函数,其分量si(E,ω(t)) = exp[−∥ζ
− νi∥2/ς2](i = 1, 2, . . . , h),其中ζ = [ET, ωT(t)]T; νi

∈ Ω和 ς > 0均是常数,分别表示S(E,ω(t))的中心

和宽度.最优权向量W := arg min
Ŵ∈{R}h

{ sup
E,ω(t)∈Ω

|g(E,

ω(t))− ŴTS(E,ω(t))|},这里W = [ω1, . . . , ωh]
T.神

经网络逼近误差δb(E,ω(t))的最小上界εb > 0,可以
通过增加神经网络节点h的数量来减小.
由于ω(t)是未知的,将式 (2)中的ω(t)代入式 (3),

则有

g(E,ω(t)) =WTS(E, ΥTφ(t) + εω) + εb. (4)

根据式 (4),设计一种混合的基于傅立叶级数展
开的径向基函数神经网络逼近器

H(E, t) =WTS(E, ΥTφ(t)), (5)

对未知函数进行逼近,有
g(E,ω(t)) =WTS(E, ΥTφ(t)) + δ(E, t). (6)

其中

δ(E, t) = εb +WTS(E, ΥTφ(t) + εω)−

WTS(E, ΥTφ(t)). (7)

引理1 [15] 对于 (E,ω(t)) ∈ Ω,式 (7)中的逼近
误差δ(E, t)满足 |δ(E, t)| ⩽ ε,其中ε表示δ(E, t)的

最小上界,可以通过增加s和h的值任意减小.
引理2 [15] 对于逼近器 (5),估计误差可以表示

为

WTS(E, ΥTφ(t))− ŴTS(E, Υ̂Tφ(t)) =

W̃T(Ŝ − Ŝ′ΥTφ(t)) + ŴTŜ′Υ̃Tφ(t) + b. (8)

其中: Ŝ = S(E, Υ̂Tφ(t)), Ŝ′ = [ŝ′1, . . . , ŝ
′
h] ∈ Rq×h,

ŝ′i = (∂si(E,ω))/∂ω|ω=Υ̂Tφ(t), i = 1, 2, . . . , h;余项b

是有界的,即

b ⩽

∥Υ∥F ∥φ(t)ŴTŜ′∥F + ∥W∥∥Ŝ′Υ̂Tφ(t)∥+ |W |1.
(9)

Ŵ和 Υ̂分别是W和Υ的估计,估计误差W̃ = W −
Ŵ , Υ̃ = Υ − Υ̂ .
注3 文献 [15]的附录给出了引理2的证明,并

且 |W |1 =
h∑
i

|ωi| ⩾WT(S(E, ΥTφ(t))− Ŝ).

引理 3 [33] 对于任意 ς > 0和λ ∈ R,不等式

0 ⩽ |λ| − λ2√
λ2 + ς2

< ς成立.

引理 4 [34] 假设 a是一个未知的非零变量,
V (t0, t)和N(t)是定义在时间区间 [t0, tf )的光滑

函数,并且V (t0, t)是非负的,N(t0)是有界的.此外,
N (N(t)) = eN2(t)N(t)是动态的闭环增益函数, ξ是
正常数, ξ̄是一个有界变量.如果不等式

V (t0, t) ⩽ e−ξt
w t

t0
aN (N(c))Ṅ(c)eξcdc+

e−ξt
w t

t0
Ṅ(c)eξcdc+ ξ̄

成立,则可以得出N(t), V (t0, t), e−ξt
w t

t0
Ṅ(c)eξcdc和

e−ξt
w t

t0
aN (N(c))Ṅ(c)eξcdc在区间 [t0, tf )上一定是

有界的,且tf = ∞时,闭环系统的解是有界的.
引理5 [34] 如果等式 ˙̂s(t) = −aŝ(t)+gc̄(t)成立,

其中a > 0和b > 0是设计的常数, c̄(t)是正函数,则
可以得出结论:如果 ŝ(0)的初始值设定为非负的,则
对于任意的t > 0,一定有 ŝ(t) ⩾ 0成立.

2 主要结果

本文的主要结论可归纳为以下定理:
定理1 考虑闭环系统 (1),包括非线性滤波器、

实际控制器和自适应律.根据假设1,对于任何初始
条件满足V (0) ⩽ c,这里c为设计的正常数,存在设计
参数ki, ηi(i = 1, 2, . . . , n), ξj(j = 1, 2, . . . , n− 1)和

可逆矩阵ΓWi
、ΓΥi

,使得以下结论成立:
1)所有的闭环信号都是半全局有界的;
2)跟踪误差渐近收敛于零.
定理1的证明包括自适应控制器设计和闭环系

统稳定性分析两部分.

2.1 自适应神经网络控制器设计

在本节,提出一种基于反推技术的自适应神经网
络动态表面控制方案.首先,介绍自适应控制器的设
计过程.为了避免“复杂性爆炸”问题,构造如下非线
性滤波器:

ιiṡi = −ιiei −
ιiM̂

2
i ei√

M̂2
i e

2
i + ϱ2

, (10)
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si(0) = αi(0), i = 1, 2, . . . , n− 1.

其中: ei = si − αi是第i个边界层误差, ιi是一个正常
数, i = 1, 2, . . . , n− 1.
注4 不同于文献 [13, 15, 21]所提出的动态面控

制策略,本文采用具有非线性滤波器的动态面技术,
避免了传统反推技术的复杂爆炸性问题,同时实现了
闭环系统的渐近跟踪.
首先,坐标变换如下:

z1 = x1 − yd;

zi = xi − si−1, i = 2, 3, . . . , n;

zn = xn − si−1 +
w t

t−τ
u(ā)dā.

(11)

step 1:根据式(11),可以进一步得到

ż1 = ẋ1 − ẏd = x2 + f1(x, ω1(t))− ẏd. (12)

构造Lyapunov函数V1如下:

V1 =

1

2
z21 +

1

2η1
θ̃21 +

1

2
W̃T

1 Γ
−1
W1
W̃1 +

1

2
tr{Υ̃T

1 Γ
−1
Υ1
Υ̃1}.

(13)

其中: η1是设计的参数;ΓW1
> 0和ΓΥ1

> 0是设计的

可逆矩阵;W̃1和 Υ̃1的定义相似于式 (9)中的W̃和 Υ̃ ;
θ̃1 = θ1 − θ̂1, θ̂1和 θ̃1分别是θ1的估计和估计误差, θ1
定义为

θ1 =
√
∥Υ1∥2F + ∥W1∥2 + (|W1|1 + |ε1|)2.

因此,有

V̇1 = z1(x2 + f1(x, ω1(t))− ẏd)−
1

η1
θ̃1

˙̂
θ1−

W̃T
1 Γ

−1
W1

˙̂
W1 − tr{Υ̃T

1 Γ
−1
Υ1

˙̂
Υ1}. (14)

根据引理3,有

z1[f1(x, ω1(t))− ẏd] ⩽
z21 [f1(x, ω1(t))− ẏd]

2√
z21 [f1(x, ω1(t))− ẏd]2 + ϱ2

+ ϱ. (15)

令

g1(E1, ω1(t)) =
[f1(x, ω1(t))− ẏd]

2√
z21 [f1(x, ω1(t))− ẏd]2 + ϱ2

,

根据式(6)和引理1有

g1(E1, ω1(t)) =WT
1 S1(E1, Υ

T
1 φ1(t)) + δ1(E1, ω1(t)),

|δ1(E1, ω1(t))| ⩽ ε1. (16)

其中:E1 = [x1, . . . , xn, ẏd], ε1 > 0为逼近误差的上

界.
将式(15)和(16)代入(14)可得

V̇1 ⩽

z1(z2 + e1 + α1 +WT
1 S1(E1, Υ

T
1 φ1(t))z1+

ε1z1)−
1

η1
θ̃1

˙̂
θ1 − W̃T

1 Γ
−1
W1

˙̂
W1 − tr{Υ̃T

1 Γ
−1
Υ1

˙̂
Υ1}+ ϱ.

(17)

应用Young不等式可得

z1e1 ⩽ 1

2
z21 +

1

2
e21,

z1z2 ⩽ 1

2
z21 +

1

2
z22 . (18)

虚拟控制器α1设计如下:

α1 = N (ϖ1)ᾱ1. (19)

其中:N (ϖ1)是定义在引理4中的动态增益函数;ϖ1

的自适应律设计为ϖ̇1 = −C1z1ᾱ1; ᾱ1是虚拟控制器

α1的等效单元,有

ᾱ1 = − (k1 + 1)z1 − ŴT
1 S1(E1, Υ̂

T
1 φ1(t))z1−

θ̂1
z31ϑ

2
1√

z41ϑ
2
1 + ϱ2

, (20)

ϑ1定义为

ϑ1 =

√
∥φ1(t)Ŵ T

1 Ŝ
′
1∥2F + ∥Ŝ′

1Υ̂T
1 φ1(t)∥2 + 1,

k1和ϱ是正的设计参数.
将式(18)∼ (20)代入(17),下面不等式成立:

V̇1 ⩽

z1

(
− k1z1 +WT

1 S1(E1, Υ
T
1 φ1(t))z1 + ε1z1−

ŴT
1 S1(E1, Υ̂

T
1 φ1(t))z1 − θ̂1

z31ϑ
2
1√

z41ϑ
2
1 + ϱ2

)
−

1

η1
θ̃1

˙̂
θ1 − W̃T

1 Γ
−1
W1

˙̂
W1 − tr{Υ̃T

1 Γ
−1
Υ1

˙̂
Υ1}+ ϱ+

1

2
e21 +

1

2
z22 + z1N (ϖ1)ᾱ1 − z1ᾱ1. (21)

根据引理2,有

V̇1 ⩽

z1

(
− k1z1 + W̃T

1 (Ŝ1 − Ŝ′
1Υ̂

T
1 φ1(t))z1 + bz1+

ε1z1 + ŴT
1 Ŝ

′
1Υ̃

T
1 φ1(t)z1 − θ̂1

z31ϑ
2
1√

z41ϑ
2
1 + ϱ2

)
−

1

η1
θ̃1

˙̂
θ1 − W̃T

1 Γ
−1
W1

˙̂
W1 − tr{Υ̃T

1 Γ
−1
Υ1

˙̂
Υ1}+ ϱ+

1

2
e21 +

1

2
z22 + z1N (ϖ1)ᾱ1 − z1ᾱ1. (22)

然后,利用引理2和引理3可知

(b1 + ε1)z
2
1 ⩽

[∥Υ1∥F ∥φ1(t)Ŵ
T
1 Ŝ

′
1∥F + |W1|1+

∥W1∥∥Ŝ′
1Υ̂

T
1 φ1(t)∥+ |ε1|]z21 ⩽ θ1|z21ϑ1| ⩽

θ1
z41ϑ

2
1√

z41ϑ
2
1 + ϱ2

+ θ1ϱ. (23)

结合式(22)和(23),下列不等式成立:

V̇1 ⩽
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z1

(
− k1z1 + W̃T

1 (Ŝ1 − Ŝ′
1Υ̂

T
1 φ1(t))z1+

ŴT
1 Ŝ

′
1Υ̃

T
1 φ1(t)z1 − θ̃1

z31ϑ
2
1√

z41ϑ
2
1 + ϱ2

)
+ (θ1 + 1)ϱ−

1

η1
θ̃1

˙̂
θ1 − W̃T

1 Γ
−1
W1

˙̂
W1 − tr{Υ̃T

1 Γ
−1
Υ1

˙̂
Υ1}+

1

2
e21 +

1

2
z22 + z1N (ϖ1)ᾱ1 − z1ᾱ1. (24)

其中

ŴT
1 Ŝ

′
1Υ̃

T
1 φ1(t) = tr{Υ̃T

1 φ1(t)Ŵ
T
1 Ŝ

′
1}.

构造自适应律如下:

˙̂
θ1 = η1

z41ϑ
2
1√

z41ϑ
2
1 + ϱ2

− η̄1θ̂1,

˙̂
W1 = ΓW1

[(Ŝ1 − Ŝ
′
1Υ̂

T
1 φ1(t))z

2
1 − σ̄1Ŵ1],

˙̂
Υ1 = ΓΥ1

[φ1(t)Ŵ
T
1 Ŝ

′
1z

2
1 − µ̄1Υ̂1],

ϖ̇1 = −C1z1ᾱ1.

(25)

其中 η̄1、̄σ1、̄µ1、C1是正的设计参数.
应用Young不等式,则下列不等式成立:

θ̃1θ̂1 ⩽ −1

2
θ̃21 +

1

2
θ21,

W̃1Ŵ1 ⩽ −1

2
∥W̃1∥2 +

1

2
∥W1∥2,

tr{Υ̃1Υ̂1} ⩽ −1

2
∥Υ̃1∥2F +

1

2
∥Υ1∥2F . (26)

根据式(24)∼ (26)可得

V̇1 ⩽

− k1z
2
1 −

η̄1
2η1

θ̃21 −
σ̄1
2
∥W̃1∥2 −

µ̄1

2
∥Υ̃1∥2F+

1

2
z22 +

1

2
e21 + X1 −

1

C1
N (ϖ1)ϖ̇1 +

1

C1
ϖ̇1. (27)

其中

X1 =
η̄1
2η1

θ21 + (θ1 + 1)ϱ+
σ̄1
2
∥W1∥2 +

µ̄1

2
∥Υ1∥2F .

step i:相似于式(12), zi的导数为

żi = ẋi − ṡi−1 = xi+1 + fi(x, ωi(t))− ṡi−1. (28)

构造Lyapunov函数Vi如下:

Vi = Vi−1 +
1

2
z2i +

1

2ηi
θ̃2i+

1

2
W̃T

i Γ
−1
Wi
W̃i +

1

2
tr{Υ̃T

i Γ
−1
Υi
Υ̃i}. (29)

其中: ηi是设计参数;ΓWi
> 0和ΓΥi

> 0是设计的可

逆矩阵; W̃i和 Υ̃i的定义相似于式 (13)中的W̃1和 Υ̃1;
θ̃i = θi− θ̂i, θ̂i和 θ̃i分别是θi的估计和估计误差, θi定
义为

θi =
√

∥Υi∥2F + ∥Wi∥2 + (|Wi|1 + |εi|)2.

然后,类似于式(14),有

V̇i = V̇i−1 + zi(xi+1 + fi(x, ωi(t))− ṡi−1)−

1

ηi
θ̃i
˙̂
θi − W̃T

i Γ
−1
Wi

˙̂
Wi − tr{Υ̃T

i Γ
−1
Υi

˙̂
Υi}. (30)

根据引理3,下列不等式成立:

zi[fi(x, ωi(t))− ṡi−1] ⩽
z2i [fi(x, ωi(t))− ṡi−1]

2√
z2i [fi(x, ωi(t))− ṡi−1]2 + ϱ2

+ ϱ. (31)

令

gi(Ei, ωi(t)) =
[fi(x, ωi(t))− ṡi−1]

2√
z2i [fi(x, ωi(t))− ṡi−1]2 + ϱ2

,

根据式(6)和引理1可知

gi(Ei, ωi(t)) =WT
i Si(Ei, Υ

T
i φi(t)) + δi(Ei, ωi(t)),

|δ1(Ei, ωi(t))| ⩽ εi. (32)

其中:Ei = [x1, . . . , xn, ṡ1, . . . , ṡi−1], εi > 0是逼近误

差上界.将式(31)和(32)代入(30)得到结果

V̇i =

V̇i−1 + zi(ei + αi + zi+1 +WT
i Si(Ei, Υ

T
i φi(t))zi+

εizi)−
1

ηi
θ̃i
˙̂
θi − W̃T

i Γ
−1
Wi

˙̂
Wi − tr{Υ̃T

i Γ
−1
Υi

˙̂
Υi}+ ϱ.

(33)

应用Young不等式可得

ziei ⩽
1

2
z2i +

1

2
e2i ,

zizi+1 ⩽ 1

2
z2i +

1

2
z2i+1. (34)

虚拟控制器αi设计如下:

αi = N (ϖi)ᾱi. (35)

其中:N (ϖi)是定义在引理4中的动态增益函数;ϖi

的自适应律设计为 ϖ̇i = −Ciziᾱi; ᾱi是虚拟控制器

αi的等效单元,有

ᾱi = −
(
ki +

3

2

)
zi − ŴT

i Si(Ei, Υ̂
T
i φi(t))zi−

θ̂i
z3i ϑ

2
i√

z4i ϑ
2
i + ϱ2

, (36)

ϑi定义为

ϑi =

√
∥φi(t)ŴT

i Ŝ
′
i∥2F + ∥Ŝ′

iΥ̂
T
i φi(t)∥2 + 1,

ki是正的设计参数.
将式(34)∼ (36)代入(33),得到以下不等式:

V̇i =

V̇i−1 + zi

(
−
(
ki +

1

2

)
zi + εizi−

θ̂i
z3i ϑ

2
i√

z4i ϑ
2
i + ϱ2

+WT
i Si(Ei, Υ

T
i φi(t))zi−

ŴT
i Si(Ei, Υ̂

T
i φi(t))zi

)
− 1

ηi
θ̃i
˙̂
θi−

W̃T
i Γ

−1
Wi

˙̂
Wi − tr{Υ̃T

i Γ
−1
Υi

˙̂
Υi}+ ϱ+
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1

2
e2i +

1

2
z2i+1 + ziN (ϖi)ᾱi − ziᾱi. (37)

根据引理2,下面的等式成立:

V̇i =

V̇i−1 + zi

(
−

(
ki +

1

2

)
zi − θ̂i

z3i ϑ
2
i√

z4i ϑ
2
i + ϱ2

+ bizi+

W̃T
i (Ŝi − Ŝ′

iΥ̂
T
i φi(t))zi + ŴT

i Ŝ
′
iΥ̃

T
i φi(t)zi+

εizi

)
− 1

ηi
θ̃i
˙̂
θi − W̃T

i Γ
−1
Wi

˙̂
Wi − tr{Υ̃T

i Γ
−1
Υi

˙̂
Υi}+

ϱ+
1

2
e2i +

1

2
z2i+1 + ziN (ϖi)ᾱi − ziᾱi. (38)

再利用引理2和引理3可知

(bi + εi)z
2
i ⩽

[∥Υi∥F ∥φi(t)Ŵ
T
i Ŝ

′
i∥F + |Wi|1+

∥Wi∥∥Ŝ′
iΥ̂

T
i φi(t)∥+ |εi|]z2i ⩽ θi|z2i ϑi| ⩽

θi
z4i ϑ

2
i√

z4i ϑ
2
i + ϱ2

+ θiϱ. (39)

将式(39)代入(38),以下不等式成立:

V̇i ⩽

V̇i−1 + zi

(
−

(
ki +

1

2

)
zi − θ̃i

z3i ϑ
2
i√

z4i ϑ
2
i + ϱ2

+

W̃T
i (Ŝi − Ŝ′

iΥ̂
T
i φi(t))zi + ŴT

i Ŝ
′
iΥ̃

T
i φi(t)zi

)
+

(θi + 1)ϱ− 1

ηi
θ̃i
˙̂
θi − W̃T

i Γ
−1
Wi

˙̂
Wi +

1

2
e2i +

1

2
z2i+1−

tr{Υ̃T
i Γ

−1
Υi

˙̂
Υi}+ ziN (ϖi)ᾱi − ziᾱi. (40)

其中

ŴT
i Ŝ

′
iΥ̃

T
i φi(t) = tr{Υ̃T

i φi(t)Ŵ
T
i Ŝ

′
i}.

构造自适应律如下:

˙̂
θi = ηi

z4i ϑ
2
i√

z4i ϑ
2
i + ϱ2

− η̄iθ̂i,

˙̂
Wi = ΓWi

[(Ŝi − Ŝ′
1Υ̂

T
1 φi(t))z

2
i − σ̄iŴi],

˙̂
Υi = ΓΥi

[φi(t)Ŵ
T
i Ŝ

′
iz

2
i − µ̄iΥ̂i],

ϖ̇i = −Ciziᾱi.

(41)

其中 η̄i、̄σi、̄µi、Ci是正的设计参数.
应用Young不等式,下列不等式成立:

θ̃iθ̂i ⩽ −1

2
θ̃2i +

1

2
θ2i ,

W̃iŴi ⩽ −1

2
∥W̃i∥2 +

1

2
∥Wi∥2,

tr{Υ̃iΥ̂i} ⩽ −1

2
∥Υ̃i∥2F +

1

2
∥Υi∥2F . (42)

根据式(40)∼ (42)可得

V̇i ⩽ −
i∑

j=1

kjz
2
j −

i∑
j=1

η̄j
2ηj

θ̃2j −
i∑

j=1

σ̄j
2
∥W̃j∥2−

i∑
j=1

µ̄j

2
∥Υ̃j∥2F +

1

2
z2i+1 +

i∑
j=1

1

2
e2j+

Xi −
i∑

j=1

1

Cj
N (ϖj)ϖ̇j +

i∑
j=1

1

Cj
ϖ̇j . (43)

其中

Xi =
i∑

j=1

η̄j
2ηj

θ2j +
i∑

j=1

σ̄j
2
∥Wj∥2+

i∑
j=1

(θj + 1)ϱ+
i∑

j=1

µ̄j

2
∥Υj∥2F .

stepn:相似于step i的推导过程,当i = n时,设计
实际控制器u为

u = N (ϖn)ū. (44)

其中:N (ϖn)是定义在引理4中的动态增益函数;ϖn

的自适应律设计为ϖ̇n = −Cnznū; ū是控制器u的等

效单元,有

ū =−
(
kn +

1

2

)
zn − θ̂n

z3nϑ
2
n√

z4nϑ
2
n + ϱ2

−

ŴT
n Sn(En, Υ̂

T
n φn(t))zn. (45)

这里ϑn =
√
∥φn(t)ŴT

n Ŝ
′
n∥2F + ∥Ŝ′

nΥ̂
T
n φn(t)∥2 + 1,

kn > 0是设计参数.
构造自适应律如下:

˙̂
θn = ηn

z4nϑ
2
n√

z4nϑ
2
n + ϱ2

− η̄nθ̂n,

˙̂
Wn = ΓWn

[(Ŝn − Ŝ′
nΥ̂

T
n φn(t))z

2
n − σ̄nŴn],

˙̂
Υn = ΓΥn

[φn(t)Ŵ
T
n Ŝ

′
nz

2
n − µ̄nΥ̂n],

ϖ̇n = −Cnznū.

(46)

其中 η̄n、̄σn、̄µn、Cn是正的设计参数.可以得出

V̇n ⩽ −
n∑

j=1

kjz
2
j −

n∑
j=1

η̄j
2ηj

θ̃2j −
n∑

j=1

σ̄j
2
∥W̃j∥2−

n∑
j=1

µ̄j

2
∥Υ̃j∥2F +

n−1∑
j=1

1

2
e2j + Xn−

n∑
j=1

1

Cj
N (ϖj)ϖ̇j +

n∑
j=1

1

Cj
ϖ̇j . (47)

其中

Xn =

n∑
j=1

η̄j
2ηj

θ2j +

n∑
j=1

σ̄j
2
∥Wj∥2+

n∑
j=1

(θj + 1)ϱ+

n∑
j=1

µ̄j

2
∥Υj∥2F .

2.2 稳定性分析

本节给出闭环系统的渐近稳定性分析.
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对于边界层误差ei = si −αi, i = 1, 2, . . . , n− 1,
进行微分得到

ėi = − ei −
M̂2

i ei√
M̂2

i e
2
i + ϱ2

+Gi(z1, . . . , zi+1,

e1, . . . , ei, θ̂1, . . . , θ̂i+1, Ŵ1, . . . , Ŵi+1,

Υ̂1, . . . , Υ̂i+1, M̂1, . . . , M̂i, yr, ẏr, ÿr). (48)

其中:G1(·)和Gi(·)是连续函数,定义为

G1(·) =− ∂α1

∂x1
ẋ1 −

∂α1

∂θ̂1

˙̂
θ1 −

∂α1

∂Ŵ1

˙̂
W1−

∂α1

∂Υ̂1

˙̂
Υ1 −

∂α1

∂yd
ẏd −

∂α1

∂ẏd
ÿd, (49)

Gi(·) =−
i∑

j=1

∂αi

∂xj
ẋj −

∂αi

∂θ̂i

˙̂
θi −

∂αi

∂ei−1
ėi−1−

∂αi

∂M̂i−1

˙̂
Mi−1 −

∂αi

∂Ŵi

˙̂
Wi −

∂αi

∂Υ̂i

˙̂
Υi−

∂αi

∂yr
ẏr −

∂αi

∂ẏr
ÿr, i = 2, . . . , n− 1. (50)

紧集Ω1和Ω2定义为

Ω1 = {[yd, ẏd, ÿd]T : y2d + ẏ2d + ÿ2d ⩽ G0}, (51)

Ω2 = {V (t) ⩽ c}, (52)

其中G0表示给定的正常数.值得注意的是,集合Ω1×
Ω2在R4n+1中也是紧集.因此,在紧集Ω1 × Ω2上,存
在正常量Mi,使得 |Gi(·)| ⩽ Mi.因为在本文中Mi是

未知的,所以根据式 (49)和 (50)可知使用它的估计值
M̂i, i = 1, 2, . . . , n− 1.

构造Lyapunov函数V 如下:

V = Vn +
n−1∑
i=1

1

2
e2i +

n−1∑
i=1

1

2ξi
M̃2

i , (53)

其中ξi是设计的参数.因此,有V 导数为

V̇ ⩽ V̇n −
n−1∑
i=1

e2i −
n−1∑
i=1

M̂2
i e

2
i√

M̂2
i e

2
i + ϱ2

+

n−1∑
i=1

Mi|ei| −
n−1∑
i=1

1

ξi
M̃i

˙̂
Mi. (54)

根据引理3,有

Mi|ei| ⩽
M̂2

i e
2
i√

M̂2
i e

2
i + ϱ2

+ ϱ+ M̃i|ei|, (55)

将式(55)代入(54)整理可得

V̇ ⩽ V̇n −
n−1∑
i=1

e2i −
n−1∑
i=1

1

ξi
M̃i(

˙̂
Mi−

ξi|ei|) + (n− 1)ϱ. (56)

自适应律构造为

˙̂
Mi = ξi|ei| − ξ̄iM̂i, i = 1, 2, . . . , n− 1, (57)

其中ξi和 ξ̄i是设计的正参数.
应用Young不等式,下列不等式成立:

M̃nM̂n ⩽ −1

2
M̃2

n +
1

2
M2

n. (58)

然后,根据式(56)∼ (58)可得

V̇ ⩽

−
( n∑

j=1

kjz
2
j +

n∑
j=1

η̄j
2ηj

θ̃2j +

n∑
j=1

σ̄j
2
∥W̃j∥2+

n−1∑
j=1

1

2
e2j +

n∑
j=1

µ̄j

2
∥Υ̃j∥2F +

n−1∑
i=1

ξ̄i
2ξi

M̃2
n

)
+

n−1∑
i=1

ξ̄i
2ξi

M2
n −

n∑
j=1

1

Cj
N (ϖj)ϖ̇j+

n∑
j=1

1

Cj
ϖ̇j + (n− 1)ϱ+ Xn ⩽

− aV −
n∑

j=1

1

Cj
N (ϖj)ϖ̇j +

n∑
j=1

1

Cj
ϖ̇j + X . (59)

其中

X = Xn +

n−1∑
i=1

ξ̄i
2ξi

M2
n + (n− 1)ϱ,

a = min{2kj , η̄j , σ̄j , µ̄j , ξ̄j}.

对式(59)进行积分,经过计算可得

V (t) ⩽

− e−at
w t

t0

n∑
j=1

CjN (ϖj(ı))ϖ̇jeaıdı+
X
a
−

eat
w t

t0

n∑
j=1

1

Cj
ϖ̇j(ı)eaıdı+ V (0)e−at. (60)

因为
X
a
是有界变量,V (0)e−at是有界的.对式 (60)应

用引理4可知,闭环系统中的所有信号都是有界的.
根据引理5,可以知晓式 (41)中ŴT

i 、̂θi都是非负

的.然后,经过简单的计算可得

ϖ̇i ⩾ Ci
(
ki +

3

2

)
z2i . (61)

在区间 [0, t]上,对式(61)进行积分可得w t

0
Ci
(
ki +

3

2

)
z2i (σ)dσ ⩽ ϖi(t)−ϖi(0). (62)

由引理 4可知,ϖi(t)是有界的.应用Barbalat引理可
得, lim

t→∞
zi = 0, i = 1, 2, . . . , n,进一步可得 lim

t→∞
(z1 =

y − yr) = 0,从而实现了闭环系统的渐近跟踪.
注5 本文考虑的非线性系统的系统函数是完

全未知的,采用基于神经网络的混合逼近器在线逼
近非线性函数,进而提出可行的自适应动态面控制策
略.值得注意的是,对于神经网络控制方法而言,最核
心的问题是如何确定神经网络的逼近范围,正如文献
[35-36]中指出的,这是神经网络控制领域一个公开
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的难题,目前尚未找到准确确定神经网络逼近域的理
论方法.现阶段,只能采用试错的方法,通过反复的实
验,寻找到合适神经网络的逼近范围,最终确保神经
网络的输入始终保持在神经网络逼近域内,进而确保
神经网络控制方案是有效的.

3 仿真结果

本节给出两个仿真例子验证所提出控制方案的

有效性.
仿真1 考虑下面的二阶系统:
ẋ1 = x2 +

x21x
2
2ω

2
1 + x1x2ω1

x21x
2
2ω

2
1 + 10

,

ẋ2 = u(t− τ) + sin(x1x2ω2e−x2
1x

2
2ω

2
2 ),

y = x1.

(63)

其中: τ = 0.01, ω1 = | sin(0.5t)|和ω2 = | cos t|分别
是周期为 2π和π的未知时变扰动.
仿真中,参考信号 yd = 0.8 cos(0.5t),设计参数

k1 = 27, k2 = 5, η1 = 1, η2 = 1, η̄1 = 1, η̄2 = 1, ΓW1

= ΓW2
= 10I, σ̄1 = 1, σ̄2 = 1, ΓΥ1

= I, ΓΥ2
= 10I,

µ̄1 = 1, µ̄2 = 0.1, C1 = 0.1, C2 = 8, ϱ = 5, ξ1 = 0.1,

ξ̄1 = 1.系统的初始值设置为x1(0) = 0.1, x2(0) =

0.05, θ̂1(0) = 0.51, θ̂2(0) = 0.4,M1(0) = 0.1, ϖ1(0)

= 0.01, ϖ2(0) = 0.5.选择傅里叶展开的分量p1 =

p2 = 3,并且神经网络的节点数都为405.两个径向
基函数的中心都均匀地覆盖紧集 [−4, 4] × [−4, 4] ×
[−2, 2]上,径向基函数的宽度分别为 ς1 = ς2 =

0.9.仿真的结果如图1∼图7所示.图1和图3表明系
统的输出对给定的参考信号可以实现渐近跟踪.
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仿真 2 考虑文献 [32]中的单连杆机器人模型
系统

Nθ̈ + 0.5ngl sin θ = s, y = θ.

其中:N是转子惯性,n是连杆的质量, g是重力加速
度, l是连杆的长度,Q是角位置, Q̈是角加速度, s是
控制力量.定义x1 = Q, x2 = Q̇, u(t − τ) = s,这
里Q̇表示角速度,则包含周期扰动和输入时滞的单连
杆机器人模型系统可以重写为

ẋ1 = x2, y = x1,

ẋ2 =
u(t− τ)

N
+ f2(x, ω2(t)).

其中

f2(x, ω2(t)) =
−0.5ngl sinx1

N
+ 0.1x2ω2(t),

周期扰动ω2(t) = | cos t|,周期为2π; τ = 0.01;参考信
号yd = 0.01 sin t+ cos(0.2t).
仿真中,设置参数k1 = 10, k2 = 11, η1 = 1, η2 =

10, η̄1 = 1, η̄2 = 1,ΓW1
= ΓW2

= 10I , σ̄1 = 1, σ̄2 =

0.1,ΓΥ1
= I ,ΓΥ2

= 20I , µ̄1 = 1, µ̄2 = 0.01, C1 =

0.11, C2 = 0.1, ϱ = 1, ξ1 = 0.1, ξ̄1 = 1.初始值设置
为x1(0) = 0.1,x2(0) = 0.2, θ̂1(0) = 0.51, θ̂2(0) =

0.4,M1(0) = 0.1,ϖ1(0) = 0.2,ϖ2(0) = 0.8.设置傅
里叶展开的分量p1 = p2 = 3,并且神经网络的节点
数都为405.两个径向基函数的中心都均匀地覆盖紧
集 [−4, 4]× [−4, 4]× [−2, 2]上,径向基函数的宽度分
别为 ς1 = ς2 = 0.9.仿真的结果如图8∼图14所示.
图8和图10表明系统的输出对给定的参考信号可以
实现渐近跟踪.
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图 14 ∥Ŵ1∥和∥Ŵ2∥的轨迹 (仿真2)



第4期 吴 健等: 基于神经网络的周期扰动非线性系统自适应渐近跟踪控制 931

4 结 论

本文研究了一类具有输入时滞和周期扰动的不

确定非线性系统的自适应渐近跟踪问题.基于傅里
叶级数展开和径向基神经网络的混合逼近器,对系统
未知的周期扰动函数进行逼近.引入积分项,处理输
入时滞问题.此外,在非线性滤波器的基础上,建立了
一种动态面控制方案,避免了“复杂性爆炸”问题.同
时,证明了所设计控制器能够确保闭环系统中所有的
信号都是半全局有界的,而且跟踪误差渐近收敛到
零.最后,通过仿真例子验证了所提的控制方案是有
效的.未来的研究工作可以进一步将该控制方案推
广到其他更复杂的系统,如切换非线性系统、随机不
确定系统等.
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