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积分事件触发策略下的线性多智能体系统领导跟随一致性
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摘 要: 研究有向切换拓扑下线性多智能体系统的事件触发一致跟踪问题.大多数已有的工作研究了固定拓扑
下的事件触发控制,然而,当智能体间联系随时间发生改变或通信拓扑随时间发生变化时,该控制策略失效.鉴于
此,在考虑切换拓扑的基础上提出一种基于积分型事件触发的控制策略.首先,当拓扑图包含一棵生成树且领导
者是根节点时,利用Lyapunov稳定性理论、代数图论和矩阵变换,基于积分型事件触发控制协议,在切换拓扑下多
智能体系统达到领导跟随一致性;然后,当存在多个领导者时,基于设计的触发机制在切换拓扑下多智能体系统实
现包含控制,上述两种情况下闭环系统均不存在Zeno现象;最后,通过仿真结果验证控制策略的有效性.
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Abstract: Distributed event-triggered consensus tracking is researched for multi-agent systems with general linear
dynamics under directed switching topologies. Most existing works focus on event-triggered control with a fixed
communication topology, which however can not meet the demand that the relations among agents may vary or the
communication topology may change over time. In light of this, an integral-based event-triggered control strategy is
developed in the consideration of switching topologies. Firstly, when the communication topology contains a directed
spanning tree with the leader being the root, we solve the integral-type event-triggered leader-following consensus under
switching topologies by using the Lyapunov stability theory, algebraic graph theory and matrix transformation. Then, the
integral-type event-triggered containment control of multi-agent systems is investigated under switching topologies when
there exist multiple leaders. Moreover, the Zeno-behavior of the closed-loop systems is excluded by developing a positive
constant lower bound under the proposed control rules in both above-mentioned cases. Finally, simulations are presented
to verify the validity of the proposed control strategy.
Keywords: multi-agent systems；fixed topology；switching topology；integral-based event-triggered control；leader-
following consensus；containment control

0 引 䀰

近年来,随着工业技术的快速发展,多智能体系
统协同控制已经吸引了越来越多研究者的关注[1-7].
作为分布式协同控制中最基本的问题,一致性问题
是设计分布式控制器使得所有智能体的状态收敛

到一个共同的值.当多智能体系统中只存在一个领
导者 (多个领导者)时,称为领导跟随一致性 (包含控
制).文献 [8-10]分别研究了一阶、二阶和高阶多智能
体系统领导跟随一致性问题,不同于其无时滞情况,
文献 [11-12]针对通信时滞研究了有向拓扑下多智能
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体系统的包含控制.工程应用中控制器切换和系统
切换往往不同步,鉴于此,文献 [13]研究了异步切换
下线性多智能体系统的包含控制.
上述研究中智能体间通信是连续的,这对于能

量资源是一种较大的消耗.文献 [14]首次提出事件
触发机制思想,成功地处理了调度控制任务,该方法
有效地减少了资源浪费.基于此,文献 [15-16]讨论了
多智能体系统的一致性问题,但控制器需要连续更
新.为了避免跟随者之间连续通信,且控制器间断更
新,文献 [17-18]讨论了多智能体系统的事件触发领
导跟随一致性问题.为了避免使用关于拉普拉斯矩
阵最小正特征值的全局信息,文献 [19]进一步研究了
一般线性多智能体系统的事件触发包含控制问题.
不同于固定拓扑下的事件触发方法[15-19],文献

[20-21]研究了切换拓扑下一阶和二阶多智能体系统
的事件触发一致问题.采用集中式事件触发方法,文
献 [22]讨论了联合连通拓扑下高阶多智能体系统的
事件触发领导跟随一致性问题.不同于文献 [22],基
于分布式事件触发控制策略,文献 [23]进一步讨论了
时变拓扑下高阶多智能体系统的领导跟随一致性问

题.文献 [24]提出了一种积分型事件触发策略,能够
进一步减少触发次数,节约信通资源.基于积分型事
件触发思想,文献 [25]讨论了固定拓扑下一般线性多
智能体系统的领导跟随一致性问题.
考虑当前基于积分型事件触发控制下多智能体

系统一致性的研究成果都集中在固定拓扑下,较少有
讨论切换拓扑条件下的情况,本文研究有向切换拓扑
下线性多智能体系统的积分型事件触发领导跟随一

致性问题,并扩展到包含控制.引入基于估计器的控
制方法估计智能体的状态,便于构建估计误差,估计
器的使用减少了通信成本和能源消耗;相比于一般
事件触发方法,所提出的积分型事件触发策略能够有
效减少触发次数,并且闭环系统不存在Zeno现象.

1 亴备知识

1.1 符号说明

上角标 T表示转置,符号⊗表示 Kronecker积.
dist(x,C) = inf

y∈C
∥x− y∥2表示向量x ∈ RN到集合

C ∈ RN的距离, In表示n维单位矩阵, 1n表示所有
元素均为1的n维列向量.矩阵不等式X > (⩾)Y 表

示X − Y 是正定 (半正定)的. diag{αi}表示第 i个

对角元素是αi的对角矩阵, ∥ · ∥表示向量和矩阵的
1范数,符号max

s∈A
(xs)表示在集合A中x取得的最大

值.若
w β

α
∥f∥dt < ∞,则f : [α, β] → R属于L[α, β].

一组点x1, x2, . . . , xq ∈ Rn构成的凸包为最小凸集

合,其中co{x1, x2, . . . , xq} =
{ q∑

j=1

δjxj |δj ∈ R, δj ⩾

0,

q∑
j=1

δj = 1
}

.

1.2 代数图论

文献 [26]介绍了代数图论的知识. G = {V, E}
表示有向拓扑图,其中V = {1, 2, . . . , N}表示节点集,
E ⊆ (V × V)表示边集. A = [aij ] ∈ RN×N为有向

图G的邻接矩阵且aii = 0,如果 (j, i) ∈ E ,则aij =

1,否则aij = 0.拉普拉斯矩阵表示为L = [lij ] ∈
RN×N ,当 i ̸= j时, lij = −aij ,当 i = j时, lii =

N∑
j=1,j ̸=i

aij .节点 i的邻居集为Ni = {j ∈ V|(j, i) ∈ E ,

j ̸= i}.如果图G中至少存在一个根节点到其他所有
节点间的有向路径,则该图包含一棵有向生成树.文
中通信拓扑图是时变的,函数σ(t) : [0,+∞) → P
表示切换信号决定拓扑图,其中P = {1, 2, . . . , s}.当
t ⩾ 0时,Gσ(t) ∈ Ĝ,其中 Ĝ = {G1, . . . ,Gs}, s ⩾ 1表示

所有可能有向通信拓扑图的集合.
假设1 信号σ(t)不能无限快速地切换.具体地,

σ(t)在时刻tv切换,并在区间 [tv, tv+1)保持不变,σ(t)
的切换顺序是任意的.此外, 0 < T0 < tv+1 − tv < T1

且v = 0, 1, . . . ,其中T1和T0均为正实数,T0为滞留
时间.
引理1 [27] 假定u(t)和b(t)在区间(α, β)上是连

续函数, a(t), q(t) ∈ L[α, β],且 b(t)和 q(t)为非负函

数.如果

u(t) ⩽ a(t) + q(t)
w t

t0
b(s)u(s)ds, t ∈ (α, β),

则有

u(t) ⩽ a(t) + q(t)
w t

t0
a(s)b(s)e

r t
s
q(r)b(r)drds.

2 切换拓扑积分事件触发领导跟随一致性

2.1 系统动力学

考虑具有N + 1个同构智能体的线性多智能体

系统,其中节点0表示领导者,节点1, 2, . . . , N表示跟

随者.领导者和跟随者动力学系统可描述为ẋ0(t) = Ax0(t),

ẋi(t) = Axi(t) +Bui(t), i = 1, 2, . . . , N.
(1)

其中:x0(t) ∈ Rn和xi(t) ∈ Rn分别为领导者0和

跟随者 i的状态,ui(t) ∈ Rm为控制输入,矩阵A ∈
Rn×n和B ∈ Rn×m为常矩阵.
定义1 [8] 对于多智能体系统 (1),如果满足条件

lim
t→∞

∥xi(t)− x0(t)∥ = 0, ∀i = 1, 2, . . . , N ,则系统 (1)
实现领导跟随一致.

假设2 (A, B)是可镇定的.
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假设3 通信拓扑图Gi是连通的, i ∈ {1, 2, . . . ,
s},并包含一棵有向生成树,且领导者为根节点.

引理2 [8] 当图G包含一棵有向生成树时,拓扑
图G的拉普拉斯矩阵L存在单一的零特征值且其他

所有特征值都有正实部.
由假设 3可知,领导者不从邻居接收信息,那么

拉普拉斯矩阵可以划分为

Lσ(t) =

[
0 01×N

L
σ(t)
2 L

σ(t)
1

]
.

其中:Lσ(t)
2 ∈ RN×1,Lσ(t)

1 ∈ RN×N .因为G满足假设
3,由引理1可知L

σ(t)
1 为非奇异M矩阵且对角占优.

2.2 控制器设计

为了便于后续讨论,提出分布式事件触发一致协
议
ui(t) = Kẑi(t) +K(x̂i(t)− xi(t)),

ẑi(t) =
∑
j∈Ni

(x̂j(t)− x̂i(t)) + di(x0(t)− x̂i(t)).

(2)

其中:K ∈ Rm×n为待设计的控制增益, ẑi ∈ Rn为相

对状态估计, x̂i、̂xj ∈ Rn为相应智能体的状态估计.
当领导者0 ∈ Ni时, di = 1,否则di = 0.
式 (2)给出了控制器结构设计,切换拓扑中Ni是

时变的,估计器 x̂j设计如下:x̂j(t
j
Z) = xj(t

j
Z),

˙̂xj(t) = Ax̂j(t), t ∈ [tjZ , t
j
Z+1), j ∈ {i}

∪
Ni.

(3)

tjZ =

tv, j是新拓扑结构下的邻居;

tjk, otherwise.

对于Z, k = 0, 1, . . . , tv表示Gσ(t)切换时对应的

时刻.由式 (3)可知,估计值 x̂i在第1个式子中离散更
新,且在第2个式子中连续更新.控制器ui是一个分

段连续信号,当智能体与邻居间拓扑结构变化或邻居
的状态信息被发送或接收以进行估计更新时,则需要
通信,否则ui会在事件间隔期间连续流动.领导者只
需要发送一次初始状态信息,由式 (1)可以直接得到
x̂0(t) = x0(t).如果j ∈ Ni是一个新连接的邻居,则
在tv时刻智能体i与j相互通信.

控制增益K设计如下:由假设2可知,存在唯一
的正定解P满足方程ATP + PA − PBBTP + In =

0,意味着A − BBTP是Hurwitz阵.基于假设3,存在
λi(L

σ(t)
1 )(i = 1, 2, . . . , N)有正实部,并且对于任意 i

存在一个正实数g 满足gmin
s∈P

Reλi(Ls
1) ⩾ 1.设计控

制增益K = gBTP 使得Πσ(t) = IN⊗A−Lσ(t)
1 ⊗BK

是Hurwitz阵,那么存在两个正实数γ和δ满足

ψ ⩽ γe−δ(t−t0), (4)

其中ψ = max
s∈P

∥eΠs(t−t0)∥.

基于估计状态 x̂i(t)和真实状态xi(t),定义估计
误差

ei(t) = x̂i(t)− xi(t), i ∈ V, t ∈ [tik, t
i
k+1). (5)

积分型事件触发函数设计如下:

fi(t) =w t

tik
∥ei(s)∥ds− βi

w t

tik
∥(xi(s)− x̂i(s))− ẑi(s)∥ds,

(6)

其中 βi为正实数.为第 i个智能体构建触发时刻如

下:

tik+1 = inf{t ∈ [tik,∞)|fi(t) > 0}, k = 0, 1, . . . . (7)

在积分型事件触发机制下,智能体 i的控制结构

如图1所示.

!"#0 N$%&#

'()*

+,-. /01

2345 671

x ti k( )
i

x i

x t j    Nj k i( ),
i

∩

x t d0 0( )(if > 0)i

x ti k( )
i

x x x di j i, , (if > 0)0̂ ̂ ̂

x x x di j i, , (if > 0)0̂ ̂ ̂

u i

x i

图 1 积分型事件触发控制结构

2.3 领导跟随一致性分析

基于上述分析,本节给出基于积分型事件触发领
导跟随一致性的主要结论.为了便于分析,引入如下
符号:

k1 = max
s∈P

∥Ls
1 ⊗ In∥, k2 = max

s∈P
∥(Ls

1 + IN )⊗ In∥,

k3 = max
s∈P

∥(Ls
1 − IN )⊗BK∥, βmax = max

i∈{1,2,...,N}
βi,

γ1 = γ∥ε(t0)∥, γ2 =
γβmaxk1k3
1− βmaxk2

.

定理1 在假设1∼假设3下,提出分布控制协议
(2),控制增益为K = gBTP ,积分型事件触发条件为
式(6)和(7).对于满足式(4)的γ和δ,如果

βmax <
δ

δk2 + γk1k3
, (8)
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则基于切换拓扑Gσ(t)下的多智能体系统 (1)实现领
导跟随一致性.另外,事件触发的间隔时间 tik+1 −
tik ⩾ τi存在一个正实数下界

τi =
1

∥A∥
ln

(
1 +

βi
∥A∥

∥BK∥
)
, i = 1, 2, . . . , N. (9)

即该闭环系统不会出现Zeno现象.
证明 首先证明多智能体系统实现领导跟随一

致性. εi(t) = xi(t)−x0(t)表示跟随者i与领导者0间

的状态误差,可以得到

ε̇i(t) = Aεi(t) +Bui(t).

基于控制器(2)和估计误差(5),可得

ε̇i(t) =BK
∑
j∈Ni

((xj(t)− xi(t)) + (ej(t)− ei(t)))+

Aεi(t) +BKdi(x0(t)− xi(t))+

BK(−diei(t) + ei(t)).

令

ε(t) = [εT
1 (t), ε

T
2 (t), . . . , ε

T
N (t)]T,

e(t) = [eT
1 (t), e

T
2 (t), . . . , e

T
N (t)]T,

可得 ε̇i(t)的紧形式为

ε̇(t) = Πσ(t)ε(t)− ((L
σ(t)
1 − IN )⊗BK)e(t), (10)

其中Πσ(t) = IN ⊗A−L
σ(t)
1 ⊗BK.由事件触发条件

(6)和(7)可得w t

tik
∥ei(s)∥ds ⩽βi

w t

tik
∥xi(s)− x̂i(s)− ẑi(s)∥ds =

βi
w t

tik
∥∆(s)∥ds,

其中∆(s) =
∑
j∈Ni

(εi(s)− εj(s) + ei(s)− ej(s)) +

di(εi(s) + ei(s)) + ei(s).那么可得w t

t0
∥ei(s)∥ds ⩽βi max

s∈P
(∥Ls

1i
⊗ In∥)

w t

t0
∥ε(s)∥ds+

βi max
s∈P

(∥Γ1 ⊗ In∥)
w t

t0
∥e(s)∥ds.

(11)

其中: Γ1 = Ls
1i

+ INi
, Lσ(t)

1i
为L

σ(t)
1 的第 i行, INi

为

IN的第i行.由式(11)可得w t

t0
∥e(s)∥ds ⩽

k1βmax

w t

t0
∥ε(s)∥ds+ k2βmax

w t

t0
∥e(s)∥ds.

基于此,可得w t

t0
∥e(s)∥ds ⩽ βmaxk1

1− βmaxk2

w t

t0
∥ε(s)∥ds. (12)

从t0到t对式(10)积分,同时基于式(4)和(12),可得

∥ε(t)∥ ⩽

γe−δ(t−t0)∥ε(t0)∥+ γk3
w t

t0
e−δ(t−s)∥e(s)∥ds ⩽

γe−δ(t−t0)∥ε(t0)∥+ γ2e−δt
w t

t0
eδs∥ε(s)∥ds.

借助引理1,进一步得到

∥ε(t)∥ ⩽γ1e−δ(t−t0)+

γ2e−δt
w t

t0
γ1e−δ(s−t0)eδse

r t
s
γ2e−δreδrdrds =

γ1e(γ2−δ)(t−t0).

基于γ2的表达式,得到βmax =
γ2

γ2k2 + γk1k3
.因为

βmax <
δ

γ2k2 + γk1k3
,得 δ > γ2,进一步分析,当

t → ∞时,可得∥ε(t)∥ → 0.那么多智能体系统实现
领导跟随一致性.
接着证明多智能体系统不存在Zeno现象.在假

设1下,当T0 < tv+1 − tv时,基于有向切换拓扑的系
统动力学不会出现Zeno现象.那么,当区间间隔小于
T0时,仅需要讨论以下3种情况:

1)考虑区间 [tjk, t
j
k+1),其中0 < tjk+1 − tjk < T0,

在随后的分析中证明了该区间存在下界.
2)考虑区间 [tv, t

j
k+1),其中0 < tjk+1 − tv < T0.

基于式 (3),在 tv时刻新的邻居j ∈ Ni存在相互通信,
可得ej = 0.那么,因为 tv等价于 tjk,情况2)转变为情
况1).

3)考虑区间 [tjk, tv),其中0 < tv − tjk < T0.因
为 tjk+1在 tv+1之前,所以 [tv, t

j
k+1)为下一个周期.区

间 [tv, t
j
k+1)存在一个正下界,系统不会出现Zeno现

象,此时情况 3)转变为情况 2),进一步可求得区间
[tv, t

j
k+1)的下界.
详细分析情况1).考虑式 (5),在区间 [tik, t

i
k+1)求

得ei(t)的导数为

ėi(t) = ˙̂xi(t)− ẋi(t) =

Ax̂i(t)− (Axi(t) +Bui(t)) =

Aei(t) +BK
∑
j∈Ni

(x̂i(t)− x̂j(t))+

diBK(x̂i(t)− x0(t)) +BK(xi(t)− x̂i(t)).

进一步,可得
d
dt∥ei(t)∥ ⩽

∥A∥∥ei(t)∥+ ∥BK∥∥(xi(t)− x̂i(t))− ẑi(t)∥. (13)

注意到∥ei(tik)∥ = 0,在区间 [tik, t)对式 (13)积分,可
得

∥ei(t)∥ ⩽w t

tik
e∥A∥(t−s)∥BK∥∥(xi(s)− x̂i(s))− ẑi(s)∥ds.

在区间 [tik, t),基于函数 e∥A∥(t−s) 的连续性,可得
e∥A∥(t−s) ⩽ e∥A∥(t−tik).进一步得到
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∥ei(t)∥ ⩽

∥BK∥e∥A∥(t−tik)
w t

tik
∥(xi(s)− x̂i(s))− ẑi(s)∥ds.

(14)

从tik到t对式(14)进行积分,可得w t

tik
∥ei(t)∥ds ⩽

∥BK∥
w t

tik
e∥A∥(s−tik)×

w s

tik
∥(xi(τ)− x̂i(τ))− ẑi(τ)∥dτds ⩽

∥BK∥
w t

tik
e∥A∥(s−tik)ds×

w t

tik
∥(xi(s)− x̂i(s))− ẑi(s)∥ds.

基于事件触发条件(6)和(7),可得

∥BK∥
w t

tik
e∥A∥(s−tik)ds = βi.

进一步可得

∥BK∥
w tik+τi

tik
e∥A∥(s−tik)ds = βi.

最终可得

τi =
1

∥A∥
ln

(
1 +

βi∥A∥
∥BK∥

)
> 0.

因此闭环系统不存在Zeno现象. 2
注1 定理1讨论了有向切换拓扑下多智能体系

统积分型事件触发的领导者跟随一致问题.相比于
文献 [25]提出的积分型事件触发条件,本文改进了
其触发条件,误差项 x̂i(t) − xi(t)的引入使触发函数

fi(t)由负变正的过程更加平缓,增强了控制系统的
稳定性.相比于文献 [23]中采用的事件触发方法,积
分型事件触发策略明显减少了事件触发次数,有效节
约了能源资源.
注2 积分型事件触发条件比传统事件触发条

件保守性更小,它使李雅普诺夫函数的导数在某个时
间间隔内为正,从而使连续事件时间间隔增加.与其
他事件触发条件一样,积分型事件触发条件也存在其
固有的缺点.首先,由于积分型触发条件只能提供基
于积分信号的一些不等式,输入状态稳定Lyapunov
函数的导数性质不能一直得到保证.其次,对于基于
积分的事件触发控制, Barbalat’s引理是证明无扰动
情况下渐近稳定性的有力工具,然而,扰动会使所涉
及积分信号的限制不存在,因此对于有外部扰动的系
统, Barbalat’s引理是无效的.

3 切换拓扑事件触发包含控制

3.1 系统动力学

当多智能体系统中含有多个领导者时,领导跟随
一致性问题转化为包含控制问题.假设在多智能体
系统中,存在N个跟随者和M个领导者,分别用F =

{1, 2, . . . , N}和R = {N+1, N+2, . . . , N+M}表示

跟随者集合与领导者集合.对于跟随者 i,分别用NFi

= {j ∈ F|(j, i) ∈ E , j ̸= i}和NRi
= {j ∈ R|(j, i) ∈

E , j ̸= i}表示其跟随者邻居集与其领导者邻居集.领
导者和跟随者动力学系统可描述为ẋi(t) = Axi(t) +Bui(t), i ∈ F ;

ẋi(t) = Axi(t), i ∈ R.
(15)

系统(15)的参数如系统(1)所述.
定义2 [19] 当 t → ∞时,如果基于跟随者设计

的控制协议能够使得所有跟随者渐近地进入到领导

者形成的凸包中,则多智能体系统 (15)实现包含控
制.即,对于∀j ∈ F ,有 lim

t→∞
dist(xj(t), co(xi(t), i ∈

R)) = 0.
假设4 通信拓扑图Gi是连通的, i ∈ {1, 2, . . . ,

s},对于每个跟随者,至少有一个领导者存在一条有
向路径可到达它.
值得注意的是,当系统中只有一个领导者时,假

设4简化为假设3.因为领导者不接收其邻居的通信
消息,相关的Laplacian矩阵表示为

L̃σ(t) =

[
0M×M 0M×N

L̃
σ(t)
2 L̃

σ(t)
1

]
. (16)

其中: L̃σ(t)
1 ∈ RN×N , L̃σ(t)

2 ∈ RN×M .
引理3 [19] 如果假设4成立,则L̃

σ(t)
1 的特征值实

部均大于0,且矩阵−(L̃
σ(t)
1 )−1L̃

σ(t)
2 所有元素都是非

负的,矩阵−(L̃
σ(t)
1 )−1L̃

σ(t)
2 的行和均为1.

3.2 控制器设计

对比之前设计的一致控制协议 (2),提出相应的
包含控制协议

ui(t) = K̃ẑi(t) + K̃(x̂i(t)− xi(t)), i ∈ F , (17)

其中

ẑi(t) =
∑

j∈NFi

(x̂j(t)− x̂i(t)) +
∑

j∈NRi

(xj(t)− x̂i(t)).

类似于协议 (2)中的控制增益K,这里的K̃为待设计

的控制增益.类似于式 (3)中 x̂j的设计方法,切换拓
扑下包含控制中 x̂j设计如下:x̂j(t

j
Z) = xj(t

j
Z),

˙̂xj(t) = Ax̂j(t), t ∈ [tjZ , t
j
Z+1), j ∈ {i}

∪
NFi

.

(18)

对于Z, k = 0, 1, . . . ,如果 j是拓扑结构变化后的邻

居,则 tjZ = tv,否则 tjZ = tjk, tv表示Gσ(t)切换时对应

的时刻.领导者只需要发送一次初始状态信息,由式
(15)可以直接得到 x̂i(t) = xi(t), i ∈ R.与第2.2节分
析相似,可得λi(L̃

σ(t)
1 )(i ∈ F)的实部大于0,且对于

任意 i ∈ F ,存在一个正实数 g̃使得 g̃min
s∈P

Reλi(L̃s
1) ⩾
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1.设计控制增益K̃ = g̃BTP使得Π̃σ(t) = IN ⊗ A −
L̃

σ(t)
1 ⊗BK̃是Hurwitz阵,那么存在两个正实数 γ̃和 δ̃,
满足

ψ̃ ⩽ γ̃e−δ̃(t−t0), (19)

其中ψ̃ = max
s∈P

∥eΠ̃s(t−t0)∥.

基于估计状态 x̂i(t)和真实状态xi(t),定义估计
误差

ei(t) = x̂i(t)− xi(t), i ∈ F , t ∈ [tik, t
i
k+1). (20)

将式(16)代入(15),得到

ẋi(t) = Axi(t) +BK̃
∑

j∈NFi
∪NRi

(xj(t)− xi(t))+

BK̃
∑

j∈NFi
∪NRi

(ej(t)− ei(t))+BK̃ei(t).

进一步可得

ẋF(t) =

(IN ⊗A)xF(t)− (L̃
σ(t)
1 ⊗BK̃)xF(t)−

(L̃
σ(t)
2 ⊗BK̃)xR(t)− ((L̃

σ(t)
1 − IN )⊗BK̃)e(t),

(21)

ẋR(t) = (IM ⊗A)xR(t). (22)

其中:xF(t) = [xT
1 (t), . . . , x

T
N (t)], xR(t) = [xT

N+1(t),

. . . , xT
N+M (t)], e(t) = [eT

1 (t), . . . , e
T
N (t)].

设计如下积分型事件触发函数:

fi(t) =w t

tik
∥ei(s)∥ds− β̃i

w t

tik
∥(xi(s)− x̂i(s))− ẑi(s)∥ds,

(23)

其中 β̃i为正实数.为第 i个智能体构建触发时刻如

下:

tik+1 = inf{t ∈ [tik, ∞)|fi(t) > 0}, k = 0, 1, . . . .

(24)

3.3 包含控制分析

为便于后续分析,引入如下符号:

k̃1 = max
s∈P

∥(L̃s
1 − IN )⊗ In∥, γ̃1 = γ̃∥ε(t0)∥,

k̃2 = max
s∈P

∥(L̃s
1(L̃

s
1 − IN ))⊗BK̃∥,

γ̃2 =
γ̃β̃maxk̃2

1− β̃maxk̃1
, β̃max = max

i∈{1,2,...,N}
β̃i.

定理2 在假设1、假设2和假设4下,提出分布
控制协议 (16),控制增益为K̃ = g̃BTP , 积分型事件
触发条件为式 (22) 和 (23).对于满足式 (18)的 γ̃和 δ̃,
如果

β̃max <
δ̃

δ̃k̃1 + γ̃k̃2
, (25)

则基于切换拓扑Gσ(t)下的多智能体系统 (15)实现包
含控制.另外,事件触发的间隔时间tik+1 − tik ⩾ τ̃i存

在一个正实数下界

τ̃i =
1

∥A∥
ln

(
1 +

β̃i∥A∥
∥BK̃∥

)
, i ∈ F , (26)

即该闭环系统不会出现Zeno现象.
证明 首先证明多智能体系统实现包含控制.

令 εi(t) =
∑

j∈NFi
∪NRi

(xi(t)− xj(t)), i ∈ F表示相

对跟踪误差.可得

ε(t) = (L̃
σ(t)
1 ⊗ In)xF(t) + (L̃

σ(t)
2 ⊗ In)xR(t),

其中ε(t) = [εT
1 (t), . . . , ε

T
N (t)].基于式(20)和(21),得

ε̇(t) = (L̃
σ(t)
1 ⊗ In)ẋF(t) + (L̃

σ(t)
2 ⊗ In)ẋR(t) =

Π̃σ(t)ε(t)− ([L̃
σ(t)
1 (L̃

σ(t)
1 − IN )]⊗BK̃)e(t),

(27)

其中Π̃σ(t) = IN ⊗A− L̃
σ(t)
1 ⊗BK̃.基于式(16),可得

− ẑi(t) + xi(t)− x̂i(t) =∑
j∈NFi

(ei(t)− ej(t)+xi(t)− xj(t))+

∑
j∈NRi

(ei(t) + xi(t)− xj(t))− ei(t) =

εi(t) +
∑

j∈NFi

(ei(t)− ej(t))−ei(t),

由事件触发条件(22)和(23)可得w t

tik
∥ei(s)∥ds ⩽ β̃i

w t

tik
∥Γi(s)∥ds,

其中Γi(s) =
∑

j∈NFi

(ei(s)− ej(s))− ei(s)− εi(s).进

一步可得w t

t0
∥ei(s)∥ds ⩽β̃i max

s∈P
(∥(L̃s

1i
− INi

)⊗ In∥)×w t

t0
∥e(s)∥ds+ β̃i

w t

t0
∥ε(s)∥ds. (28)

其中: L̃σ(t)
1i
为 L̃

σ(t)
1 的第 i行, INi

为IN的第 i行.基于
式(27)可得w t

t0
∥e(s)∥ds ⩽

k̃1β̃max

w t

t0
∥e(s)∥ds+ β̃max

w t

t0
∥ε(s)∥ds.

进一步可得w t

t0
∥e(s)∥ds ⩽ β̃max

1− β̃maxk̃1

w t

t0
∥ε(s)∥ds. (29)

从t0到t对式(26)积分,同时使用式(18)和(28),可得

∥ε(t)∥ ⩽

γ̃e−δ̃(t−t0)∥ε(t0)∥+ γ̃k̃2
w t

t0
e−δ̃(t−s)∥e(s)∥ds.

进一步可得
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∥ε(t)∥ ⩽ γ̃e−δ̃(t−t0)∥ε(t0)∥+ γ̃2e−δ̃t
w t

t0
eδ̃s∥ε(s)∥ds.

借助引理1,可得

∥ε(t)∥ ⩽ γ̃1e−δ̃(t−t0)+

γ̃2e−δ̃t
w t

t0
γ̃1e−δ̃(s−t0)eδ̃se

r t
s
γ̃2e−δ̃reδ̃rdrds =

γ̃1e(γ̃2−δ̃)(t−t0).

基于 γ̃2的表达式,得 β̃max =
γ̃2

γ̃2k̃1 + γ̃k̃2
.因为 β̃max

<
δ̃

δ̃k̃1 + γ̃k̃2
,有 δ̃ > γ̃2,进一步分析,当 t → ∞,可得

∥ε(t)∥ → 0,那么多智能体系统实现包含控制.
采用与定理1证明相似的方法,可得事件触发间

隔时间 τ̃i =
1

∥A∥
ln

(
1 +

β̃i∥A∥
∥BK̃∥

)
> 0, i ∈ F ,因此闭

环系统不存在Zeno现象. 2
4 仿真实验

例1 验证多智能体系统领导跟随一致性算法

的有效性.通信拓扑图G1和G2均包含一颗有向生成

树且领导者为根节点.规定拓扑图在t = 10 s从G1切

换到G2(仿真时间为20 s).对应的拉普拉斯矩阵为

L1 =



0 0 0 0 0

−1 1 0 0 0

0 −1 1 0 0

−1 0 0 1 0

0 −1 0 −1 2


,

L2 =



0 0 0 0 0

−1 1 0 0 0

0 −1 1 0 0

0 −1 0 1 0

0 0 −1 −1 2


.

系统动力学(1)的参数描述如下:

A =

0 1 0

0 0 1

0 0 0

 , B =

00
1

 .
通过验证 (A,B)可镇定,满足假设2.经计算,增益矩
阵K = [1.000 2.414 2.414],可证I4 ⊗A− Ls

1 ⊗BK

(s = 1, 2)为Hurwitz阵.智能体初始状态分别给定
为x0 = [−5, 13, 5]T,x1 = [16,−1, 3]T,x2 = [−7, 9,

−12]T,x3 = [−6,−5,−7]T,x4 = [8, 1,−7]T.基于事
件触发条件 (6)和 (7),图2描绘了多智能体系统跟随
者与领导者之间状态误差轨迹.可以看出误差轨迹
最终趋于0,即多智能体系统实现领导跟随一致性.
为了描述在控制协议 (2)下跟随者的事件触发

情况,图3给出了定理1中4个跟随者的事件触发时
刻.表1给出了事件触发次数的比较.可以清楚地看

到,积分型事件触发的次数明显少于文献 [23]事件触
发的次数,显示了积分型事件触发算法的优越性.
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图 2 跟随者与领导者状态误差轨迹
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图 3 定理1跟随者事件触发时刻

表1 事件触发次数比较

跟随者序号 文献 [23]触发次数 定理1触发次数

跟随者1 750 85

跟随者2 910 162

跟随者3 347 88

跟随者4 760 130
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例2 验证多智能体系统事件触发包含控制算

法的有效性.如图4所示,节点1∼节点3为领导者,
其余节点为跟随者,由G1和G2可得假设4成立.规定
拓扑图在t = 10 s从G1切换到G2(仿真时间为20 s).

1 2 3

4 5 6 7

1 2 3

4 5 6 7

图 4 通信拓扑图G1和G2

系统动力学(15)的参数描述如下:

A =

[
0 −1

1 0

]
, B =

[
0

1

]
.

通过验证 (A,B)可镇定,满足假设2.经计算,增益矩
阵K̃ = [−0.414 1.352],可证I4 ⊗ A− L̃s

1 ⊗ BK̃(s =

1, 2)为Hurwitz阵.智能体初始状态分别给定为x1 =

[−5, 5]T, x2 = [−1, 10]T, x3 = [4, 13]T, x4 = [9, 2]T,
x5 = [−12, 4]T, x6 = [14, 0]T, x7 = [7, 14]T.基于事
件触发条件 (22)和 (23),图5描绘了多智能体系统领
导者和跟随者的状态轨迹.可以看出,最终所有跟随
者的轨迹包含在领导者轨迹组成的凸包中,即多智能
体系统实现了包含控制.
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图 5 领导者和跟随者状态轨迹

5 结 论

本文研究了一类在切换拓扑下多智能体线性系

统的分布式积分型事件触发一致跟踪性问题.该事

件触发控制算法不仅减少了邻近智能体之间的通信,
同时保证了系统的稳定性.当拓扑图包含一棵生成
树且领导者是根节点时,通过理论分析给出了在控
制协议下切换拓扑领导跟随一致性的充分条件并排

除了Zeno现象;其次当存在多个领导者时,在相应控
制协议下多智能体系统实现了包含控制,且不存在
Zeno现象;最后通过实验结果验证了所提出算法的
有效性.未来的研究将进一步考虑具有时间延迟、扰
动、DoS攻击等因素的多智能体系统积分型事件触发
包含控制.
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