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摘 要: 考虑到区间二型模糊数在描述高度不确定性信息方面的优势,将区间二型模糊数拓展到决策粗糙集中,
提出两种区间二型模糊三支决策方法.在没有类标签的区间二型模糊信息系统中,解释损失函数与确定条件概率
是需要解决的两个关键问题.首先,根据区间二型模糊数的性质,将其引入决策粗糙集中,为损失函数提供一种新
的解释.其次,基于贝叶斯决策过程,构造区间二型模糊决策粗糙集的基础模型.然后,选取区间二型模糊数的组
合排序与可能度排序,设计两种策略来推导区间二型模糊决策粗糙集的决策规则.对于条件概率,利用灰色关联
分析方法对其评估.在此基础上,给出两种在区间二型模糊信息系统下的基于区间二型模糊决策粗糙集的三支决
策方法.这两种方法不仅考虑了决策风险,而且给出了方案的排序结果和客观分类结果,补充完善了灰色关联分
析的决策结果.最后,通过算例分析佐证所提出方法的有效性.
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Abstract: Considering the advantage of interval type-2 fuzzy sets (IT2FSs) in describing highly uncertain information,
this paper extends IT2FSs to decision-theoretic rough sets (DTRSs), and proposes two interval type-2 fuzzy (IT2F)
decision-making approaches for deriving three-way decisions. In the IT2F information system without class labels, the
interpretation of loss function and the determination of conditional probability are two fundamental issues to be addressed.
Based on the properties of IT2FSs, IT2FSs are firstly introduced into DTRSs, which offers a novel illustration for the
loss function. Then, in light of the Bayesian decision procedure, an IT2F DTRS (IT2FDTRS) model is established. In
addition, two methods are designed for deriving three-way decisions with the aid of two IT2F ranking techniques, namely,
the combined ranking method and the possibility degree. Meanwhile, IT2F grey relational analysis is used to determine
the conditional probability. Furthermore, two three-way decision methods are proposed based on the IT2FDTRS in the
IT2F information system. The proposed approaches not only consider the decision risk, but also tell us the ranking results
and objective classification results of alternatives, which can replenish the decision results of grey relational analysis.
Finally, a practical example is provided to demonstrate the validity of the proposed three-way decision methods.
Keywords: interval type-2 fuzzy sets；decision-theoretic rough sets；three-way decisions；grey relational analysis

0 引 言

决策粗糙集是由Yao等[1]提出的用于处理不完

整、不确定以及不精确信息与知识的有力工具,它把
贝叶斯最小风险决策理论拓展到粗糙集模型中,通过

两两比较各种决策的期望损失,获得最小风险代价的
分类决策,以此作为将对象划分到正域、边界域以及
负域的依据,最终形成三支决策,即接受决策、延迟
决策和拒绝决策.基于决策粗糙集的三支决策优于
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传统的二支决策,将延迟决策看作一种可行的决策形
式,更加符合人类智能处理复杂决策问题的模式,适
合在决策信息不明确、可用信息不充分的背景下作

出最小风险损失的评估决策[2].鉴于决策粗糙集的优
势,其衍生的三支决策被广泛应用到风险评估[3]、股

票投资[4]、资源配置[5]及医疗分析[6]等领域.
损失函数与条件概率是决策粗糙集模型的两个

基本要素.因此,如何准确地评估损失函数与合理地
确定条件概率是决策粗糙集模型中需要解决的两个

关键问题.在损失函数的评估方面,文献 [2]根据决策
者的风险偏好类型,提出一种评估损失函数的方法;
文献 [7]根据成本与收益函数,给出一种测度损失函
数的方法;文献 [8]指出可以直接根据金钱、精力以及
时间等准则来估算损失函数,亦可依据调查问卷或者
行为实验来判决损失函数;文献 [9]运用相对损失与
逆损失函数,将属性值转换成损失函数;文献 [10]基
于样本的显著性与概率,提出一种确定损失函数的方
法.然而,上述模型中的损失函数均以精确值的形式
给出,无法有效描述模糊信息.为此,文献 [11]运用非
一致性测度与粒子群优化算法,求取以三角模糊数形
式表示的损失函数值;文献 [12]根据决策专家意见的
大多数原则与重要性原则,利用粒计算,求取以区间
信息形式表示的损失函数值.另外,文献 [4-6,13-16]
分别利用广义梯形模糊数、直觉模糊数、犹豫模糊

数、对偶犹豫模糊数、毕达哥拉斯模糊数以及正交模

糊数来评估损失函数矩阵.
在条件概率的确定方面,文献 [4,16-17]根据决策

专家的主观经验,提前给定条件概率;文献 [18]运用
多属性决策与粒子群优化算法,求解条件概率.然而,
上述方法皆属于主观确定条件概率的方法,缺乏透
明性与可解释性.为客观确定条件概率,文献 [19]提
出一种基于贝叶斯定理与朴素概率独立性假设的方

法,但是该方法无法处理连续数据.为同时处理离散
和连续数据,文献 [20-21]利用逻辑回归评估三支决
策的条件概率.不难发现,文献 [19-21]的方法需要明
确指定信息系统的类别标签或者决策属性,而在现
实生活中的一些信息系统并不包含类标签和决策属

性[22-24].为求解此种情形下的条件概率,文献 [25]基
于损失函数矩阵,利用对偶犹豫模糊集的熵与交叉
熵,客观确定条件概率;文献 [15]基于决策矩阵,选取
TOPSIS方法来确定条件概率.
二型模糊集[26]是用于描述高阶不确定信息的数

学方法,它的基本思想是将隶属度进行模糊化,增强
了对不确定信息的表达能力.区间二型模糊数[27]作

为二型模糊数的特例,能够较好地描述不确定性且
计算简单,而被广泛应用于实际决策问题中.现有的
关于区间二型模糊多属性决策的研究可以粗略地分

成两类:一是经典决策方法在区间二型模糊环境下
的拓展,如拓展DEMATEL[28]、拓展VIKOR[29]、拓

展TODIM[30];二是区间二型模糊信息集成算子,如
TIT2FWA算子[31]、BIT2FAC算子[22]、IT2FWPBM 算
子[32].第 1类方法仅对各个方案进行排序,而第 2类
方法还可以获得各个方案的综合值,为决策专家提供
更多的决策信息.因此,在处理决策问题方面,第2类
方法更具优势.
尽管基于决策粗糙集的三支决策与区间二型模

糊多属性决策的研究已取得较为丰硕的研究成果,但
是仍然存在如下问题尚待进一步深入研究:

1)现有研究已将三角模糊集、直觉模糊集以及
犹豫模糊集等引入决策粗糙集中,并用它们来表示损
失函数矩阵,仍然无法准确地描述出复杂情形下的损
失函数所包含的不确定性.区间二型模糊数的隶属
度函数是三维的,可以更加灵活和清晰地刻画客观事
物的不确定性本质,为准确评估损失函数矩阵提供了
新的思路.

2)现有研究已利用TOPSIS方法来确定条件概
率,但是TOPSIS仅仅从数据曲线之间的位置关系描
述各方案与理想方案之间的差异[33-34],即方案与理
想方案的距离越近且离负理想方案的距离越远,则条
件概率越大.而灰色关联分析很好地阐明了数据曲
线的态势变化,是曲线形状相似性的衡量尺度[33],即
方案与理想方案的关联度越大且与负理想方案的关

联度越小,方案越优,为客观确定条件概率提供了新
的途经.

3)现有的区间二型模糊多属性决策方法能够提
供方案的排序结果,但需要决策者根据排序结果主观
确定最优方案的个数,仅考虑接受或者拒绝两种选择
用于处理二支决策问题,无法满足复杂多属性决策态
势和不确定性信息处理的要求.基于决策粗糙集的
三支决策是一种符合人类认知的“三分而治”模型,
为处理不确定与风险环境下需要考虑延迟策略的决

策问题提供了工具支持.
鉴于以上分析,结合实际需要,本文基于区间二

型模糊数、灰色关联分析、决策粗糙集等,对损失函数
信息高度不确定、条件概率未知的三支决策问题展

开相关的研究与讨论,为区间二型模糊决策问题提供
新的决策方法与思路,丰富与发展不确定信息环境下
的决策理论与方法,以满足实际决策需求.
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1 区间二型模糊数

1.1 区间二型模糊数的概念

定理1 [27] 设 Au和Al是两个广义梯形模糊数,
h(Au)与h(Al)分别是Au和Al的高度,则定义在论域
X上的梯形区间二型模糊数A表示为

A = (Au, Al) =

((au1 , a
u
2 , a

u
3 , a

u
4 ;h(A

u)), (al1, a
l
2, a

l
3, a

l
4;h(A

l))). (1)

其 中: au1 , au2 , au3 , au4 , al1, al2, al3, al4, h(Au), h(Al)均 是

实数,且满足条件au1 ⩽ au2 ⩽ au3 ⩽ au4 , al1 ⩽ al2 ⩽
al3 ⩽ al4, 0 ⩽ h(Al) ⩽ h(Au) ⩽ 1.

1.2 区间二型模糊数的运算规则

若A1和A2是两个梯形区间二型模糊数,则其运
算规则[35]如下:

A1 ⊕A2 =

((au11 + au21, a
u
12 + au22, a

u
13 + au23, a

u
14 + au24;

min(h(Au
1 ), h(A

u
2 ))), (a

l
11 + al21, a

l
12 + al22,

al13 + al23, a
l
14 + al24;min(h(Al

1), h(A
l
2)))), (2)

kA1 =

((kau11, ka
u
12, ka

u
13, ka

u
14;h(A

u
1 )),

(kal11, ka
l
12, ka

l
13, ka

l
14;h(A

l
1))), k ⩾ 0. (3)

1.3 区间二型模糊数大小的比较

下面介绍两种区间二型模糊数排序方法,分别为
组合排序法[36]与可能度排序法[37].

定理2 [36] 设A是一个梯形区间二型模糊数,则
A的算数平均排序函数R1(A)、几何平均排序函数

R2(A)以及调和平均排序函数R3(A)分别为

R1(A)=
(au1+au4

2
+
h(Au)+h(Al)

2

) 4∑
k=1

(auk + alk)

8
,

(4)

R2(A)=(
√

au1a
u
4+

√
h(Au)h(Al)) 8

√√√√ 4∏
k=1

auka
l
k, (5)

R3(A)=
( 2au1a

u
4

au1+au4
+

2h(Au)h(Al)

h(Au)+h(Al)

) 8
4∑

k=1

( 1

auk
+

1

alk

) .
(6)

定理 3 [36] 设A是一个梯形区间二型模糊数,
R1(A)、R2(A)和R3(A)分别为A的算数平均排序函

数、几何平均排序函数和调和平均排序函数,则A的

组合排序函数为

R(A) = ξ1R1(A) + ξ2R2(A) + ξ3R3(A). (7)

其中: ξj = qj−1
/ 2∑

k=0

qk , j = 1, 2, 3,且参数q满足等

式2δq2 +
3∑

j=2

(2δ − j + 1)q3−j = 0.

定理4 [36] 设A1和A2是两个梯形区间二型模

糊数,R(A1)和R(A2)分别是A1和A2的组合排序函

数,则:若R(A1) > R(A2),则A1 > A2;若R(A1) =

R(A2),则A1 = A2;若R(A1) < R(A2),则A1 < A2.
定理5 [37] 设A1和A2为两个梯形区间二型模

糊数,则A1 ⩾ A2的可能度定义为

p(A1 ⩾ A2) = min(max(Y, 0), 1). (8)

其中

Y =

((au13 + au14 − au21 − au22)+

(al13 + al14 − al21 − al22)+

2max(h(Au
1 )− h(Au

2 ), 0)+

2max(h(Al
1)− h(Al

2), 0))×
1

4∑
k=1

l(vk)+2|h(Au
1 )− h(Au

2 )|+ 2|h(Al
1)− h(Al

2)|
,

l(v1) = au13 + au14 − au11 − au12,

l(v2)=al13 + al14 − al11 − al12,

l(v3)=au23 + au24 − au21 − au22,

l(v4)=al23 + al24 − al21 − al22.

定理6 [37] 设Ai(i = 1, 2, . . . , n)是一组梯形区

间二型模糊数,根据定义5,通过比较任意两个梯形
区间二型模糊数,可以得到pij ,据此构建矩阵M =

[pij ]n×n,则每个方案的排序值为

Ranki =
1

n(n− 1)

( n∑
j=1

pij −
1

2

)
. (9)

方案A1 ⩾ A2当且仅当Rank1 ⩾ Rank2成立.

1.4 区间二型模糊数的距离

定理7 [38] 设A1和A2为两个梯形区间二型模

糊数,则A1和A2之间的符号距离为

ds(A1, A2) =

1

8

∣∣∣(al21 − al11 + al22 − al12 + al23 − al13+

al24 − al14) + 4(au11 − au21) + 2(au12 − au22)+

2(au13 − au23) + 4(au14 − au24)+

3(au12 + au13 − au11 − au14)
hl(Al

1)

hu(Au
1 )

−

3(au22 + au23 − au21 − au24)
hl(Al

2)

hu(Au
2 )

∣∣∣. (10)
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2 区间二型模糊决策粗糙集的基础模型

考虑决策粗糙集中损失值以区间二型模糊数表

示的情形,下面构建区间二型模糊决策粗糙集的基础
模型.依据决策粗糙集的决策过程,区间二型模糊决
策粗糙集模型的构造包括3个步骤: 1)利用区间二型
模糊数构建损失函数矩阵并求解期望损失值; 2)比
较期望损失值的大小; 3)运用期望损失值的比较结
果,形成决策规则.

按照以上步骤,本节依次展开研究.根据贝叶斯
决策过程,区间二型模糊决策粗糙集模型由2个状态
和3种行动组成.状态集为Ω = {D,¬D},分别是对
象属于D与不属于D.行动集为R = {γP , γB, γN},
其中γP、γB和γN表示在对一个对象 z分类时所采

取的3种行动,依次表示:决定z ∈ Pos(D),决定z ∈
Bou(D)以及决定z ∈ Neg(D).在不同状态下采取不
同行动所对应的区间二型模糊损失函数矩阵,如表1
所示.
表1中,APP、ABP、ANP为当对象属于D时,分

别采取行动γP、γB、γN所对应的损失值. APN、ABN、

ANN为当对象属于¬D时,分别采取行动γP、γB、γN

所对应的损失值.各损失值之间的关系为

APP ⩽ ABP < ANP , (11)

ANN ⩽ ABN < APN . (12)

表 1 区间二型模糊损失函数矩阵

D ¬D

γP APP APN

γB ABP ABN

γN ANP ANN

式 (11)表示若对象 z属于D,则将 z判入Pos(D)

中所带来的损失要小于等于将其判入 Bou(D)所

带来的损失,同时两者的损失又都小于将其判入
Neg(D)所带来的损失.类似地,式 (12)表示若z属于

¬D,则将其判入Neg(D)所带来的损失要小于等于将

其判入Bou(D)所带来的损失,同时两者的损失又都
小于将其判入Pos(D)所带来的损失.
条件概率是贝叶斯决策过程中基本组成要

素.若Pro(D|[z])与Pro(¬D|[z])分别表示对象 z属

于D与不属于D的条件概率,其中 z在这里采用它

在信息系统中的等价类 [z]来表述,则Pro(D|[z])与
Pro(¬D|[z])满足Pro(D|[z])+Pro(¬D|[z])= 1.
对于一个对象z,采取各种行动所对应的期望损

失值EL(A•|[z])(• = P,B,N)

EL(AP |[z]) = APPPro(D|[z])⊕APNPro(¬D|[z]) =

((Pro(D|[z])auPP1 + (1− Pro(D|[z]))auPN1,Pro(D|[z])auPP2 + (1− Pro(D|[z]))auPN2,

Pro(D|[z])auPP3 + (1− Pro(D|[z]))auPN3,Pro(D|[z])auPP4 + (1− Pro(D|[z]))auPN4;

min(h(Au
PP ), h(A

u
PN ))), (Pro(D|[z])alPP1 + (1− Pro(D|[z]))alPN1,Pro(D|[z])alPP2+

(1− Pro(D|[z]))alPN2,Pro(D|[z])alPP3 + (1− Pro(D|[z]))alPN3, Pro(D|[z])alPP4+

(1− Pro(D|[z]))alPN4;min(h(Al
PP ), h(A

l
PN )))); (13)

EL(AB|[z]) = ABPPro(D|[z])⊕ABNPro(¬D|[z]) =

((Pro(D|[z])auBP1 + (1− Pro(D|[z]))auBN1,Pro(D|[z])auBP2 + (1− Pro(D|[z]))auBN2,

Pro(D|[z])auBP3 + (1− Pro(D|[z]))auBN3,Pro(D|[z])auBP4 + (1− Pro(D|[z]))auBN4;

min(h(Au
BP ), h(A

u
BN ))), (Pro(D|[z])alBP1 + (1− Pro(D|[z]))alBN1, Pro(D|[z])alBP2+

(1− Pro(D|[z]))alBN2,Pro(D|[z])alBP3 + (1− Pro(D|[z]))alBN3, Pro(D|[z])alBP4+

(1− Pro(D|[z]))alBN4;min(h(Al
BP ), h(A

l
BN )))); (14)

EL(AN |[z]) = ANPPro(D|[z])⊕ANNPro(¬D|[z]) =

((Pro(D|[z])auNP1 + (1− Pro(D|[z]))auNN1,Pro(D|[z])auNP2 + (1− Pro(D|[z]))auNN2,

Pro(D|[z])auNP3 + (1− Pro(D|[z]))auNN3,Pro(D|[z])auNP4 + (1− Pro(D|[z]))auNN4;

min(h(Au
NP ), h(A

u
NN ))), (Pro(D|[z])alNP1 + (1− Pro(D|[z]))alNN1, Pro(D|[z])alNP2+

(1− Pro(D|[z]))alNN2,Pro(D|[z])alNP3 + (1− Pro(D|[z]))alNN3, Pro(D|[z])alNP4+

(1− Pro(D|[z]))alNN4;min(h(Al
NP ), h(A

l
NN )))). (15)
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由式(13)∼ (15)易知,期望损失值EL(A•|[z])(• =

P,B,N)仍是梯形区间二型模糊数.进一步,根据贝
叶斯最小风险原则,得到如下决策规则:

P : 若EL(AP |[z]) ⩽ EL(AB|[z])和EL(AP |[z]) ⩽
EL(AN |[z])成立,则z ∈ Pos(D);

B: 若EL(AB|[z]) ⩽ EL(AP |[z])和EL(AB|[z])
⩽ EL(AN |[z])成立,则z ∈ Bou(D);

N : 若EL(AN |[z]) ⩽ EL(AP |[z])和EL(AN |[z])
⩽ EL(AB|[z])成立,则 z ∈ Neg(D).
决策规则P,B,N称为三支决策,具体包括 3个

区域,分别为:接受域Pos(D)、延迟域Bou(D)和拒绝

域Neg(D).值得注意的是,这些规则判别结果取决于
期望损失值EL(A•|[z])(• = P,B,N)之间的大小比

较,而EL(A•|[z])(• = P,B,N)是区间二型模糊数,故
选择合适的区间二型模糊排序方法辅助比较是重要

环节.

3 基于灰色关联分析与区间二型模糊决策

粗糙集的三支决策

在区间二型模糊信息系统中,解释损失函数与
确定条件概率是三支决策过程中需要解决的两个

关键问题.上一节已对区间二型模糊损失函数给出
了具体解释,并构造了区间二型模糊决策粗糙集的
基础模型,但未具体比较期望损失值EL(A•|[z])(• =

P,B,N)间的大小,本节将运用组合排序和可能度排
序探索区间二型模糊决策粗糙集的决策机制.另外,
在没有类标签或者决策属性的区间二型模糊信息系

统中,决策者往往无法直接给出条件概率,为了解决
该问题,本节将基于区间二型模糊信息系统与灰色关
联分析提出一种求解条件概率的方法.

3.1 基于灰色关联分析的条件概率确定方法

为了确定条件概率,首先定义区间二型模糊信息
系统.区间二型模糊信息系统是一个四元组 IS = (U,

AT, V, f).其中: U 是一个非空有限个对象的集合,
被称为域; AT是非空有限个属性的集合;V =

∪
c∈AT

Vc

并且Vc是属性 c的值域; f : U × AT → V 是一个

函数,对于任意的c ∈ AT, z ∈ U 均有f(z, c) ∈ Vc,
其中f(z, c)是一个区间二型模糊数.假设U = {z1,
z2, . . . , zm}是具有m个可行方案的离散集, AT =

{c1, c2, . . . , cn}是区间二型模糊信息系统的属性集,
ω = (ω1, ω2, . . . , ωn)

T
是属性的权重向量,满足0 ⩽

ωj ⩽ 1与
n∑

j=1

ωj = 1.方案zi关于属性 cj的评估值

为 f(zi, cj) = Aij = ((auij1, a
u
ij2, a

u
ij3, a

u
ij4;h(A

u
ij)),

(alij1, a
l
ij2, a

l
ij3, a

l
ij4;h(A

l
ij)))(i = 1, 2, . . . ,m; j =

1, 2, . . . , n),构成决策矩阵A = [Aij ]m×n.
灰色关联分析[39]选择的方案与正、负理想方案

分别有最大、最小的灰色关联度.结合三支决策,正、
负理想方案分别对应于状态D与¬D.通过计算各方
案和状态D与¬D的灰色关联度,可以客观确定条件
概率.基于灰色关联分析求解条件概率的步骤如下.
设权重ω = (ω1, ω2, . . . , ωn)

T,规范化的决策矩
阵为

A′ = [A′
ij ]m×n =


A′

11 A′
12 · · · A′

1n

A′
21 A′

22 . . . A′
2n

...
...

. . .
...

A′
m1 A′

m2 · · · A′
mn

 .

1)根据区间二型模糊数的组合排序或者可能度
排序,构造评价对象的正、负理想解A+

j = max
i

(A′
ij),

A−
j = min

i
(A′

ij),
j = 1, 2, . . . , n. (16)

2)求解第 i个方案与理想解关于第j个准则的灰

色关联系数

A+
ij =

m+ τM

∆+
ij + τM

, τ ∈ (0, 1). (17)

其中:∆+
ij为A+

j 与A′
ij之间的符号距离ds(A

+
j , A

′
ij),

m = min︸︷︷︸
i

min︸︷︷︸
j

∆+
ij ,M = max︸︷︷︸

i

max︸︷︷︸
j

∆+
ij , τ为分辨系

数,默认值为0.5,则各方案与正理想解的灰色关联系
数矩阵为

A+ =


A+

11 A+
12 · · · A+

1n

A+
21 A+

22 · · · A+
2n

...
...

. . .
...

A+
m1 A+

m2 · · · A+
mn

 .

3)第i个方案与正理想解的灰色关联度为

A+
i =

n∑
j=1

ωjA
+
ij , i = 1, 2, . . . ,m. (18)

4)第 i个方案与负理想解关于第j个准则的灰色

关联系数为

A−
ij =

m+ τM

∆−
ij + τM

, τ ∈ (0, 1). (19)

其中:∆−
ij为A−

j 与A′
ij之间的符号距离ds(A

−
j , A

′
ij),

m = min︸︷︷︸
i

min︸︷︷︸
j

∆−
ij ,M = max︸︷︷︸

i

max︸︷︷︸
j

∆−
ij , τ为分辨系

数,默认值为0.5.则各个方案和负理想解的灰色关联
系数矩阵为

A′− =


A−

11 A−
12 · · · A−

1n

A−
21 A−

22 · · · A−
2n

...
...

. . .
...

A−
m1 A−

m2 · · · A−
mn

 .
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5)第i个方案与负理想解的灰色关联度为

A−
i =

n∑
j=1

ωjA
−
ij , i = 1, 2, . . . ,m. (20)

6)求解各方案的灰色关联相对贴近度

CRi =
A+

i

A+
i +A−

i

, i = 1, 2, . . . ,m. (21)

由灰色关联公理[39]得知,灰色关联相对贴近度
0 < CRi ⩽ 1.显然, CRi为方案zi属于状态D的概

率,故可以采用 CRi 评估方案 zi 的条件概率,即
Pro(D|zi) = CRi.

3.2 区间二型模糊决策粗糙集的决策机制

目前,文献 [35, 40, 36-37]都研究了区间二型模
糊排序方法.其中文献 [35]的方法具有较高的复杂
性,在实际应用中可操作性较差.文献 [40]的方法在
参数的转换、变换过程中会导致信息损失;文献 [36]
的方法几何含义明确,考虑了决策者的风险偏好,而
且反映了区间二型模糊数之间的相对差异,但当区间
二型模糊数中存在0元素时,排序方法中的几何平均
排序与调和平均排序均为0,无法真实反映区间二型
模糊数的大小;文献 [37]给出了基于可能度的排序方
法,该方法同时考虑上下隶属度函数,能够有效区分
区间二型模糊数的大小.考虑到文献 [36-37]方法的
优势,利用这两种方法,设计两种策略来研究区间二
型模糊决策粗糙集的决策机制.
策略1 基于组合排序的区间二型模糊决策粗

糙集的决策机制.
根据式 (13)∼ (15)与区间二型模糊数的组合

排序,各期望损失值的组合排序可以分别表示为
R(EL(AP |[z]))、R(EL(AB|[z]))和R(EL(AN |[z])).

结合区间二型模糊组合排序方法,决策规则
P,B,N进一步描述为:

P1: 若R(EL(AP |[z])) ⩽ R(EL(AB|[z]))和
R(EL(AP |[z])) ⩽ R(EL(AN |[z]))成立,则有 z ∈
Pos(D);

B1: 若R(EL(AB|[z])) ⩽ R(EL(AP |[z]))和
R(EL(AB|[z])) ⩽ R(EL(AN |[z]))成立,则有 z ∈
Bou(D);

N1: 若R(EL(AN |[z])) ⩽ R(EL(AP |[z]))和

R(EL(AN |[z])) ⩽ R(EL(AB|[z]))成立,则有 z ∈
Neg(D).
参数ξ1、ξ2和ξ3是区间二型模糊组合排序的重

要元素,能够影响期望损失组合排序值的大小以及反
映决策者的风险态度,当ξ1 = 1且ξ2 = ξ3 = 0时,决
策者为风险偏好类型;当ξ1 = ξ3 = 0且ξ2 = 1时,决
策者为风险中性类型;当ξ1 = ξ2 = 0且ξ3 = 1时,决
策者为风险厌恶类型.
策略2 基于可能度排序的区间二型模糊决策

粗糙集的决策机制.
本节使用文献 [37]提出的可能度排序方法来研

究区间二型模糊决策粗糙集的决策机制.
为了比较区间二型模糊数的大小,文献 [37]首先

定义了区间二型模糊数的可能度,接着构建了偏好
互补矩阵,然后对每行元素进行汇总,并据此进行排
序.在此思想的指导下,首先,基于决策规则P,B,N

中的期望损失值EL(A•|[x])(• = P,B,N)构建偏好

互补矩阵;接着,在区间二型模糊决策粗糙集的背景
下进行大小比较并形成决策规则.本节构建的互补矩
阵如表2所示.
由表2所示的互补矩阵,得到如下的期望损失值

间的互补矩阵:

M =


p11 p12 p13

p21 p22 p23

p31 p32 p33

 .

不难发现,区间二型模糊可能度满足如下性质:
0 ⩽ pij ⩽ 1, pij + pji = 1, pii = 1/2, i, j = 1, 2, 3.
进而,互补矩阵M可简化为

M =



1

2
p12 p13

1− p12
1

2
p23

1− p13 1− p23
1

2

 . (22)

接着,对互补矩阵M中每行元素求排序值,得

RankP =
1

6
(p12 + p13), (23)

RankB =
1

6
(1− p12 + p23), (24)

RankN=
1

6
(2− p13 − p23). (25)

表 2 期望损失值之间的互补矩阵

M EL(AP |[z]) EL(AB|[z]) EL(AN |[z])

EL(AP |[z]) p11 = p(EL(AP |[z]) ⩾ EL(AP |[z])) p12 = p(EL(AP |[z]) ⩾ EL(AB|[z])) p13 = p(EL(AP |[z]) ⩾ EL(AN |[z]))

EL(AB|[z]) p21 = p(EL(AP |[z]) ⩾ EL(AP |[z])) p22 = p(EL(AB|[z]) ⩾ EL(AB|[z])) p23 = p(EL(AB|[z]) ⩾ EL(AN |[z]))

EL(AN |[z]) p31 = p(EL(AN |[z]) ⩾ EL(AP |[z])) p32 = p(EL(AN |[z]) ⩾ EL(AB|[z])) p33 = p(EL(AN |[z]) ⩾ EL(AN |[z]))
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其中: Rank•(• = P,B,N)为 EL(A•|[z])的总排序
值.由式 (23)∼ (25)得知, RankP、RankB与RankN的

值是由p12、p13与p23决定的.根据文献 [37]的排序
方法,区间二型模糊数的大小比较是由Rank•(• =

P,B,N)决定的,故决策规则P,B,N进一步描述为:
P 2:若RankP ⩽ RankB与RankP ⩽ RankN成

立,则z ∈ Pos(D);
B 2:若RankB ⩽ RankP与RankB ⩽ RankN成

立,则z ∈ Bou(D);
N 2:若RankN ⩽ RankP与RankN ⩽ RankB成

立,则z ∈ Neg(D).
此时,决策规则P 2,B 2,N 2对应了一种三支决

策.

3.3 算法步骤

本文提出的方法主要包括如下步骤.
step 1:建立区间二型模糊信息系统.根据实际决

策情形,确定区间二型模糊信息系统 IS = (U,AT, V,

f),包括方案集与属性集.然后,搜集信息系统 IS的
评估结果,得到决策矩阵A = [Aij ]m×n,并根据表
3对决策矩阵A = [Aij ]m×n进行标准化处理.假设
A′ = [A′

ij ]m×n
为标准化的决策矩阵,其中

A′
ij =

Aij , j ∈ Nb;

(Aij)
c
, j ∈ Nc.

(26)

Nb与Nc分别为效益型准则与成本型准则的下标集

合,且满足Nb

∪
Nc = N(N = {1, 2, . . . , n})与

Nb

∩
Nc = ϕ; (A′

ij)
c为A′

ij的互补项.

表 3 互补关系

语言项 VL L ML M MH H VH

互补项 VH H MH M ML L VL

step 2:构造损失函数矩阵.根据式 (11)和 (12),确
定区间二型模糊损失函数矩阵.

step 3:确定条件概率.根据区间二型模糊灰色关
联分析,确定每个方案的灰色关联相对贴近度CRi

(i = 1, 2, . . . ,m),进而用CRi评估方案zi属于D的条

件概率,即Pro(D|zi) = CRi.
step 4:计算期望损失值.根据式 (13)∼ (15),集

成 step 2所示的损失函数矩阵与 step 3所得到的条
件概率,获得采取各种行动所对应的期望损失值
EL(A•|zi)(• = P,B,N ; i = 1, 2, . . . ,m).

step 5:获取排序值.当采用策略1时,根据区间二
型模糊组合排序,计算每个方案的期望损失值的组
合排序值;当采用策略 2时,根据区间二型模糊可能
度排序,计算每个方案的期望损失值所对应的总排序

值.
step 6:判决决策规则.若 step 5采用区间二型模

糊组合排序方法确定方案的排序值,则根据决策规则
P 1,B 1,N 1判决每个方案所属的区域;若step 5采用
区间二型模糊可能度排序方法确定方案的排序值,则
根据决策规则P 2,B 2,N 2判决每个方案所属的区
域.

4 算例分析

4.1 算例计算

例1 假设开发商目前有5个工程项目可供备
选,分别为 z1、z2、z3、z4和 z5.对于工程项目的评
价,需要考虑5个准则,分别为盈利能力c1,清偿能力
c2,风险与不确定性评价c3,社会贡献能力c4,环境贡
献能力c5.一般来说,如果开发商拒绝一个好的项目,
他们会错过一些发展机会;如果接受一个差的项目,
则会给他们带来一些损失.对于一些项目,开发商可
以采取延迟行动.此时,开发商需要搜集更多信息,
才能进一步作出决策.通过以上分析,可以把工程
项目投资看作三支决策问题.在区间二型模糊环境
下,决策专家根据上述5个准则利用表4所示的梯形
区间二型模糊数对每个项目进行评估,构造了如表
5所示的区间二型模糊信息系统.由表5得知,U =

{z1, z2, z3, z4, z5}, AT = {c1, c2, c3, c4, c5},每个属性
的域是梯形区间二型模糊数.表5的属性权重向量信
息为ω = (0.2, 0.25, 0.2, 0.2, 0.15).在工程项目投资
的评估中,这里有两种状态Ω = {D,¬D},其中D表

示该项目为好项目,¬D表示该项目为差项目.项目
zi(i = 1, 2, 3, 4, 5)的行动集记为Λ = {AP , AB, AN},
其中AP表示项目值得投资,AB 表示项目需要进一

步研究,AN表示项目不值得投资.区间二型模糊决
策理论粗糙集有6种损失函数,分别为APP、ABP、

ANP、APN、ABN和ANN .其中:APP、ABP和ANP表

示项目为好的项目时,分别采取行动投资、延迟以及
不投资时所带来的损失价值;APN、ABN和ANN表

示项目为差的项目时,分别采取行动投资、延迟以及
不投资时所带来的损失价值.对于工程投资项目,专
家通过自身经验用表4所示的梯形区间二型模糊数
来评价这5个项目的损失值,给出的语言损失值矩阵
[A•◦]1×6(• = P,B,N ; ◦ = P,N)如表6所示.

表 4 语言标度及其对应的梯形区间二型模糊数

语言标度 梯形区间二型模糊数

非常低 (VL) ((0, 0, 0, 0.1; 1), (0, 0, 0, 0.05; 0.9))
低 (L) ((0, 0.1, 0.15, 0.3; 1), (0.05, 0.1, 0.1, 0.2; 0.9))
中下 (ML) ((0.15, 0.3, 0.35, 0.5; 1), (0.2, 0.25, 0.3, 0.4; 0.9))
中 (M) ((0.3, 0.5, 0.55, 0.7; 1), (0.4, 0.45, 0.5, 0.6; 0.9))
中上 (MH) ((0.5, 0.7, 0.75, 0.9; 1), (0.6, 0.65, 0.7, 0.85; 0.9))
高 (H) ((0.7, 0.9, 0.95, 1; 1), (0.8, 0.85, 0.9, 0.95; 0.9))

非常高 (VH) ((0.9, 1, 1, 1; 1),(0.95, 1, 1, 1; 0.9))
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表 5 语言决策矩阵

c1 c2 c3 c4 c5

z1 VH M H MH H
z2 H MH ML M M
z3 H M H H L
z4 VH VH ML MH ML
z5 VH H MH MH MH

表 6 损失值矩阵

APP ABP ANP APN ABN ANN

损失值 L M MH MH M ML

根据本文提出的方法求解例 1,基于组合排序
的区间二型模糊三支决策方法 (当 ξ1 = ξ2 = ξ3

= 0.333 3时)与基于可能度排序的区间二型模糊三
支决策方法得到了相同的决策规则,即:方案z4属于

Pos(D);方案 z2与 z5属于Bou(D);方案 z1与 z3属于

Neg(D).

4.2 对比分析

为验证本文所提出方法的可行性与有效性,利用
文献 [13, 28-29]的方法解决算例1.为便于比较,在利
用文献 [13]的方法确定决策规则前,分别假设条件概
率与本文方法所得到的条件概率以及文献 [15]方法
确定的条件概率相同.不同方法的决策结果如表7所
示.

表 7 不同方法的决策结果

方法 参数 决策规则与排序

基于组合排序的区间二型模糊三支决策方法 ξ1= ξ2= ξ3=0.333 3
z4∈Pos(D), z2, z5∈Bou(D), z1, z3∈Neg(D)

z4>z5>z2>z1>z3

基于可能度排序的区间二型模糊三支决策方法 无
z4∈Pos(D), z2, z5∈Bou(D), z1, z3∈Neg(D)

z4>z5>z2>z1>z3

ρ = 1 (偏好) z2, z4, z5∈Pos(D), z1, z3∈Neg(D).
文献 [13]的方法 (设条件概率与本文相同) ρ = 0.5 (中性) z4∈Pos(D), z2, z5∈Bou(D), z1, z3∈Neg(D)

ρ=0 (厌恶) z2, z4, z5∈Bou(D), z1, z3∈Neg(D)

ρ = 1(偏好) z4, z5∈Pos(D), z1, z2, z3∈Neg(D)

文献 [13]的方法 (借鉴文献 [15]的模型求条件概率) ρ = 0.5(中性) z4∈Pos(D), z2, z5∈Bou(D), z1, z3∈Neg(D)

ρ = 0(厌恶) z2, z4, z5∈Bou(D), z1, z3∈Neg(D)

文献 [28]的方法 无 z4>z5>z2>z1>z3

文献 [29]的方法 无 z4=z5>z2>z1>z3

由上述分析和表7可以看出:本文的基于组合排
序方法 (风险偏好、中性以及运用组合排序方法时),
本文的基于可能度排序方法以及文献 [13]的方法 (风
险中性时)得到了相同的决策规则;本文的基于组合
排序方法 (风险厌恶时)和文献 [13]的方法 (风险厌恶
时)得到了相同的决策规则;本文的两种决策方法与
文献 [28]的方法得到了相同的排序结果;本文的两种
决策方法与文献 [29]的方法得到了几乎相同的排序
结果.因此,本文提出的方法是有效的.另外,与文献
[13, 28-29]的方法相比,本文提出的方法具有以下优
势:

1)文献 [28-29]的方法需要决策者主观确定择优
方案的个数.文献 [13]的方法无法提供方案排序结
果.本文方法可以同时提供方案的排序与分类结果.

2)文献 [29]的方法利用VIKOR对方案进行排
序,无法区分方案z4与方案z5的优劣.本文方法利用
灰色关联分析确定方案的排序结果,能够区分方案z4

与方案z5的优劣,有效解决了文献[29]方法的问题.
3)文献 [13]的方法基于条件概率已知的假设,缺

乏透明性与可解释性.本文方法利用灰色关联分析

客观确定条件概率,有效克服了条件概率人为给定的
主观性影响.

4)文献 [13]在梯形模糊排序基础上提出的方法
不能反映相邻元素之间的相对差异.区间二型模糊
组合排序能够表示相邻元素之间的相对差异,故可以
为决策者提供更多的决策信息.

5 结 论

本文将决策粗糙集与区间二型模糊数相结合,提
出了两种基于区间二型模糊决策粗糙集的三支决策

方法.以决策粗糙集中损失值为区间二型模糊数的
情况为突破口,根据区间二型模糊数的运算法则,建
立了区间二型模糊决策粗糙集的基础模型.然后,在
区间二型模糊决策粗糙集模型的框架下,详细探讨了
现有代表性的区间二型模糊大小比较方法,选取区间
二型模糊组合排序方法和可能度排序方法这两种排

序方法,依次探索各自的决策机制并推导出相应的决
策规则.进一步,借助区间二型模糊决策矩阵,利用区
间二型模糊灰色关联分析,提出客观确定条件概率的
评估方法.在此基础上,给出两种基于区间二型模糊
决策粗糙集的三支决策方法,这两种方法不仅概念明
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确,易于理解,而且较好地克服了条件概率人为给定
的主观性影响,有效地解决了损失值为区间二型模糊
数、条件概率信息完全未知的区间二型模糊三支决

策问题,是对区间二型模糊决策领域的丰富与发展,
为研究决策粗糙集提供了新的方向.在未来的研究
中,考虑将所提出的三支决策模型应用到产品质量信
用评价[41]、农村电商评估[42-43]以及在线酒店选择[44]

等领域.
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