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两个具有耦合时滞的分数阶复杂网络的

延迟投影同步与参数辨识

杨 心1, 张广军2†, 李学仁1, 王 栋1

(1. 空军工程大学航空工程学院，西安 710038；2. 空军工程大学基础部，西安 710051)

摘 要: 研究两个具有耦合时滞的分数阶复杂网络的延迟投影同步与参数辨识的问题.首先,建立具有耦合时滞
以及模型参数不确定分数阶复杂网络模型,并给出驱动网络与响应网络的延迟投影同步误差模型;其次,设计有效
的控制器以及参数自适应律以实现两个网络之间的延迟投影同步与参数辨识,给出了实现延迟投影同步与参数
辨识的充分条件,对该充分条件给出了严格的数学证明,并通过一个数值仿真实例验证了所提出方法的有效性和
可行性;然后,对3种特例进行讨论,并得到实现同步的充分条件,这3种情况分别为具有耦合时滞的延迟同步、具
有耦合时滞的投影同步和没有耦合时滞的延迟投影同步;最后,对模型中耦合强度、时滞因素以及投影比例对同
步的影响进行了讨论.
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fractional-order complex networks with coupling delay
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Abstract: In this paper, the problem of lag projection synchronization and parameter identification for two fractional-
order complex networks with coupling delay is investigated. Firstly, the fractional-order complex network model with
coupling delay and uncertain parameters is established, and the lag projection synchronization error model of the driving
network and the response network is given. Secondly, the effective controller and the parameter adaptive law are designed
to realize lag projection synchronization and parameter identification between the two networks. A sufficient condition
for realizing lag projection synchronization and parameter identification is given, and a strict mathematical proof is given
for this sufficient condition. The validity and feasibility of the proposed method are verified by a numerical simulation
example. Then, three special cases are discussed and sufficient conditions are obtained to realize synchronization, which
are lag synchronization with coupling time delay, projection synchronization with couping time delay and lag projection
synchronization without coupling time delay. Finally, the effects of coupling strength, time-delay, and projection ratio are
discussed.
Keywords: fractional-order；complex network；lag projective synchronization；coupling delay；parameter identification

0 引 䀰

在Watts等[1]提出小世界网络, Barabási等[2]提出

无标度网络等网络模型后,复杂网络的相关问题成为
研究的热点问题.复杂网络广泛存在于众多领域,如
计算机网络[3]、电话网络[4]、电力网络[5]、生物网

络[6-7]等.复杂网络是由很多节点相互耦合而成,每

一个节点通常都会有复杂的动力学行为,整个网络的
动力学行为会由于各个节点的相互耦合而变得更加

复杂.复杂网络的相关动力学特性 (如稳定性、传播
特性、同步特性等[8-10])成为研究的热点.如文献 [8]
对有限和有噪声的观测数据条件下网络结构识别的

问题进行了研究,并提出了新的方法;文献 [9]针对具
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有半马尔可夫跳跃参数和混合时滞的随机中立型神

经网络的指数无源滤波问题,通过设计Luenberger型
观测器来估计滤波器的状态,并得到了相应的充分条
件.
同步现象作为复杂网络的重要动力学特征,

引起了学者们的广泛关注,并取得了许多重要结
果[11-13].这些文献对复杂网络同步的不同方面进行
了研究并取得了开创性的结论,如文献 [11]提出一种
自适应控制器,并且用牵制控制的方法实现了复杂网
络的反同步;文献 [12]研究了复杂网络在延迟时间未
知条件下的延迟同步,通过正确的控制器设计,复杂
网络实现了同步并且能够辨识出相应的延迟时间.
上述文献研究的是复杂网络的同步问题,其中的

节点模型都是整数阶模型.相对于整数阶模型,分数
阶模型能够更完整更全面地描述自然界和实际中的

现象,并且已经应用到很多领域,如金融系统[14],生物
医学[7,15-16]和传染病的传播[17]等.分数阶动力系统
比整数阶动力系统的动力学特性更加复杂[16-18],文
献 [16]研究了单个分数阶神经元系统的动力学特性,
并发现不同的分数阶次会导致动力系统产生不同的

动力学行为.对于单个动力系统来说分数阶次会改
变其动力学特性,那么对于两个耦合的分数阶动力
系统之间的动力学特性也会随着阶次的改变而改变,
与整数阶模型相比会有所区别.文献 [19]研究了两
个分数阶动力系统之间的同步特性.由多个分数阶
动力系统耦合而成的复杂网络的特性将会比两个分

数阶动力系统的特性更复杂,相对于整数阶网络会呈
现出更为丰富的动力学行为,所以研究分数阶复杂网
络是很有必要的[20-25].由于整数阶的相关定理无法
直接用到分数阶中,分数阶复杂网络的相关研究相
对于整数阶来说较少,文献 [26-27]提出了分数阶稳
定性定理为分数阶复杂网络同步的研究提供了理论

依据.相关学者主要从同步类型 (如投影同步、延迟
同步等)[21-24]、同步控制方法 (如牵制控制、自适应
控制等)[22-24]、内部耦合矩阵和外部耦合矩阵的变

化[23-25]等方面来研究分数阶复杂网络同步.对于不
同的同步类型来说,文献 [21]研究了两个不同拓扑结
构的分数阶网络的投影同步,设计了自适应控制器实
现了投影同步;文献 [24]则研究了分数阶复杂网络的
延迟同步.此外,自然界和工程实际中,存在各种各样
的复杂现象,为了认识这些现象的机理并且模拟出这
些现象,需要研究更为复杂的网络动力学模型、更为
复杂的同步类型以及更难以实现同步的分数阶网络

模型.通过以上分析可以得到,对于分数阶复杂网络

的同步类型还可以进行拓展,将投影同步与延迟同步
相结合提出分数阶网络的延迟投影同步,并且设计出
控制器实现网络的同步控制.虽然关于延迟投影同
步的研究已有文献报道,但是关于分数阶网络的延迟
投影同步目前还没有相关文献对这一问题进行研究.
复杂网络节点与节点之间耦合时存在时滞,时滞

不仅会影响单个动力系统和两个动力系统之间的运

动特性,还会使多个系统耦合而成的复杂网络的动
力学行为更为丰富.具有耦合时滞的分数阶网络模
型的同步问题相应的控制器设计会比不存在耦合时

滞更加复杂,相关同步条件的证明也会更加复杂.不
论是具有时滞的整数阶复杂网络还是具有时滞的分

数阶复杂网络,都有学者进行研究,如文献 [28]对具
有随机耦合时滞的整数阶复杂网络同步进行了研究;
文献 [29]对具有耦合时滞分数阶复杂网络的聚类投
影同步进行了研究.这些研究的结果表明,考虑网络
时滞后的网络特性呈现出了更为丰富的网络动力学

行为.另外,网络中存在的不确定性,如节点参数的不
确定性[29]、耦合矩阵的不确定性[30]以及延迟同步中

延迟时间的不确定性[12]等都会增加网络同步控制的

难度.为此,本文将在网络节点模型中参数不确定的
情况下研究实现两个分数阶网络的延迟投影同步的

控制问题,并实现不确定参数的辨识.
通过上面的分析可以发现,还设有关于两个有

耦合时滞的分数阶复杂网络参数辨识和延迟投影同

步的相关文献报道.而这个问题可能出现更为丰富
的同步特性,实现同步的控制器及条件较为复杂,对
该问题的研究既具有理论意义,又具有潜在应用价
值.如在生物系统的结构与稳定性研究;在通信邻域
中通过同步控制技术实现相干调节从而实现保密通

信;在实际网络中也可通过网络的同步技术解决各
个节点之间的通信问题以免发生网络拥塞.由于分
数阶系统相对于整数阶系统有着更加完整描述自然

界现象的优势,且分数阶次的较小改变可能会使系统
的整个运动状态发生较大的变化,所以,研究分数阶
复杂网络的同步问题显得更加必要.而且,对于同步
技术在保密通信的应用,同步形式越复杂,越有利于
安全性[19],所以需要对分数阶复杂网络同步形式进
行拓展.
为了实现更为复杂的同步类型,且考虑到分数

阶、时滞以及节点参数不确定的影响,本文初步研究
了具有耦合时滞的不确定分数阶复杂网络的延迟投

影同步现象与参数辨识,具体工作如下: 1)建立了具
有耦合时滞参数不确定分数阶复杂网络模型; 2)设
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计了相应的控制器和参数自适应律以实现两个网络

的延迟投影同步与参数辨识,给出了实现相应网络达
到延迟投影同步和参数辨识的充分条件,并运用分数
阶稳定性定理证明了所提出条件的正确性; 3)通过
具体的数值仿真实例验证了该方法的有效性; 4)对
具有耦合时滞的延迟同步、具有耦合时滞的投影同

步和没有耦合时滞的延迟投影同步的3种特例进行
了讨论.

1 模型建立

1.1 符号说明

本文用到的相关符号如表1所示.

表 1 符号说明

符号 相关说明

Dq 分数阶微分算子

Θ 节点参数向量

x(t)i 驱动网络节点状态向量

y(t)i 响应网络节点状态向量

α 投影比例

e(t)i 误差向量

u(t)i 控制器

A,B 网络配置耦合矩阵

Γ1, Γ2 节点内部耦合矩阵 (对称矩阵)

1.2 分数阶微积分概述

分数阶的积分和微分含有多种定义,在实际应
用中最常用的有Grunwald-Letnikov定义、Riemann-
Liouvile定义和Caputo定义.根据相关文献 [31],在
某些条件下上述 3种分数阶微积分运算的定义
是等价的,可以互相转化. Riemann-Liouvile定义和
Caputo定义是 Grunwald-Letnikov定义的扩充与改
进. Caputo定义使得分数阶系统的Laplace变换更加
简洁,在工程应用中求解相对于其他两种更加容易,
所以本文与其他大多数文献一样采用Caputo定义.

Caputo定义如下:
一元函数f(x)的q阶微分的Caputo定义为

c
0D

q
t =

1

Γ (n− q)

w t

0

f (n)(τ)

(t− τ)q−n+1
dτ.

其中:n− 1 < q < n, f(τ)为在 [0, t]上有n+1阶导数

的连续有界函数,Γ (·)为伽马函数,定义为

Γ (z) =
w ∞

0
tz−1e−1dt.

特别地,当0 < q < 1时,有
c
0D

q
t =

1

Γ (1− q)

w t

0

f ′(τ)

(t− τ)q
dτ.

1.3 模型描述

考虑以下的动力学系统作为每个节点的运动状

态方程:

Dqz(t) = F (z(t), Θ) = f(z(t)) + g(z(t))Θ. (1)

其中:f : Rn → Rn是连续向量值函数, g : Rn →
Rn×n是连续矩阵函数,Θ ∈ Rn为节点参数, z(t) ∈
Rn为状态向量.
具有耦合时滞的分数阶驱动复杂网络可以描述

为如下形式:

Dqxi(t) =

F (xi(t),Θ) + c1

N∑
j=1

aijΓ1xj(t)+

c2

N∑
j=1

bijΓ2xj(t− τ), t ∈ [0,+∞);

xi(t) = φi(t), t ∈ [−τ − τ
′
, 0). (2)

其中: 0 < q < 1是分数阶导数的阶次;X(t) =

(x1(t),x2(t), . . . ,xN (t))T ∈ RN×n,xi(t)是第 i个节

点在时间 t时刻的状态向量; τ是网络内部的延迟时
间, τ ′是网络之间信息交换时的延迟时间; c1, c2是节
点之间的耦合强度,是正整数常数;Γ1 : Rn → Rn

是网络的内部耦合矩阵;F : Rn → Rn是连续的

向量值函数;A = (aij)(N×N)、B = (bij)(N×N)是配

置耦合矩阵,如果节点 i和节点j之间连接(i ̸= j),则
aij > 0, bij > 0,否则aij = 0, bij = 0,矩阵的对角元
素(i = j)定义为

aii =
N∑

j=1,j ̸=i

aij , bii =
N∑

j=1,j ̸=i

bij .

这里的配置耦合矩阵并不要求为对称阵,且对于一般
有向网络也成立.
响应网络定义为

Dqyi(t) =

F (yi(t), Θ̂) + c1

N∑
j=1

aijΓ1yj(t)+

c2

N∑
j=1

bijΓ2yj(t− τ) + ui(t), t ∈ [0,+∞);

yi(t) = φ′
i(t), t ∈ [−τ , 0); (3)

其中ui(t)是相应的控制器.
将驱动网络与响应网络的延迟投影同步误差向

量定义为ei(t) = yi(t) − αxi(t− τ ′).由式 (2)和 (3)
可以得到

Dqei(t) =

F (yi(t), Θ̂)−αF (xi(t−τ ′),Θ)+c1

N∑
j=1

aijΓ1ej(t)+

c2

N∑
j=1

bijΓ2ej(t− τ) + ui(t), t ∈ [0,+∞);
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ei(t) =

φ′
i(t)−φi(t− τ ′), t ∈ [−τ , 0), i = 1, 2, . . . , N. (4)

进一步,误差向量可以表示为如下形式:

Dqei(t) =

F (yi(t),Θ)− αF (xi(t− τ ′),Θ)+

g(yi(t))(Θ̂(t)−Θ) + c1

N∑
j=1

aijΓ1ej(t)+

c2

N∑
j=1

bijΓ2ej(t− τ) + ui(t), t ∈ [0,+∞);

ei(t) =

φ′
i(t)−φi(t− τ ′), t ∈ [−τ , 0), i = 1, 2, . . . , N. (5)

具体的网络模型将在第4节数值仿真中给出.
定义1 对于驱动网络 (2)与响应网络 (3)之间

的同步误差ei(t) = yi(t) − αxi(t− τ ′)与参数误差

Θ − Θ̂满足如下条件:

lim
t→+∞

∥ei(t)∥1 = lim
t→+∞

∥Θ − Θ̂∥1 = 0,

i = 1, 2, . . . , N,

则称两个网络达到延迟投影同步且实现参数辨识.

2 控制器与参数更新律设计及同步证明

本文将得到相应的控制器和参数更新率,以及实
现具有耦合时滞复杂网络延迟投影同步及参数辨识

的充分条件.本文将用到以下引理.
引理1 [32] 如果h(t) ∈ C1([−τ , 0)),则对于任意

0 < q < 1,有

Dq|h(t)| ⩽ sng(h(t))Dqh(t).

引理2 [30] 如果V (t) ∈ R1是连续可微非负函

数,满足如下条件(a > b > 0):DqV (t) ⩽ −aV (t) + bV (t− τ), t ∈ [0,+∞);

V (t) ⩾ φ(t) ⩾ 0, t ∈ [−τ , 0);

则对于任意φ(t) ⩾ 0, τ > 0,有 lim
t→+∞

V (t) = 0.

假设1 假设存在一个常数L(L > 0)满足如下

条件:

|F (t,x(t))− F (t, s(t))| ⩽ L|x(t)− s(t)|.

为使系统达到延迟投影同步,可将控制率设计为

ui(t) = − kei(t)− F (yi(t),Θ)+

αF (xi(t− τ ′),Θ). (6)

将Θ̂的更新率设计为

DqΘ̂ = − (Θ̂(t)− Θ̂)

N∑
i=1

∥g(yi(t))∥1−

m(Θ̂(t)−Θ). (7)

定理1 根据假设1、控制率 (6)、参数更新率
(7),假设存在k > 0或者m > 0使得λ > µ,则系
统 (1)和系统 (2)可以达到延迟投影同步.其中λ =

min
(

min
i

(
k − c1r1

N∑
j=1

|aij |
)
,m

)
, µ = c2r2

N∑
j=1

|bij |.

证明 构造Lyapunov函数

V (t) =

N∑
i=1

∥ei(t)∥1 + ∥Θ̂(t)−Θ∥1.

通过引理1可以得到

DqV (t) =

Dq
( N∑

i=1

∥ei(t)∥1 + ∥Θ̂(t)−Θ∥1
)
⩽

N∑
i=1

(sign(ei(t)))
TDqei(t)+

sign(Θ̂(t)−Θ)TDqΘ̂(t) =

N∑
i=1

(sign(ei(t)))
T
[
F (yi(t), Θ̂)−αF (xi(t−τ ′),Θ)+

c1

N∑
j=1

aijΓ1ej(t) + c2

N∑
j=1

bijΓ2ej(t− τ) + ui(t)
]
+

sign(Θ̂(t)−Θ)T
[
− (Θ̂(t)−Θ)

N∑
i=1

∥g(yi(t))∥1−

m(Θ̂(t)−Θ)
]
=

N∑
i=1

(sign(ei(t)))
T
[
g(yi(t))(Θ̂(t)−Θ)+

c1

N∑
j=1

aijΓ1ej(t)− kei(t) + c2

N∑
j=1

bijΓ2ej(t− τ)
]
+

sign(Θ̂(t)−Θ)T
[
− (Θ̂(t)− Θ̂)

N∑
i=1

∥g(yi(t))∥1−

m(Θ̂(t)−Θ)
]
⩽

∥Θ̂(t)−Θ∥1
N∑
i=1

∥g(yi(t))∥1+

c1

N∑
i=1

N∑
j=1

aij(sign(ei(t)))
TΓ1ej(t)+

c2

N∑
i=1

N∑
j=1

bij(sign(ei(t)))
TΓ1ej(t− τ)+

sign(Θ̂(t)−Θ)T
[
− (Θ̂(t)−Θ)

N∑
i=1

∥g(yi(t))∥1−

m(Θ̂(t)−Θ)
]
−

N∑
i=1

(sign(ei(t)))
Tkei(t) ⩽
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−m∥Θ̂(t)−Θ∥1 + c2

N∑
i=1

N∑
j=1

|bij |r2∥ei(t− τ)∥1+

c1

N∑
i=1

N∑
j=1

|aij |r1∥ei(t)∥1 −
N∑
i=1

k∥ei(t)∥1 =

N∑
i=1

(
c1r1

N∑
j=1

|aij | − k
)
∥ei(t)∥1 −m∥Θ̂(t)−Θ∥1+

N∑
i=1

(
c2r2

N∑
j=1

|bij |
)
∥ei(t− τ)∥1.

令

λ = min min
i

(
k − c1r1

N∑
j=1

|aij |
)
, µ = c2r2

N∑
j=1

|bij |,

有

DqV (t) ⩽ −aV (t) + bV (t− τ).

因为t ∈ [−τ, 0],所以有

V (t) =

N∑
i=1

(φ′(t)−φ(t− τ ′))T(φ′(t)−φ(t− τ ′)) ⩾ 0.

根据引理2,当λ > µ > 0时,有 lim
t→+∞

V (t) = 0,

所以驱动网络与响应网络能达到同步. 2
定理1给出了在假设1条件下,λ > u是两个具

有耦合时滞的复杂网络达到延迟投影同步的充分条

件,在这个条件中需要复杂网络的配置耦合矩阵的相
关信息以及耦合强度,但不再需要一些文献中所要求
的网络耦合矩阵为对称阵的条件.本文为了与文献
[33]进行对比,采取响应网络参数未知为驱动网络参
数已知的情况进行研究.

推论1 若投影比例α = 1,则延迟投影变为延
迟同步,误差系统可以表示为

Dqei(t) =

F (yi(t),Θ)− F (xi(t− τ ′),Θ)+

g(yi(t),Θ)(Θ̂(t)−Θ) + c1

N∑
j=1

aijΓ1ej(t)+

c2

N∑
j=1

bijΓ2ej(t− τ) + ui(t), t ∈ [0,+∞);

ei(t) =

φ′
i(t)−φi(t− τ ′), t ∈ [−τ , 0), i = 1, 2, . . . , N.

令控制器 (6)中α = 1得到的控制器也可以使两

个网络达到延迟同步,但需将控制器简化为

ui(t) = −kei(t).

未知参数的自适应律为

DqΘ̂ = − (Θ̂(t)−Θ)

N∑
i=1

∥g(yi(t))∥1−

m(Θ̂(t)−Θ).

假设存在k > 0或者m > 0,使得λ > µ.其

中λ = min min
i

((
k − L − c1r1

N∑
j=1

|aij |
)
,m

)
,µ =

c2r2

N∑
j=1

|bij |.

证明 构造Lyapunov函数

V (t) =
N∑
i=1

∥ei(t)∥1 + ∥Θ̂(t)−Θ∥1.

通过引理1可以得到

DqV (t) =

Dq
( N∑

i=1

∥ei(t)∥1 + ∥Θ̂(t)−Θ∥1
)
⩽

N∑
i=1

(sign(ei(t)))
TDqei(t)+

sign(Θ̂(t)−Θ)TDqΘ̂(t) =

N∑
i=1

(sign(ei(t)))
T
[
F (yi(t), Θ̂)−

F (xi(t− τ ′),Θ) + c1

N∑
j=1

aijΓ1ej(t)+

c2

N∑
j=1

bijΓ2ej(t− τ) + ui(t)
]
+

sign(Θ̂(t)−Θ)
T
[
− (Θ̂(t)−Θ)

N∑
i=1

∥g(yi(t))∥1−

m(Θ̂(t)−Θ)
]
⩽

N∑
i=1

(sign(ei(t)))
T[αF (yi(t),Θ)−

αF (xi(t− τ ′),Θ)]+

∥Θ̂(t)−Θ∥1
N∑
i=1

∥g(yi(t))∥1+

c1

N∑
i=1

N∑
j=1

aij(sign(ei(t)))
TΓ1ej(t)+

c2

N∑
i=1

N∑
j=1

bij(sign(ei(t)))
TΓ1ej(t− τ)+

sign(Θ̂(t)−Θ)T
[
− (Θ̂(t)−Θ)

N∑
i=1

∥g(yi(t))∥1−
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m(Θ̂(t)−Θ)
]
−

N∑
i=1

(sign(ei(t)))
Tkei(t). (8)

根据假设1,可以得到

DqV (t) ⩽

α
N∑
i=1

L∥ei(t− τ)∥1 −m∥Θ̂(t)−Θ∥1+

c2

N∑
i=1

N∑
j=1

|bij |r2∥ei(t− τ)∥1+

c1

N∑
i=1

N∑
j=1

|aij |r1∥ei(t)∥1 −
N∑
i=1

k∥ei(t)∥1.

接下来的证明同定理1,此略. 2
推论2 若分数阶驱动网络与响应网络耦合时

滞τ ′ = 0,则当满足以下条件时,可达到延迟投影同
步并且实现参数辨识.
控制器为

ui(t) =

− kei(t)− F (yi(t),Θ)+

αF (xi(t− τ ′),Θ), i = 1, 2, . . . , N.

未知参数的自适应律为

DqΘ̂ = − (Θ̂(t)−Θ)
N∑
i=1

∥g(yi(t))∥1−

m(Θ̂(t)−Θ).

假设存在k > 0或者m > 0,使得λ > 0,其中λ =

min min
i

((
k − L− c1r1

N∑
j=1

|aij |
)
,m

)
> 0.

证明同定理1,此略.
推论3 若延迟时间为0,则延迟投影同步转变

为投影同步;若满足定理1的条件,则可以达到投影
同步并且实现参数辨识.
控制器为

ui(t) =

− kei(t)− F (yi(t),Θ)+

αF (xi(t− τ ′),Θ), i = 1, 2, . . . , N.

参数更新率设计为

DqΘ̂ = − (Θ̂(t)− Θ̂)

N∑
i=1

∥g(yi(t))∥1−

m(Θ̂(t)−Θ).

证明同定理1,此略.

3 保密通信的应用分析

通过对具有耦合时滞和参数不确定的分数阶复

杂网的控制,实现延迟投影同步,将其应用到保密通
信中主要有以下优势:

1)相对于以往研究的两个系统之间的保密通信
策略,由多个节点组成复杂网络能够实现多节点之间
的通信;

2)驱动网络与响应网络之间同步的延迟,以及网
络中的时滞现象更加贴近实际,使其更具有实用性;

3)参数的不确定以及投影同步中投影比例选择
的灵活性,可以进一步增加破译的难度;

4)通过分数阶系统还可以进一步增强系统运动
的不可预测性,使得通信更具有保密性.

4 数值仿真

本节将用一个实例来说明所得到结论的正确性,
用到的数值计算方法是文献 [34]所提出的预估-校正
法,在文献 [34]中将预估-校正进行了改进,使之可以
用到含有时滞的系统中.考虑一个具有12个节点的
网络,网络中每个节点的运动方程为分数阶的Lorenz
系统,即

Dqxi(t) = F (xi(t),Θ) =
a(xi1 − xi2)

cxi1 − xi2 − xi1xi3

xi1xi2 − bxi3

 =


0

−xi2 − xi1xi3

xi1xi2

+


xi1 − xi2 0 0

0 0 xi1

0 xi3 0



a

b

c

 .

其中: q = 0.99,Θ = (a, b, c)T = (10, 8/3, 28)T.此时
Lorenz系统处于混沌状态,取耦合强度c1 = 1, c2 = 1,

τ = τ ′ = 0.3,内部耦合矩阵Γ1 = Γ2 =


1 0 0

0 1 0

0 0 1


(Γ1,Γ2也可以取其他三阶矩阵),取α = 0.5,参考文
献 [27]可以取L = 45.不失一般性,取配置耦合矩阵
为(若配置耦合矩阵改变,则网络结构亦改变)

A = B =



−5 1 0 1 0 0

1 −5 1 1 0 1

1 0 −5 0 0 1

1 1 1 −5 1 1

1 1 1 1 −5 1

1 1 1 1 0 −5
1 1 0 1 1 0

1 1 0 1 1 0

0 0 1 0 1 1

1 0 1 0 1 1

0 1 0 1 0 0

0 0 1 1 0 1

→
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←

1 1 1 0 0 0

1 0 0 0 0 0

1 1 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0

−5 1 0 0 0 0

0 −5 0 1 0 0

1 0 −5 1 0 0

0 1 0 −5 0 0

1 1 0 0 −5 1

0 1 0 1 0 −5



.

相应的网络结构如图 1 所示. 经计算可得

min
(

min
i

(
k − L − c1r1

N∑
j=1

|aij |
)
,m

)
= 74.5,取

m = 75,所以λ = 74.5,µ = c2r2

N∑
j=1

|bij | = 3,

满足定理 1,取驱动系统与响应系统的初值分别为
xi = (7.2 + i, 7.4 + i, 7.6 + i), i = 1, 2, . . . , 12;yi =

(−7.2 + 6i,−7.4 + i,−7.6 + 6i), i = 1, 2, . . . , 12.系
统 (1)与系统 (2)会达到延迟投影同步,并且响应系统
的参数会被准确识别出来.

12

10

119

8

7

6

5

4

3

2

1

图 1 网络结构

图2表示驱动网络的节点1与响应网络的节点1
的相轨迹图,可以看出驱动网络与响应网络的相轨迹
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图 2 驱动网络与响应网络节点1的相轨迹
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图 3 节点变量轨迹
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图 4 不同节点的同步误差

达到了所设定的投影比例;图3表示的是各个节点3
个状态的变化,可以直观地看到网络达到了延迟投影
同步,驱动网络 t时刻的状态与相应网络 t − τ ′的状
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态成投影比例关系;图4表示的是网络中每个节点的
3个状态的误差,可以看到,经历一定的时间后误差变
为0,所以网络达到了延迟投影同步;图5表示的是网
络中参数的辨识,在响应的控制器及参数自适应律
下,网络节点的参数可以被有效辨识.

0 50 100 150 200
0

20

30

a
,b

,c

t / s

10

a

b
c

图 5 未知参数a、b、c的识别

5 参数对复杂网络延迟投影同步的影响

为研究模型各个参数对复杂网络延迟投影同步

的影响,定义系统总误差

E =

√√√√( 12∑
i=1

e21

)2

+
( 12∑

i=1

e22

)2

+
( 12∑

i=1

e23

)2

. (9)

图6是系统总误差在不同的耦合时滞系数下,随
时间的变化图,图7是在不同的耦合时滞系数下系统
误差达到0时所需要的时间 ts.由图6和图7可以发
现,随着耦合时滞系数的增加,复杂网络达到同步所
需要的时间将增加.
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图 6 不同时滞系数下总误差随时间变化曲线
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图 7 临界时间ts随时滞系数变化曲线

在原有的参数选定下,为了研究耦合强度c1和c2

分别对复杂网络同步的影响,本文做出在t = 2时,系
统总误差随耦合强度的变化图.图8(a)是在c1 = 1时

系统总误差随c2增大的变化曲线,可以看出,在c2较

小时,系统总误差为0,但增大c2后,系统总误差变大,
所以 c2的增大会导致复杂网络同步程度的减弱;图
8(b)是在c2 = 1时系统总误差随c1增大的变化曲线,
与 c2变化时的情况相反, c1的增大会加强复杂网络
的同步程度.
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图 8 临界时间ts随时滞系数变化曲线

图9是在不同的投影比例下系统达到延迟投影
同步所需要的时间.可以看出,投影比例α对复杂网

络的延迟投影同步影响较小.
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图 9 临界时间ts随投影比例变化曲线

6 结 论

通过研究,本文建立了具有耦合时滞以及模型参
数不确定的分数阶网络模型,并给出了驱动网络与响
应网络之间的延迟投影同步误差系统.设计了合适
的控制器和参数自适应律,建立了Lyapunov函数,应
用时滞分数阶系统稳定性定理和分数阶数学的相关

知识,对所提出的延迟投影同步充分条件进行了数学
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证明.并以一个具体实例对上述实现延迟投影同步
的控制器和参数自适应律进行了仿真,从仿真结果可
以看出,本文提出的实现具有耦合时滞参数不确定的
分数阶复杂网络的延迟投影同步的控制方法、参数

自适应律是有效的、可行的,通过选取合适的参数k、

m可使同步误差较快地收敛到零,并且能辨识出响
应网络节点模型中的未知参数.另外,本文对具有耦
合时滞延迟投影同步的3种特殊情况 (具有耦合时滞
的延迟同步、具有耦合时滞的投影同步和没有耦合

时滞的延迟投影同步)进行了讨论并得到其充分条
件.最后,研究了时滞系数、耦合强度和投影比例对
系统同步的影响,发现时滞系数会延长系统达到延
迟投影同步的时间,增大耦合强度 c1会使系统同步

增强,而c2的影响相反,投影比例的大小对系统同步
的影响较小.本文并未对控制方法进行优化改进,在
实际应用中控制方式的选取会对控制成本产生较大

的影响,所以在接下来的研究中会对控制方法进行改
进,如脉冲控制、量化控制等;对于复杂同步模式以及
分数阶模型在保密通信、图像处理等方面的实际应

用也值得下一步研究.
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