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一种基于变量约简的稀疏优化算法

伍国华, 张雯菲, 毛成辉†, 宋艾娟
(中南大学交通运输工程学院，长沙 410075)

摘 要: 压缩感知理论能够为处理大规模信号数据提供有效支持.压缩感知中信号的稀疏表示和稀疏重构问题
本质是一个稀疏优化问题,该问题是要从满足欠定方程组约束的无穷多解中找到稀疏度最大的解.鉴于此,提出
一种基于变量约简求解压缩感知中稀疏优化问题的算法 (VRSO),变量约简从欠定方程组约束中挖掘出变量关系,
将变量分为核心变量和约简变量并用核心变量表示约简变量,通过设置核心变量中元素为0,将求解整个变量解
空间上的最小化问题简化为求解约简变量解空间上的最小化问题.所提出算法通过原子与观测信号的内积大小
对核心变量集合进行迭代更新,并找出优化问题的1组稀疏解.实验结果表明,所提出算法的重构误差和稀疏度误
差优于匹配追踪算法、正交匹配追踪算法、迭代硬阈值算法等5种所选的对比算法,所求解的信号精度更高、稀疏
度更好.
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A sparse optimization algorithm based on variable reduction
WU Guo-hua, ZHANG Wen-fei, MAO Cheng-hui†, SONG Ai-juan

(School of Traffic and Transportation Engineering，Central South University，Changsha 410075，China)

Abstract: Compressed sensing provides an effective support for processing large scale signal data. The problem of sparse
signal representation and sparse signal reconstruction in compressed sensing is essentially a sparse optimization problem,
which aims to find the sparsest solution from the infinite solutions that satisfy the constraint of underdetermined system
of equations. This paper proposes an algorithm based on variable reduction to solve the sparse optimization problem
in compressed sensing (VRSO). Variable reduction extracts the relationships between variables from the constraint of
the underdetermined system of equations, and divides variables into core variables and reduced variables. During the
calculation, the core variables are always used to represent the reduced variables. By setting the elements in the core
variables to be 0, the minimization problem in the whole variable solution space is simplified to the solution space of
reduced variables. This algorithm updates core variables in terms of the inner product of atoms and observation signal, so
as to find a group of sparse solutions. According to the experimental results, the reconstruction error and sparsity error of
VRSO are better than other comparative algorithms such as matching pursuit, orthogonal matching pursuit and iterative
hard thresholding. The results show that the signal obtained by VRSO has higher precision and better sparsity.
Keywords: variable reduction；intelligent optimization；sparse optimization；signal reconstruction；reconstruction
error；sparsity error

0 引 言

压缩感知[1-2]是一种基于信号的稀疏特性,将源
信号压缩采样存储传输后,通过重构算法重建和恢复
原始信号的新型采样理论.其中信号的稀疏特性是
指,只要信号是稀疏的或者是可压缩的 (即在某个空
间内具有稀疏性),便可以从少量的观测信号中恢复

原始信号.近年来,压缩感知理论在信号处理[3]、图像

识别[4]等领域均有广泛应用.压缩感知理论主要包
括3部分:信号的稀疏表示、观测矩阵以及信号的稀
疏重构.

信号的稀疏表示[5-6]主要研究两方面内容:一是
字典构建方法,二是稀疏分解算法.字典构建方法[7-8]
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通过构造信号的稀疏表示域 (字典矩阵)使其满足可
压缩性,现有方法可以分为分析字典和学习字典.稀
疏分解算法是基于给定的过完备字典[9]并从中选择

与信号结构相似的原子对信号进行稀疏分解,得到信
号更为简洁的表示方式.信号的稀疏分解问题实质
上是一类稀疏优化问题,观测矩阵[10]的选择要满足

有限等距性质 (restricted isometry property, RIP)[11]条

件,即保证原空间与稀疏空间的一一映射关系.信号
的稀疏重构[12]通过感知矩阵和少量的观测信号恢复

原始信号所携带的全部信息,重构算法是得到原始稀
疏信号的关键步骤,也是压缩感知的问题核心.信号
稀疏重构后的重构信号与真实信号之间的误差可以

评估重构算法的精度.重构信号的恢复问题实质上
也是在求解一类稀疏优化问题,运用稀疏优化算法求
解出最接近真实稀疏度水平和逼近原始稀疏信号的

重构信号.
压缩感知中的一个基本问题是找到具有多个解

的欠定线性方程中的稀疏解,其中稀疏解指在所有解
中具有最少的非零元素的解.寻找稀疏解涉及到的
稀疏优化问题[10]如下所示:

min∥x∥0;

s.t. Ax = y. (1)

其中:A是大小为m×n的过完备字典矩阵; y为观测
向量,且y∈Rm;x为n维信号向量,也是观测向量y在

过完备字典上进行稀疏分解后的信号,m ≪ n; ∥x∥0
为其中非0元素的数量.
在稀疏优化领域中,典型的寻找稀疏解的稀疏优

化算法包括贪婪算法、阈值迭代类算法和凸优化方

法.贪婪算法是一种基于 l0范数最小化的稀疏优化

算法,通过每步迭代选择合适的原子逐步向信号逼
近.求解稀疏优化问题的贪婪算法主要有匹配追踪
(MP)算法[13]和正交匹配追踪 (OMP)算法[14-15],以及
在此基础上改进的压缩采样匹配追踪 (CoSaMP)算
法[16]、分段式正交匹配追踪 (StOMP)算法[17-18]和正

则化正交匹配追踪 (ROMP)算法[19]等.阈值迭代类
算法通过梯度类算法和阈值函数对信号进行处理,
主要有迭代硬阈值类 (IHT)算法[20-21]和迭代软阈值

(ISTA)算法[22].凸优化算法[23-27]则是通过将一个非

凸的 l0范数最小化的NP难问题转化为一个 l1或 l2范

数最小化的凸优化问题,凸优化算法的算法性能表
现较好,但是需要更高的计算复杂度.此外,使用 l2范

数代替 l0范数时,会增强噪声数据的干扰,使算法鲁
棒性较差,不能够很好地保证解的稀疏性.在寻求稀
疏解的算法中,除上述单目标算法,还有不少算法将

该单目标的系数优化问题转化为多目标问题后,再
运用求解多目标问题的粒子群算法[28-29]根据帕累托

最优解求得稀疏解,比如基于拐点的多目标粒子群
(KnMOPSO)算法[29]就是通过寻找帕累托前沿的局

部区域—–拐点区域的解,再综合多次实验结果得到
满意解,从而快速解决稀疏优化问题.
求解压缩感知中的稀疏优化问题实质是求解一

个欠定线性等式方程组,字典矩阵或感知矩阵即为方
程组的系数矩阵,其中各个列向量称为该矩阵的原
子.变量约简策略[30-32]利用优化问题的等式最优性

条件,从约束条件中找到变量之间的关系,用一部分
变量 (核心变量)表示另一部分变量 (约简变量),从而
达到变量约简的效果.该线性方程组中的等式约束
条件可以很好地满足变量约简策略中的等式最优性

条件,因此,可以将信号中的变量元素分解为核心变
量和约简变量,通过线性约束条件将约简变量在算法
运行的过程中始终用核心变量表示,这样找到的原始
稀疏信号具有较高的精度.根据稀疏信号的稀疏特
性,将核心变量的值设置为 0后,求解原始信号元素
的 l0范数最小化问题转化为求解约简变量的 l0范数

最小化问题.
本文在分析稀疏优化问题线性等式约束条件和

稀疏特性的基础上,进行如下创新:
1 )针对稀疏优化问题中的线性等式约束条件,

提出将变量约简策略应用于解决稀疏优化问题,不是
直接对等式约束条件进行精确求解,而是通过利用等
式约束条件提取变量关系,实现变量和等式约束的约
简,从而提高重构信号的精度.

2 )设计基于变量约简策略的稀疏优化算法
(VRSO),根据信号与各个原子的相关项大小进行核
心变量中元素的迭代更新,并设计一个随机选择算子
帮助跳出局部最优解,从而具备稀疏解的全局搜索能
力.通过其他5种对比算法 (MP算法、OMP算法、IHT
算法、ROMP算法以及多目标粒子群 (KnMOPSO)算
法)进行对比实验,验证了VRSO算法的重构误差较
小,重构精度高,稀疏性较好.

1 基于l0范数的传统稀疏优化算法

1.1 基于 l0范数的贪婪算法求解稀疏优化问题

基于 l0范数的稀疏优化问题实际是一个NP难
问题,无法快速求解出精确解,而是通过近似算法求
得一个近似解.贪婪算法是一种常见的近似算法,在
计算过程中操作简便,易于实施.贪婪算法的核心思
想是在问题的每步迭代过程中均选择当前状态下的

最优选择 (即局部最优解),通过每次迭代的局部最优
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解逐渐逼近整体最优解.运用MP算法或OMP算法
求解信号的稀疏表示就是基于 l0范数的贪婪算法求

解稀疏优化问题.稀疏表示问题是在过完备字典上
对信号进行稀疏分解,然后得到一个稀疏信号,该稀
疏信号能够表示原信号且稀疏信号中的非0元素尽
可能少,如式(1)所示.
在信号稀疏分解中, MP算法通过计算过完备字

典中的原子与信号y的内积,挑选出与信号y最匹配

的原子加入支撑集,然后更新信号y的残差并不断迭

代,直至满足终止条件.内积的绝对值大小可以表示
一个向量在另一个向量单位方向上的投影长度,因
此,原子与信号y (或残差)内积的绝对值越大,表明该
原子越能够逼近信号y,即该原子能够越好地表示信
号y. MP算法在运行中存在的问题是只能够保证当
前迭代步骤下信号y的残差与当前的原子满足正交

条件,而与支撑集中其他原子可能并不正交,因此,需
要较多的原子才能够很好地表示信号.当没有准确
的稀疏度水平作为先验条件时,通过MP算法进行稀
疏分解后得到的信号稀疏性水平较差;当存在准确
的稀疏度水平作为先验条件时,稀疏分解后的信号对
原信号的表示情况也会不太理想.

OMP算法也通过内积选择加入支撑集的原子,
但是 OMP算法相对MP算法最主要的不同在于,
OMP算法在每次迭代中均会对已确定的原子集合进
行正交化处理,因此OMP算法往往能够满足真实的
稀疏度水平,比MP算法具有更大的优势. ROMP算
法[19]是对OMP算法的改进,其在进行原子选择时,首
先选择K个与残差内积绝对值最大的原子,然后对
选出的K个原子按照正则化标准再进一步筛选确

定加入支撑集的原子,从而实现原子的有效快速选
择. OMP算法在选择原子添加到支撑集时,每次只会
选择1个原子,但ROMP算法每次添加到支撑集中的
原子一般并非只有1个.

总体而言,贪婪算法在求解稀疏优化问题时具有
较快的重建速度,但重建精度相对较低,同时贪婪算
法通常需要准确的稀疏度作为先验条件,限制了其应
用范围.

1.2 基于 l0范数的IHT算法求解稀疏优化问题

IHT算法是一类求解重构信号的算法,主要包括
梯度下降、正则化参数设置和阈值截断[28]3个步骤,
且需要预先提供真实稀疏度K,或者正则化参数的经
验值.该算法由一个优化问题推导出来,表达式为

min∥b−Ax∥22;

s.t. ∥x∥0 ⩽ K. (2)

IHT算法通过梯度下降的方式进行迭代,其迭代
运算如下:

xn+1 = HK(xn + µ ·AT(b−Axn)). (3)

其中:µ为每次迭代的步长,一般设置为1;HK(xi)为

一个硬阈值函数,通过该函数进行阈值截断,有

HK(xi) =

 0, |xi| < T ;

xi, |xi|0 ⩾ T.
(4)

T是一个正则化参数,为xk +AT(y − Axk)的绝对值

通过降序排列后第K个值的大小,即通过硬阈值函
数截取最大的前K个非零元素,且直接将第K + 1个

及其以后的元素设置为0.
在实际的信号重构问题中,x是稀疏度为K、大

小为n× 1的原信号; b是大小为m× 1的观测信号,
通过物理观测手段可以获得;A是大小为m × n的

感知矩阵.通过感知矩阵A和观测信号b,可以采用一
定的重构算法恢复原信号x,其中x0为满足稀疏度是

K、Ax0 = b的稀疏信号.在压缩感知中,通过压缩采
样的方式将一个长度为n的稀疏信号压缩成长度为

m的压缩信号,且压缩信号的长度m小于原信号的

长度n,在压缩信号被传感器采集并传输后,通过稀
疏重构方式恢复原始信号. IHT算法在使用硬阈值函
数构造真实稀疏度水平下的恢复信号时,需要将稀疏
度水平作为先验条件,其重建速度较快,但重建精度
相对较低.

2 基于变量约简的稀疏优化算法

2.1 变量约简思想

变量约简[30]利用优化问题的等式最优性条件,
根据变量之间的关系在算法迭代过程中始终用一部

分变量表示和计算另一部分变量,从而实现变量个数
和解空间维度的约简,提高算法的搜索效率.变量约
简在概念上与维度约简[33]和变量消除[34]相近,但是
在内涵上存在显著差异.维度约简是机器学习领域
中的一个重要研究方向,主要通过去除高维特征数
据集合中的冗余特征降低数据计算空间,是机器学习
中一种处理数据的方法,与优化问题求解并无直接关
系.变量消除是有利于提高约束满足问题搜索和剪
枝效率的一项技术,只针对离散空间的搜索,其时间、
空间复杂度随问题规模指数增长,应用范围有限.因
此,变量约简策略与维度约简和变量消除在方法机
制、使用方式以及适用范围方面均存在本质不同.
在变量约简中,表示其他变量的变量为约简变

量,被其他变量表示的变量为核心变量.例如对于优
化问题min f =x2

1 +x1 sinx2,其解空间如图 1(a)所
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示,将问题的一阶偏导数作为等式最优性条件[30],得
到变量x1与x2之间的变量关系为

2x1 + sinx2 = 0, (5)

x1 · cosx2 = 0. (6)
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图 1 变量约简对解空间维度的约简效果

由式(5)的条件可以得到变量之间的关系为x1=

−0.5 sinx2,该问题中变量分为两部分,分别是核心变
量x2和约简变量x1.在优化问题的求解过程中,只需
要搜索核心变量x2,原问题的解空间得到了约简,如
图1(b)所示.

在稀疏优化问题中,由字典矩阵 (或感知矩阵)各
个系数所构成的线性等式约束条件即为优化问题的

等式最优性条件.在变量约简过程中,原始信号中的
元素被分为核心变量和约简变量两部分,因此,基于
范数约束的稀疏优化问题也可以转化为如下形式:

min∥x∥0;

s.t. Are · xre +Aco · xco = b. (7)

不失一般性，可以令

Are =


a11 a12 . . . a1m

a21 a22 . . . a2n
...

...
. . .

...
am1 an2 . . . amm

 , (8)

Aco =


a1,m+1 a1,m+2 . . . a1n

a2,m+1 a2,m+2 . . . a2n
...

...
. . .

...
am,m+1 am,m+2 . . . amn

 . (9)

其中:xre和 xco分别为约简变量和核心变量,Are和

Aco分别为核心变量和约简变量对应的系数矩阵.因
此,约简变量表示为

xre = (Are)
−1(b−Acoxco). (10)

求解稀疏优化问题的 l0范数最小值时,考虑到稀
疏解的特殊性,可以规定所选取的核心变量集合中元
素的值均设置为0,此时优化问题转化为考虑约简变
量元素 ∥xre∥0最小的情况.通过迭代变化核心变量
中的元素,能够找到稀疏优化问题的最优解,因此,提
出一种基于变量约简的稀疏优化算法(VRSO).

2.2 基于变量约简的稀疏优化算法

变量约简的思想可以令稀疏优化问题在求解过

程中能够较好地满足约束条件,因此在压缩感知中,
通过VRSO算法求得的信号具有很好的精度. VRSO
算法的关键就是如何确定核心变量集合中的元素.
在OMP算法中,内积绝对值越大的原子表示残差在
原子方向上的投影长度越长,即原子与残差的相关性
越大,反之相关性越小.当核心变量集合中的元素均
为与残差相关性较小的原子,约简变量集合中的元素
均为与残差相关性较大的原子时,算法能够尽快找到
稀疏解. OMP算法在选择支撑集时,均通过每一步的
局部最优解逼近全局最优解,这样可能会陷入局部最
优的情况.因此, VRSO算法在确定支撑集Arela时,设
置一个随机选择算子L (0 ⩽ L ⩽ 1)帮助跳出陷入
局部最优的情况,L值越大,表示与残差内积最大的
原子被选择加入支撑集的概率越大.在本算法中,基
于选择算子L的支撑集更新操作如下:

Arela =

 ai, l ⩽ L;

aj , otherwise.
(11)

其中: l为随机数,满足0⩽ l⩽1; ai和aj分别为与残差

内积最大和次大的原子.当满足条件 l⩽L时,选择原
子ai加入支撑集,反之选择原子aj加入支撑集.当选
择算子L设为1时,表示总是选择与残差内积最大的
原子加入支撑集.

VRSO算法首先通过计算标准化处理后的感知
矩阵和观测信号的内积w生成初始解X0,并计算出
初始稀疏度水平k0.内积用于计算一个矢量在一个
方向上的投影长度,该方向的矢量需要为单位矢量,
因此需要先对感知矩阵A进行标准化处理,使得到
的 ∥Anew∥=1.基于内积的意义,在核心变量的选取
过程中可以选取内积尽可能小的变量加入核心变量

集合中.在确定核心变量集合后,通过式 (10)可以得
到约简变量集合,从而得到初始解X0.
基于变量约简的稀疏优化算法具体实现过程如
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下.其中:输入变量为感知矩阵A、观测信号b、原始信

号长度N、观测信号长度M和选择算子L,输出变量
为重构信号Xnew和稀疏度水平kk.

step 1:感知矩阵A标准化处理得到新的矩阵

Anew,设置初始残差值r=b,计算内积w=(Anew)r.
step 2:对内积w进行排序,选出w最小的N −M

个值所对应的变量作为核心变量,将核心变量下标
记录在核心变量集合coindex中,剩余的M个变量记

为约简变量,将约简变量下标记录在约简变量集合
reindex中.

step 3:生成初始解X0,并得到初始稀疏度水平
k0.

step 4:找出内积w较大的2个原子,通过选择算
子L进行选择操作,将选定的原子加入支撑集Arela,
将该原子对应的变量添加到集合Xrela中.

step 5:运用最小二乘法求解出观测信号 b在所

选支撑集中各原子方向上的投影长度所构成的集合

LP = (AT
rela · Arela)

−1 · AT
rela · b,更新残差为r = r −

Arela · Lp.
step 6:根据所确定的核心变量和约简变量,将

Anew分解为核心变量感知矩阵Aconew和约简变量

感知矩阵Arenew ,并更新矩阵Arenew 使其满足条件

Arenew

∩
Arela =∅.若此时矩阵Arenew为空,则结束计

算;若不为空,则计算内积w = (Arenew)
Tr和内积v =

(Aconew)
Tr.

step 7:对w和v进行排序,将min(w)对应的变量
inpre从约简变量转换为核心变量,将max(v)对应的
变量outpre从核心变量转换为约简变量.

step 8:更新 reindex、coindex和w,并对w重新排

序.
step 9:计算此时的解Xnew和稀疏度水平kk.
step 10:循环step 4∼ step 9,直至满足循环次数达

到M次或满足稀疏度水平kk < k0,终止循环.
在上述算法中, step 4∼ step 7是进行残差更新和

核心变量集合中元素的迭代变换处理,每次均选择与
当前残差的内积最差的约简变量集合中的元素转换

为核心变量,选择与当前残差的内积最好的核心变量
集合中的元素转换为约简变量.
基于变量约简对线性等式约束条件的处理,通

过VRSO算法生成的解Xnew能够很好地满足约束条

件,即∥A·Xnew − b∥的值会尽可能小,因此,通过该算
法求出的稀疏解也会具有较高的精度.当该算法求
得信号的稀疏度水平比初始稀疏度水平下降时,根据
RIP条件所保证的原空间和稀疏空间的一一映射关

系,算法可以提前收敛,即满足 step 10中循环终止的
条件,否则算法需要循环迭代M次才能结束当前运

行,并输出本次运行找到的解.
VRSO算法在进行重构信号的求解时,首先通过

step 1∼ step 3基于变量约简策略生成初始解,该阶段
的时间复杂度用T1表示,且满足

T1 = 2m2; (12)

然后VRSO算法通过 step 4∼ step 9迭代更新寻找稀
疏解,主要包括运用最小二乘法求解观测信号在原子
方向上的投影长度,本阶段的时间复杂度用T2表示,
且满足

T2 = O(m3). (13)

因此, VRSO算法在求解重构信号时的时间复杂度T

可以表示为

T = O(max(2m2, O(m3))) = O(m3). (14)

3 实验验证与分析

3.1 问题描述和实验设置

实验选取 9个稀疏优化测试问题 (SOTF)[35],每
个测试问题的具体特征如表1所示.

表 1 稀疏优化测试问题的具体特征和稀疏度水平

问题名称 原始信号长度N 观测信号长度M 实际稀疏度K

SOTF 1 50 30 13
SOTF 2 50 27 13
SOTF 3 50 24 13
SOTF 4 512 300 130
SOTF 5 512 270 130
SOTF 6 512 240 130
SOTF 7 5 120 3 000 1 300
SOTF 8 5 120 2 700 1 300
SOTF 9 5 120 2 400 1 300

测试问题集中的9个稀疏优化问题均为无噪声
干扰问题,并且均给定了符合RIP条件的感知矩阵
A和观测信号 b.问题 SOTF 1∼SOTF 3是原始信号
长度为50、实际稀疏度为13的稀疏优化问题;问题
SOTF 4∼SOTF 6是原始信号长度为512、实际稀疏
度为 130的稀疏优化问题;问题SOTF 7∼SOTF 9是
原始信号长度为5 120、实际稀疏度为1 300的稀疏优
化问题.
在 IHT算法中,设置迭代步长µ = 1.在VRSO算

法中,由于随机选择算子L可以跳出局部最优,本次
实验中设置L = 0.7.实验选用OMP算法[14]、MP算
法[13]、IHT算法[20]、ROMP算法[19]和KnMOPSO算
法[29]作为对比算法.为保证实验结果的可靠性,每个
算法在每个问题上运行30次,并通过计算重构误差
RE (reconstruction error)和稀疏度误差 SE (sparsity
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error)对比评估算法的性能,其中

RE = ∥Xnew − xtrue∥, (15)

SE = |kk −K|. (16)

3.2 实验结果与分析

在OMP算法、MP算法、IHT算法和ROMP算法
中,均需要将给定的实际稀疏度水平K作为先验条

件求解原始信号,才能够得出相对较稀疏的原信号.
而在VRSO算法中,可以不将真实原始信号xtrue和

真实稀疏度水平K作为先验条件,真实稀疏度水平
K只运用于计算稀疏度误差和评估算法的有效性.
KnMOPSO算法虽然也不需要真实稀疏度水平K作

为先验条件,但是多目标优化算法的求解过程相对复
杂.
对所选的 9个稀疏优化测试问题进行对比实

验, OMP算法、MP算法、 IHT算法、ROMP算法、
KnMOPSO算法以及VRSO算法在各个问题的重构
误差和稀疏度误差情况如表2所示.

表 2 各算法实验结果情况对比

问题名称
OMP算法 MP算法 IHT算法 ROMP算法 KnMOPSO算法 VRSO算法

重构误差稀疏度误差重构误差稀疏度误差重构误差稀疏度误差重构误差稀疏度误差重构误差稀疏度误差重构误差稀疏度误差

SOTF 1 1.74e+00 0 5.25e+00 1 2.08e+00 0 4.75e-14 0 1.86e+00 0 1.42e-14 0
SOTF 2 2.36e+00 0 5.24e+00 2 6.86e+00 0 8.08e+00 14 1.52e+00 1 9.74e-15 0
SOTF 3 2.70e+00 1 3.07e+00 0 5.36e+00 0 3.43e+00 11 2.50e+00 1 5.82e-15 0
SOTF 4 5.11e+00 0 1.33e+01 17 1.55e-03 0 2.23e+01 158 2.96e-01 5 5.13e-13 0
SOTF 5 5.60e+00 0 1.48e+01 16 8.39e+00 0 1.40e+01 126 2.63e+00 6 2.42e-13 0
SOTF 6 1.02e+01 1 1.65e+01 15 1.43e+01 0 2.45e+01 55 9.11e+00 2 3.99e-13 0
SOTF 7 1.69e+01 1 4.70e+01 211 3.58e-03 0 7.31e+01 1 337 3.60e+00 149 3.46e-11 0
SOTF 8 2.08e+01 1 5.10e+01 142 2.41e+01 0 8.09e+01 926 1.46e+01 458 7.82e-11 0
SOTF 9 3.03e+01 1 4.80e+01 67 4.09e+01 0 1.73e+02 1 086 2.12e+01 132 4.68e-11 0

由表2可见, VRSO算法在问题SOTF 1∼SOTF 9
中均有较好的表现,并且VRSO算法和 IHT算法在这
9个问题上的稀疏度误差均为 0. IHT算法使用梯度
下降和阈值截断操作恢复原始信号,将实际稀疏度水
平K当作先验条件,在实验过程中通过截断选择满
足实际稀疏度水平的K个元素,并且使用硬阈值函
数直接令剩下的元素均为0.通过 IHT算法恢复的信
号虽然能够满足实际稀疏度水平,但是重构误差可能
会很大.正如稀疏优化问题 2所示, IHT算法求解得
到的信号的重构误差为6.86e+00,而基于变量约简的
稀疏优化算法的重构误差仅为9.74e-15,且随着信号
长度的增加, IHT算法的重构误差也随之增大.

MP算法与OMP算法进行信号重构的思想比较
相似. OMP算法对原子的正交化处理使得OMP算
法的稀疏度误差比MP算法小得多. OMP算法的性
能略优于MP算法,但是这两种贪婪算法的重构误
差均较大.不难看出,VRSO算法求解的重构误差和
稀疏度误差均明显优于MP算法.与VRSO算法相
比, OMP算法只能够在信号长度较小时找到稀疏度
水平较好的解,但是解的精度也存在不足.在稀疏优
化问题5中, OMP算法和VRSO算法的解均具有很好
的稀疏性,但是OMP算法的重构误差为5.60e+00,而
VRSO算法仅为 2.42e-13.随着信号长度增加, OMP
算法的重构精度会随之降低,而VRSO算法仍然能够
保持较好的重构精度.

ROMP算法的重构效果在这几种算法中相对

较差,特别是与 VRSO算法相比, ROMP算法实验
结果的重构误差和稀疏度误差均大于VRSO算法.
ROMP算法在进行原子选择时并非每次只选择1个
原子,虽然能够提高重构速度,但是重构精度不高.
KnMOPSO算法在问题SOTF 1∼SOTF 6上的重构结
果优于问题SOTF 7∼SOTF 9,即该算法在小规模重
构问题上的效果优于大规模重构问题.随着重构问
题的规模增大, KnMOPSO算法的稀疏度误差大于
VRSO算法,由于多目标算法寻找优化解时并不仅仅
是以解的稀疏性为目标, KnMOPSO算法寻找稀疏解
的能力较弱.但是VRSO算法在使用变量约简策略
后,约简变量与核心变量之间的变量关系能够保证算
法在寻找稀疏解的过程中有较高的精度,特别是对于
规模较大的问题 SOTF 7∼SOTF 9, VRSO算法依然
能够找到重构误差较小的稀疏解.
以稀疏优化问题2、问题5和问题8为例,各算法

在一次典型运行中取得的原始信号和实际原始信号

的匹配情况如图2∼图4所示.
在图2∼图4中,横坐标表示稀疏信号索引，纵坐

标表示稀疏信号值,符号“◦”为通过各算法求解得到
的重构信号,符号“+”为测试问题中给定的实际原始

信号,根据这两个符号的重合程度可以直观地看出重
构信号与原始信号的匹配情况.
由图 2∼图 4可见,在稀疏优化问题 2上重构效

果最好的是VRSO算法,其次是OMP算法,其他几种
算法的重构结果相对不佳. VRSO算法求解的重构
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信号能够较好地匹配原始信号,而在OMP算法中,求
得解中值为0的元素匹配情况较优,非0元素虽然不
能够完全匹配,但是也基本靠近原始信号.稀疏优化
问题 5的规模和稀疏度水平相对于问题 2有一定的
增加,由图 3可见, VRSO的重构效果依然能够很好
地保持,其他几种算法的重构信号匹配情况较差.在
稀疏优化问题5上, KnMOPSO算法的匹配效果相对
于OMP算法、MP算法、IHT算法和ROMP算法较
优,但是重构效果不如VRSO算法.随着问题规模的

进一步扩大,在稀疏优化问题 8上, VRSO算法依然
能够取得很好的重构效果.通过稀疏优化测试问题
的实验结果可以看出,在求解同一个稀疏优化问题
时, VRSO算法求解的稀疏解较优,其重构误差和稀
疏度误差较小.当问题规模逐渐扩大时, VRSO算法
的求解效果没有受到显著影响,所求得的重构信号
仍然能够具有较好的精度,算法稳定性和可扩展性较
好.
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图 2 稀疏优化问题2实验结果
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图 3 稀疏优化问题5实验结果
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图 4 稀疏优化问题8实验结果

4 结 论

本文根据压缩感知中稀疏优化问题的稀疏特

性及等式最优性条件,运用变量约简的思想对稀疏
优化问题进行求解,并设计了一种基于变量约简的
稀疏优化 (VRSO)算法.该算法通过核心变量和约简
变量简化问题规模,提高求解的精度.通过在9个稀
疏优化测试问题上的对比实验,验证了算法的有效
性.与MP算法、OMP算法、IHT算法、ROMP算法和
KnMOPSO算法相比, VRSO算法所恢复的原始信号
具有更小的重构误差,与真实的原始信号更加匹配.
同时VRSO算法在运行时无需将真实稀疏度水平作
为先验条件,因此该算法的潜在应用范围更广,可以
在图像去噪、信号处理等领域有很好的前景.
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