
一阶多智能体受扰系统的自抗扰分布式优化算法

段书晴,陈森,赵志良

引用本文:
段书晴,陈森,赵志良. 一阶多智能体受扰系统的自抗扰分布式优化算法[J]. 控制与决策, 2022, 37(6): 1559-1566.

在线阅读 View online: https://doi.org/10.13195/j.kzyjc.2020.1572

您可能感兴趣的其他文章

Articles you may be interested in

基于免疫优化的平面Acrobot线性自抗扰鲁棒镇定

Robust stabilization of planar Acrobot using linear active disturbance rejection control with immune optimization

控制与决策. 2020, 35(12): 3053-3058   https://doi.org/10.13195/j.kzyjc.2019.0289

丢包和量化约束下的不确定系统分布式滚动时域估计

Distributed moving horizon estimation for stochastic uncertain system with packet dropouts and quantized measurements

控制与决策. 2021, 36(7): 1771-1778   https://doi.org/10.13195/j.kzyjc.2019.1603

基于神经网络的电力系统暂态稳定分布式自适应控制

Neural network-based distributed adaptive control for power system transient stability

控制与决策. 2021, 36(6): 1407-1414   https://doi.org/10.13195/j.kzyjc.2019.1168

脉冲控制下多智能体系统的保性能双向编队控制

Guaranteed cost bipartite formation problem of multi-agent systems with impulse control

控制与决策. 2021, 36(1): 180-186   https://doi.org/10.13195/j.kzyjc.2019.0854

基于PID参数整定的线性自抗扰控制参数整定

Tuning of linear active disturbance rejection controllers based on PID tuning rules

控制与决策. 2021, 36(7): 1592-1600   https://doi.org/10.13195/j.kzyjc.2019.1408

http://kzyjc.alljournals.cn
http://kzyjc.alljournals.cn/ch/reader/view_abstract.aspx?doi=10.13195/j.kzyjc.2020.1572
http://kzyjc.alljournals.cn/ch/reader/view_abstract.aspx?doi=10.13195/j.kzyjc.2019.0289
http://kzyjc.alljournals.cn/ch/reader/view_abstract.aspx?doi=10.13195/j.kzyjc.2019.1603
http://kzyjc.alljournals.cn/ch/reader/view_abstract.aspx?doi=10.13195/j.kzyjc.2019.1168
http://kzyjc.alljournals.cn/ch/reader/view_abstract.aspx?doi=10.13195/j.kzyjc.2019.0854
http://kzyjc.alljournals.cn/ch/reader/view_abstract.aspx?doi=10.13195/j.kzyjc.2019.1408


第 37卷 第 6期 控 制 与 决 策 Vol.37 No.6
2022年 6月 Control and Decision Jun. 2022

一阶多智能体受扰系统的自抗扰分布式优化算法

段书晴, 陈 森, 赵志良†

(陕西师范大学数学与统计学院，西安 710119)

摘 要: 研究一类具有未知外部干扰的一阶多智能体系统的分布式优化问题.在分布式优化任务中,每个智能体
只被容许利用自己的局部目标函数和邻居的状态信息,设计一个分布式优化算法,使全局目标函数取得最小值,其
中全局目标函数是所有局部目标函数之和.针对该问题,首先提出由扩张状态观测器和优化算法组成的自抗扰分
布式优化算法.其次,在Lyapunov稳定性的基础上发展新的方法,对闭环系统的收敛性和稳定性进行严格的证明;
当外部干扰为常值时,所设计的优化算法能使所有智能体的状态指数收敛到全局目标函数的最小值;当外部干扰
为有界干扰时,通过调整扩张状态观测器的增益参数,所设计的优化算法能使所有智能体的状态收敛到全局目标
函数最小值的任意小的邻域内.最后,仿真结果表明了该优化算法的有效性.
关键词: 多智能体系统；分布式优化；干扰；自抗扰控制；扩张状态观测器；优化算法

中图分类号: TP273 文献标志码: A

DOI: 10.13195/j.kzyjc.2020.1572 开放科学 (资源服务)标识码 (OSID):

引用格式: 段书晴,陈森,赵志良.一阶多智能体受扰系统的自抗扰分布式优化算法 [J]. 控制与决策, 2022, 37(6):
1559-1566.

Active disturbance rejection distributed optimization algorithm for first-
order multi-agent disturbance systems
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Abstract: The paper investigates a distributed optimization algorithm for a class of first-order multi-agent systems with
unknown external disturbance. In the distributed optimization task, each agent is only allowed to use its own local cost
function and the state information of its neighbors to design a distributed optimization algorithm, so that the global
cost function which is the sum of all local cost functions obtains the minimum value. To solve this problem, an active
disturbance rejection control distributed optimization algorithm which consists of an extended state observer and an
optimization algorithm is proposed. Then, based on the Lyapunov stability, a new method is developed to prove the
convergence and stability of the closed-loop system rigidly. When the external disturbance is constant, the designed
method can make the states of all agents exponentially converge to the minimum of the global cost function. When the
external disturbance is bounded, by adjusting the gain parameter of the extended state observer, the designed method can
make the states of all agents converge to an arbitrarily small neighbourhood of the global cost function’s minimum value.
Finally, the simulation results show the effectiveness of the proposed algorithm.
Keywords: multi-agent systems；distributed optimization；disturbance；active disturbance rejection control；extended
state observer；optimization algorithm

0 引 言

多智能体系统是由各个智能体根据一定的相

互作用共同完成工作任务的系统,具有自主性、容
错性、灵活性、可扩展性和协作能力等特点[1].多智
能体系统可以通过个体间的合作完成一些单个个体

无法完成或无法较好完成的任务.多智能体系统分
布式优化作为多智能体系统控制领域的重要研究课

题之一,研究如何在分布式系统中依赖个体局部信息
设计优化算法,实现全局性能指标的最优化或近似
最优.此类问题有着广泛的应用场景,包括分布式编
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队控制[2-3]、智能电网的经济调度[4]和无线传感器网

络[5-6]等.
随着网络规模和复杂性的不断加大,如何针对一

般化的复杂系统设计分布式优化策略是一个重要问

题.在这个背景下,人们提出了许多离散时间分布式
优化算法[7-11].文献 [7-9]研究了基于原始-对偶算法
设计的离散时间多智能体系统的分布式优化;文献
[10]研究了交替方向乘子法在离散时间多智能体系
统动态目标函数优化中的应用;文献 [11]提出了一种
新的离散时间分布式投影算法,用于解决一类带有约
束的分布式优化问题.由于许多动态系统是连续时
间模型的 (例如移动机器人、机器臂和无人机),近年
来,连续时间领域也出现许多关于分布式优化的算
法[12-19].文献 [12]创造性地提出了一类基于梯度的
分布式优化算法,并证明了智能体状态的指数收敛
性;文献 [13-14]提出了一种分布式投影算法来解决
多智能体网络上带有约束的优化问题;文献 [15-16]
研究了有限时间多智能体系统的分布式优化问题;
文献 [17-18]研究了Euler-Lagrange多智能体系统的
分布式优化问题;文献 [19]给出一种事件驱动机制下
的分布式优化算法,用以解决多智能体系统中等式约
束下的二次凸优化问题.上述这些算法的提出都没
有考虑干扰,然而,在实际系统中,干扰普遍存在.干
扰往往会影响系统的稳定性,如何抑制干扰是实际系
统不可忽略的问题.

关于多智能体系统分布式优化中的干扰抑制问

题,已经有了一些研究成果[20-23].文献 [20]针对变化
率的模型信息已知的外部干扰,设计了基于内模原理
(internal model, IM)的分布式优化算法,并证明了系
统的指数收敛性;文献 [21]采用嵌入式控制设计,并
提出了状态反馈控制和输出反馈控制,用以解决该问
题的抗干扰性;文献 [22]基于自适应 IM设计解决了
由常数信号和未知频率的正弦信号之和组成的有界

外部干扰;针对更广的一类干扰,文献 [23]基于干扰
估计器和分布式复合控制器设计解决了干扰模型未

知的分布式优化问题.上述研究说明了抗扰方法已
初步在分布式优化问题中体现出有效性.本文将基
于自抗扰控制方法,进一步研究一种新的抗扰分布式
优化算法.

自抗扰控制 (active disturbance rejection control,
ADRC)是Han[24]提出的控制方法,通过主动估计来
补偿“总干扰”. ADRC具有优良的抗扰品质,得到了
广泛应用和深入研究[25-26]. ADRC的核心思想是把
干扰扩张为一个新的状态,在扩张状态观测器中进行

估计,并在反馈控制中进行补偿.扩张状态观测器是
ADRC的关键部分,其功能是实时估计系统中的干
扰.扩张状态观测器是一类典型的干扰估计器,已成
功地应用于许多实际控制系统中[27-33].
本文考虑含有未知干扰的连续时间多智能体系

统的分布式优化问题.首先,设计一类扩张状态观测
器 (extended state observer, ESO)对干扰进行观测.其
次,基于 ESO的观测,设计带有干扰补偿和局部梯
度下降的分布式优化算法.最后,通过对所设计的
Lyapunov函数分析得到如下结果:在外部干扰为常
值干扰的情况下,当 t → ∞时,所有智能体的状态指
数收敛到全局目标函数的最小值;在外部干扰为有
界干扰的情况下,当 t → ∞时,通过调整ESO的增益
参数r,可使所有智能体的状态与全局目标函数的最
小值之间的误差最终小于任意给定的正常数.

1 问题描述

1.1 符号说明

1N为N个元素均为 1的列向量, 0n为n个元素

均为0的列向量, 0m×n为m × n维零矩阵, In为n ×
n维单位矩阵. ∥S∥和 ∥s∥分别表示矩阵S和向量 s

的 2-范数.对于 x1, . . . , xm,定义 col(x1, . . . , xm) =

[xT
1 , . . . , x

T
m]T. ⊗表示Kronecker product.对于矩阵

A = [aij ], aij是矩阵A第 i行第 j列的元素. diag{z,
w}表示对角元素是z、w的对角矩阵.
智能体之间的信息分享关系可以通过图的语言

进行刻画.图G = {V, E}表示智能体之间的信息分
享关系.其中:集合V = {1, 2, . . . , N}代表节点集合,
E ⊂ V × V描述智能体之间的信息分享关系.若节点
对 (j, i) ∈ E ,则节点 i可以从节点j中获取信息,同时
称节点j 为节点 i的邻居.对于图G,如果(j, i) ∈ E当
且仅当 (i, j) ∈ E ,则称图G为无向图.对于节点 j和

i,如果存在一列边 (j, i0), (i0, i1), . . . , (il−1, il), (il, i)

均属于E ,则称从 j至 i存在一条有向路.如果图G的
任意两个节点 i、 j之间均存在 i到 j和 j到 i的有

向路,则称图G是连通的.定义图G的加权邻接矩阵
A = [aij ] ∈ RN×N ,其中aii = 0.当 (i, j) ∈ E时
aij > 0,否则aij = 0.定义图G的入度矩阵为Din =

diag
{ N∑

j=1

a1j , . . . ,

N∑
j=1

aNj

}
.定义图G的拉普拉斯矩

阵为L = Din −A.
由凸分析的定义知,若存在m > 0,使得 (y −

x)T(∇f(y) − ∇f(x)) ⩾ m∥y − x∥2, ∀x, y ∈ Rn,则
可微函数f : Rn → R 为m-强凸函数.若∥f(x) −
f(y)∥ ⩽ M∥x − y∥, ∀x, y ∈ Rn,则称函数f : Rn →
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Rn在Rn上满足Lipschitz连续的条件.

1.2 问题描述

考虑由N个智能体组成的系统,它们的信息分
享关系用无向图G来表示.每个智能体均满足如下
的连续动力系统:

ẋi(t) = ui(t) + qi(t), i = 1, . . . , N. (1)

其中:xi ∈ Rn为智能体 i的状态,ui ∈ Rn为智能体 i

的控制输入, qi(t) ∈ Rn为智能体i的未知外部干扰.
考虑智能体 i的局部目标函数fi : R

n → R.定
义全局目标函数f : Rn → R为

f(y) =

N∑
i=1

fi(y). (2)

本文的优化目标是设计分布式控制ui,使得所有
智能体的状态xi(i = 1, . . . , N)趋近于全局目标函数

所对应的最优值x∗,即x∗ ∈ arg min
y∈Rn

f(y).

介绍分布式优化算法设计之前,首先给出以下假
设.
假设1 无向图G是连通的.
假设2 局部目标函数fi是可微的且为mi-强凸

函数,并且∇fi在Rn上是Mi-Lipschitz.
注 1 根据假设 2,集合 arg min

y∈Rn
f(y)包含唯一

的点x∗[23].
注2 局部目标函数为强凸函数是分布式优化

问题中的一个常用的假设[12,20,22-23].该假设保证了最
优值的唯一性,并且局部目标函数为强凸函数在分布
式优化算法理论分析中是必要的.
假设3 未知外部干扰qi(t)(i = 1, . . . , N)可微,

并且存在M > 0使得

sup
t∈[0,∞)

(∥q̇i(t)∥+ ∥qi(t)∥) ⩽M.

2 分布式优化算法设计与主要结果

2.1 分布式优化算法设计

本节设计ESO以在线估计系统的“总干扰”,并
提出具有干扰补偿能力和局部梯度下降的分布式优

化算法.
ESO的设计如下: ˙̂xi(t) = q̂i(t) + k1r(xi(t)− x̂i(t)) + ui(t),

˙̂qi(t) = k2r
2(xi(t)− x̂i(t)).

(3)

其中: r > 0是可调节的增益参数, k1、k2 > 0均为常

数, x̂i(t) ∈ Rn是对xi(t)的估计值, q̂i(t) ∈ Rn是对

qi(t)的估计值, i = 1, . . . , N .
基于ESO对未知外部干扰的在线估计,设计如

下的优化算法:

υ̇i(t) = kxmi(t),

ui(t) = −k∇fi(xi(t))− kυi(t)− kxmi(t)− q̂i(t).

(4)

其中: k > 0; υi(0n) = 0n; ∇fi(xi(t)) ∈ Rn为fi(·)在

xi(t)处的梯度;xmi(t) =

N∑
j=1

aij(xi(t)− xj(t)) ∈ Rn

为智能体i与其邻居j之间的相对误差; υi(t) ∈ Rn为

积分反馈项;−k∇fi(xi(t))− kυi(t)为优化项,将智能
体驱动到最优值;−kxmi(t)为一致项,使所有的智能
体收敛到相同的点;−q̂i(t) 为对干扰的补偿项,补偿
外部干扰qi(t).

注3 在优化算法 (4)中加入干扰补偿项−q̂i(t)
的优势为: 1)与无干扰估计补偿的分布式优化算法
相比[12-19],本文所设计的优化算法具有更强的鲁棒
性和抗干扰能力,在外部干扰的影响下仍能达到优化
目的; 2)与IM相比[20,22],所设计的ESO不需要干扰变
化率的模型信息,算法设计更简单.

2.2 主要结果

基于2.1节给出的ESO和优化算法,有下述闭环
系统:

υ̇i(t) = kxmi(t),

ẋi(t) = −k∇fi(xi(t))− kυi(t)− kxmi(t)+

qi(t)− q̂i(t),

˙̂xi(t) = q̂i(t) + k1r(xi(t)− x̂i(t)) + ui(t),

˙̂qi(t) = k2r
2(xi(t)− x̂i(t)).

(5)

对于上述闭环系统,有如下主要结果.
定理1 考虑闭环系统 (5),若假设1∼假设3成

立,则存在r∗ > 0,使得对于任意的r ⩾ r∗,智能体的
状态xi(t)满足

∥xi(t)− x∗∥ ⩽ δ

r
+ α∗

1e−α∗
2t, ∀t ⩾ 0, (6)

其中δ、α∗
1、α

∗
2是与r无关的正常数.

注4 最优值x∗是使全局目标函数取得最小值

的点,增益参数r的变化不会影响最优值x∗的大小.
但是,式 (6)说明了增益参数r会影响智能体的优化

精度,即当t → ∞时,通过调整ESO的增益参数r,智
能体的状态xi(t)与最优值x∗的误差最终可小于任

意给定正实数.
推论1 考虑闭环系统 (5),若假设1∼假设3成

立,则当qi(t) = d̄n×1时,存在r∗∗ > 0,使得对于任意
的r ⩾ r∗∗,智能体的状态xi(t)满足

∥xi(t)− x∗∥ ⩽ α1e−α2t, ∀t ⩾ 0. (7)

其中: d̄n×1是每个分量都为常数的列向量,α1、α2是

与r无关的正常数.
推论1说明,当 qi(t)为常值扰动时,所提出的优
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化算法在t→ ∞时能使得智能体的状态xi(t)指数收

敛于最优值x∗的速率不小于α2.

3 主要结果的证明

本节给出闭环系统 (5)的稳定性证明.首先,介绍
几个重要的引理.

引理1 [34] 在假设1下, 1、0是矩阵L的特征值,
并且有1T

NL = 0T
N .此外,存在矩阵Q ∈ RN×(N−1)

使得1T
NQ = 0N−1, Q

TQ = IN−1, QQ
T = IN −

1

N
1N1T

N ,并且QTLQ为正定矩阵.
引理2 [35] 若假设3成立,则考虑ESO (3),存在

正常数r∗、̃α1、̃α2,使得对于任意的r ⩾ r∗,有下式成
立:

∥qi(t)− q̂i(t)∥ ⩽ α̃1

r
+ α̃1e−α̃2rt, ∀t ⩾ 0. (8)

引理 3 [35] 若假设 3成立,则考虑 ESO (3),当
qi(t) = d̄n×1时,存在正常数r∗∗、ᾱ1、ᾱ2,使得对于
任意的r ⩾ r∗∗,有下式成立:

∥qi(t)− q̂i(t)∥ ⩽ ᾱ1e−ᾱ2rt, ∀t ⩾ 0. (9)

注5 当干扰的变化率有界时,干扰的估计误差
满足式 (8),即当t → ∞时,通过调整ESO的增益参数
r,干扰的估计误差小于任意给定的正常数.特别地,
当干扰为常值干扰时,干扰的估计误差满足式 (9),即
当 t → ∞时,干扰的估计值渐近收敛于干扰的真实
值.
下面证明定理1.
证明 闭环系统(5)可以写成如下形式:

υ̇i(t) = kxmi(t),

ẋi(t) = −k∇fi(xi(t))− kυi(t)−

kxmi(t) + φi(t),

(10)

其中φi(t) = qi(t)− q̂i(t) ∈ Rn.为了简化记号,定义

x = col(x1, . . . , xN ), υ = col(υ1, . . . , υN ),

φ(t) = col(φ1(t), . . . , φN (t)),

Gf (x) = col(∇f1(x1), . . . ,∇fN (xN )),

其中x、υ、φ(t)、Gf (x) ∈ RnN .
由上述定义,系统(10)可以写为如下形式:

υ̇(t) = k(L⊗ In)x(t),

ẋ(t) = −kGf (x)− kυ(t)−

k(L⊗ In)x(t) + φ(t).

(11)

当外部干扰qi(t) ≡ 0n, φi(t) ≡ 0n时,系统 (10)可以
写成 ˙̄υi(t) = kx̄mi(t),

˙̄xi(t) = −k∇fi(x̄i(t))− kῡi(t)− kx̄mi(t).
(12)

其中

x̄mi(t) =
N∑
j=1

aij(x̄i(t)− x̄j(t)),

x̄i(t) ∈ Rn, ῡi(t) ∈ Rn, x̄mi(t) ∈ Rn, ∇fi(x̄i(t)) ∈
Rn为fi(·)在 x̄i(t)点的梯度.
考虑系统 (12),若假设1和假设2成立,则(x0i , υ

0
i )

= (x∗,−∇fi(x∗)), i = 1, . . . , N, x0i ∈ Rn, v0i ∈ Rn

为系统(12)的平衡点,并且有下式成立[12]:
N∑
i=1

ῡi(t) = 0n, ∀t ⩾ 0,

N∑
i=1

∇fi(x∗) = 0n. (13)

根据系统 (12)中平衡点与最优值x∗之间的关系

可知,优化问题可以转化为稳定性问题进行解决.
定义如下变量:

x̃i = xi − x0i , υ̃i = υi − υ0i ,

ψi(x̃i) = ∇fi(xi)−∇fi(x0i ),

x̃ = col(x̃1, . . . , x̃N ), υ̃ = col(υ̃1, . . . , υ̃N ),

ψ(x̃) = col(ψ1(x̃1), . . . , ψN (x̃N )),

x̃ ∈ RnN , υ̃ ∈ RnN , ψ(x̃) ∈ RnN .

通过上述变换,系统 (11)转化为如下所示的误差系
统: 

˙̃υ(t) = k(L⊗ In)x̃(t),

˙̃x(t) = −kψ(x̃(t))− kυ̃(t)−

k(L⊗ In)x̃(t) + φ(t).

(14)

为研究系统(14)的稳定性,令

χ = (TT ⊗ In)x̃, ϑ = (TT ⊗ In)υ̃, T =
[ 1N√

N
,Q

]
.

(15)

其中:Q为引理1中定义的矩阵,并且可以验证∥T∥ =

1.
定义χ = col(χ1, χ2), ϑ = col(ϑ1, ϑ2).其中:χ1、

ϑ1 ∈ Rn, χ2、ϑ2 ∈ Rn(N−1).
根据式(15)的定义可得[

χ1

χ2

]
=


( 1T

N√
N

⊗ In

)
x̃

(QT ⊗ In)x̃

 ,
[
ϑ1

ϑ2

]
=


( 1T

N√
N

⊗ In

)
υ̃

(QT ⊗ In)υ̃

 . (16)

对式(16)两边同时求导,得到[
χ̇1

χ̇2

]
=


( 1T

N√
N

⊗ In

)
˙̃x

(QT ⊗ In) ˙̃x

 ,
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[
ϑ̇1

ϑ̇2

]
=


( 1T

N√
N

⊗ In

)
˙̃υ

(QT ⊗ In) ˙̃υ

 . (17)

将式(14)代入(17)的第1式,可得[
χ̇1

χ̇2

]
=


( 1T

N√
N

⊗ In

)
(−kψ(x̃)− kυ̃− k(L⊗In)x̃+φ(t))

(QT ⊗ In)(−kψ(x̃)− kυ̃ − k(L⊗In)x̃+ φ(t))

.
由式(13)、⊗的性质[36]和1T

NL = 0N ,可得( 1T
N√
N

⊗ In

)
ṽ = 0n,

( 1T
N√
N

⊗ In

)
(L⊗ In) = 0n.

进一步,可得χ1的动态为

χ̇1 = − k√
N

(1N ⊗ In)
Tψ(x̃) +

1√
N

(1N ⊗ In)
Tφ(t).

将式(16)第1式两边同时左乘
[ 1N√

N
⊗ In, Q⊗ In

]
,可

得

x̃ =
1N√
N

⊗ Inχ1 +Q⊗ Inχ2. (18)

由式(18)和矩阵的结合律可得

(QT ⊗ In)(L⊗ In)x̃ = (QTLQ⊗ In)χ2. (19)

结合式(16)中第2式和(19)可得χ2的动态满足

χ̇2 = −(Q⊗ In)
T[kψ(x̃)− φ(t)]− kL̄χ2 − kϑ2,

其中 L̄ = QTLQ⊗ In.将式 (14)代入 (17)的第 2式,
可得 [

ϑ̇1

ϑ̇2

]
=

k
( 1T

N√
N

⊗ In

)
(L⊗ In)x̃

k(QT ⊗ In)(L⊗ In)x̃

 . (20)

由式(18)中 x̃与χ1、χ2的关系,可得

ϑ̇1 = 0n, ϑ̇2 = kL̄χ2. (21)

由上述讨论可知,系统 (14)经过线性变换 (15)可
以写为如下形式:

χ̇1 =

− k√
N

(1N ⊗ In)
Tψ(x̃) +

1√
N

(1N ⊗ In)
Tφ(t),

χ̇2 =

−(Q⊗ In)
T[kψ(x̃)− φ(t)]− kL̄χ2 − kϑ2,

ϑ̇2 = kL̄χ2.

(22)

由式(13)和(21)可以得到ϑ1(t) ≡ 0n, ∀t ⩾ 0.
下面证明系统(22)的稳定性.
考虑如下所示的Lyapunov函数:

V (t) =

1

2
k(ϕ+ 1)χT

1 χ1 +
1

2
kϕχT

2 χ2+

1

2
k(χ2 + ϑ2)

T(χ2 + ϑ2) +
1

2
k(ϕ+ 1)ϑT

2 L̄
−1ϑ2.

其中:ϕ ⩾ M2 + 1

m
> 0, m = min{m1, . . . ,mN}, M

= M1 + . . . + MN .由引理1可知 L̄是正定的,因此
V 是正定且径向无界的,并且有 λ̄F ∥p∥2 ⩽ V (t) ⩽
λF ∥p∥2.其中: p = col(χ, ϑ2),矩阵

F =
1

2


ιIn 0n×n(N−1) 0n×n(N−1)

0n(N−1)×n ιIn(N−1) kIn(N−1)

0n(N−1)×n kIn(N−1) kIn(N−1) + ιL̄−1

 ,
ι = k(ϕ + 1), λF > 0为F的最大特征值, λ̄F > 0为F

的最小特征值.
上述Lyapunov函数沿着系统(22)的导数为

V̇ (t) = − k2(ϕ+ 1)x̃Tψ(x̃)− k2ϕχT
2 L̄χ2−

k2ϑT
2 (Q⊗ In)

Tψ(x̃)− k2ϑT
2 ϑ2+

k(ϕ+ 1)x̃Tφ(t) + kϑT
2 (Q⊗ In)

Tφ(t).

由fi为mi-强凸函数和∥x̃∥ = ∥χ∥可知,对于任意的
x̃ ∈ RnN ,均有

−k2(ϕ+ 1)x̃Tψ(x̃) ⩽ −k2(ϕ+ 1)m∥χ∥2. (23)

由∇fi在Rn上为Mi-Lipschitz、∥x̃∥ = ∥χ∥、∥(Q ⊗
In)∥ = 1和Young不等式可知,对于任意的 x̃ ∈
RnN ,均有

−ϑT
2 (Q⊗ In)

Tψ(x̃) ⩽ 1

4
ϑT
2 ϑ2 +M2∥χ∥2. (24)

由Young不等式可得

k(ϕ+ 1)x̃Tφ(t) ⩽ 1

2
k2∥x̃∥2 + 1

2
(ϕ+ 1)2∥φ(t)∥2,

kϑT
2 (Q⊗ In)

Tφ(t) ⩽ 1

4
k2∥ϑ2∥2 + ∥φ(t)∥2.

综合式 (23)和 (24)、ϕ ⩾ M2 + 1

m
> 0和上述两个不

等式,可得

V̇ (t) ⩽ −k
2

2
∥p∥2 +

[1
2
(ϕ+ 1)2 + 1

]
∥φ(t)∥2. (25)

结合式(8)、(25)和V (t) ⩽ λF ∥p∥2,有

V̇ (t) ⩽

− k2

2λF
V (t)+N

[1
2
(ϕ+ 1)2 + 1

]( α̃1

r
+ α̃1e−α̃2rt

)2

.

因此,对于任意的t > 0,有

V (t) ⩽

V (0)e−
k2

2λF
t
+ e−

k2

2λF
t
N [(ϕ+ 1)2 + 2]×

w t

0

( α̃2
1

r2
e

k2

2λF
τ
+ α̃2

1e
(

k2

2λF
−2α̃2r

)
τ
)

dτ ⩽
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V (0)e−
k2

2λF
t
+N [(ϕ+ 1)2 + 2]×(2α̃2

1λF
r2k2

+
2α̃2

1λF
4α̃2λF r − k2

e−
k2

2λF
t
)
.

因为∥x̃∥ = ∥χ∥,所以对于任意的t > 0, r > r∗,有

∥xi(t)− x∗∥ ⩽ ∥χ∥ ⩽
√
V (t)

λ̄F
⩽ δ

r
+ α∗

1e−α∗
2t.

其中

r∗ =
k2

4α̃2λF
, δ =

√
2N [(ϕ+ 1)2 + 2]λF α̃

2
1

λ̄Fk2
,

α∗
1 =

√
V (0)

λ̄F
+

√
2N [(ϕ+ 1)2 + 2]α̃2

1λF
(4α̃2λF r∗ − k2)λ̄F

,

α∗
2 =

k2

4λF
. 2

下面证明推论1.
证明 通过类似于定理1的证明过程,并结合式

(9),可得

V (t) ⩽

V (0)e−
k2

2λF
t
+ e−

k2

2λF
t
N
[1
2
(ϕ+ 1)2 + 1

]
×

w t

0
ᾱ2
1e
(

k2

2λF
−2ᾱ2r

)
τdτ ⩽

V (0)e−
k2

2λF
t
+N

[1
2
(ϕ+ 1)2 + 1

]
×

2λF ᾱ
2
1

4ᾱ2λF r − k2
e−

k2

2λF
t
.

因为∥x̃∥ = ∥χ∥,所以对于任意的t > 0, r > r∗∗,有

∥xi(t)− x∗∥ ⩽ ∥χ∥ ⩽
√
V (t)

λ̄F
⩽ α1e−α2t.

其中

r∗∗ =
k2

4ᾱ2λF
, α2 =

k2

4λF
,

α1 =

√
V (0)

λ̄F
+

√√√√2N
[1
2
(ϕ+ 1)2 + 1

]
λF ᾱ

2
1

(4ᾱ2λF r∗∗ − k2)λ̄F
. 2

由定理1可知,当 t → ∞时,通过调整ESO的增
益参数r, xi(t)与x∗之间的误差可小于任意给定的正

实数.由推论1的讨论可知,当qi(t)为常值扰动时,所
提出的优化算法在 t → ∞时能使得智能体的状态
xi(t)指数收敛于最优值x∗的速率不小于α2.

4 数值仿真

本节考虑一个具有无向连通拓扑结构,包含5个
个体的多智能体系统,每个智能体的动态可用系统
(1)描述,其中n = 3,如图1所示.接下来,将对比本文
的ESO方法与IM方法.

取 f(x) =
5∑

i=1

∥x − xi(0)∥2,则局部目标函数

1 2 3 4 5

图 1 智能体的网络拓扑图

fi(x) = ∥x− xi(0)∥2.考虑与文献 [22]形式相同的干
扰,其中

(ωi11, ωi21, ωi31) =
( π

2(i+ 3)
,

π

i+ 4
,

π

2(i+ 4)

)
,

(ωi12, ωi22, ωi32) =
( π

3(i+ 3)
,

2π

3(i+ 3)
,

π

2(i+ 4)

)
,

(qi10, qi20, qi30) =
(
i+ 2, i+ 2,

1

3

)
,

(qi11, qi21, qi31) =
(
i+ 1,

1

2
,
1

5

)
,

(qi12, qi22, qi32) =
(
i,
1

2
,
1

3

)
, i = 1, 2, 3, 4, 5.
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图 2 基于ESO和 IM的分布式优化
算法下各智能体的状态曲线
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智能体 i的初始值xi(0) = [i × 0.5, (i − 2) ×
0.5, (i− 4)× 0.5]T; k = 50;增益参数r = 100.
由图2可知,相比基于 IM的分布式优化算法,基

于ESO的分布式优化算法能更快速地趋于最优值x∗

= [1.5, 0.5,−0.5]T.

5 结 论

本文提出了一种新的抗扰方法来解决具有未知

干扰的一阶多智能体系统的分布式优化问题.针对
该问题,设计了由ESO和优化算法组成的自抗扰分
布式优化算法.在该算法下,当 t → ∞时,所有智能
体的状态与最优值之间的误差小于任意给定的正常

数.仿真例子表明了该优化算法的有效性.
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