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离散切换线性系统的异步滤波器设计
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摘 要: 利用模型依赖的平均驻留时间策略研究离散异步切换线性系统的指数H∞滤波问题.考虑到在实际问
题中,所设计的模型依赖的全阶滤波器的切换往往会滞后于其相应的子系统,将子系统的运行区间划分为与滤波
器匹配的区间和不匹配的区间.针对两种工作模态,利用模型依赖的平均驻留时间切换策略和 µ依赖的多

Lyapunov函数方法完成滤波器的设计,并使得增广得到的异步滤波误差系统全局一致指数稳定且满足指数H∞

性能指标.该滤波器存在的充分条件在文中以线性矩阵不等式的形式给出.最后通过数值仿真验证所提方法的有
效性.
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Asynchronous filter design for discrete-time switched linear systems
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Abstract: This paper addresses the exponential H∞ filtering problem of asynchronous switched linear discrete-time
systems with mode-dependent average dwell time (MDADT). In practical situation, the switching of the designed mode-
dependent full-order filter often lags behind its corresponding subsystems. Therefore, the running time interval of the
subsystem is divided into two parts: the matched and the mismatched. For these two parts, the full-order filter is designed
using the MDADT and the µ dependent multi-Lyapunov function method, such that the global uniform exponential
stability and exponential H∞ performance of the asynchronous filtering error system are guaranteed. The sufficient
conditions for the existence of the designed filter are given in terms of LMIs. Finally, a numerical example is provided to
illustrate the effectiveness of the proposed method.
Keywords: switched systems；asynchronous switching；H∞ filtering；mode-dependent average dwell time

0 引 言

切换控制已成为现代控制领域中一个相对新

颖且颇具活力的重要组成部分,具有非常广泛的用
途,如发动机控制系统[1]、网络控制系统[2-3]、飞行

控制[4]和通讯工程[5]等.切换系统可以高效地描述
很多实际的系统,这些系统往往在内部具有多个模
态或者多个动态系统,如DC/DC变流器[6]、振荡器[7]

和混沌系统的电路设计[8]等.一般来说,切换系统的
稳定性问题是该研究领域的主要关注点, Lyapunov
函数方法可以有效地分析切换系统的稳定性问题.

以往的研究中利用全局Lyapunov函数[9](CLF)、切
换Lyapunov函数[10](SLF)和µ依赖的多Lyapunov函
数[11](MLF)方法得到了许多关于切换系统稳定性质
的重要结论.全局Lyapunov函数和切换Lyapunov函
数均不适合慢切换系统[12].采用全局Lyapunov函数
主要是因为在任意切换模式下,子系统的运行时间可
能会非常短暂,若为其设计对应的Lyapunov函数,则
容易造成计算资源浪费且起不到实质的作用.而切
换Lyapunov函数则在切换瞬间对其能量函数要求太
过严苛.在研究切换系统的稳定性方面,多Lyapunov
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函数法被普遍认为是更为有效的方法.与一般系统
不同的是,切换系统的可行解不仅取决于系统的初
始状态,还与系统的切换信号有关.切换信号作为
一个重要因素在很大程度上决定了切换系统的动

态性能.切换系统按照切换信号的来源可分为自主
切换系统和被控切换系统,例如切换LPV系统由参
变量的变化决定系统的切换,可归类于自主切换系
统[11].若自主切换系统的切换信号服从马尔科夫过
程,则这种系统可称为马尔科夫跳跃系统[13].对于被
控切换系统而言,切换信号直接影响系统的性能,因
此需要确定合适的切换信号来稳定系统,这使得相
应的设计问题变得更加复杂.由不同切换信号引起
的系统稳定性问题是切换系统领域的主要问题.因
此以往的文献中利用Lyapunov函数方法,再结合驻
留时间[14-15](DT)、平均驻留时间[16-17](ADT)和模型
依赖平均驻留时间[18-20](MDADT)等方法,得到了许
多关于时序切换系统稳定性问题的有价值的研究.
MDADT是一种非常重要的切换信号形式,它通过综
合子系统的信息确定子系统的模型依赖的驻留时间,
这个驻留时间不小于一个常数.若选取全局的参数
代替每个子系统的参数,则MDADT退化为ADT,而
ADT中又包含了DT且它的极限形式就是任意切换,
因此利用MDADT策略研究切换系统的稳定性问题
是十分有意义的.

具有扰动输入的系统的状态估计在工程应用上

是一个非常重要的问题,为了更好地控制系统,需要
得到准确的状态估计.近些年学者们利用不同的方
法和标准对此问题做了大量研究,如卡尔曼滤波[21]、

H2/H∞滤波
[22-24]和 l2-l∞滤波[25-26]等方法.当外部

扰动输入无法精确获得时,卡尔曼滤波不再适用,通
常采用行之有效的H∞滤波器方法进行处理.另一
方面,指数滤波方法在某些复杂系统的滤波过程中,
能够达到高度期望的指数稳定性[27],因此研究切换
系统的指数H∞滤波问题是非常有价值的.在过往
的文献中,利用多Lyapunov函数结合任意切换、平均
驻留时间方法对切换线性系统的滤波器进行过很多

有价值的研究.而采用模型依赖平均驻留时间策略
对对应的离散切换线性系统进行状态估计和滤波器

设计却还没有得到充分的研究.
近年来,切换系统的状态估计和滤波在控制领

域吸引了大量的关注和研究.一个普遍的做法就是
寻找一簇模型依赖的滤波器和一个可容许的切换信

号,使得构造的滤波误差系统能够稳定且满足某一
性能指标,其中大部分集中在同步切换的领域中[28],

然而滤波器与子系统之间不可避免地存在异步的现

象.所谓的异步是指在滤波器的切换与子系统的切
换之间存在一个时间滞后;同步切换即假定每个子
系统对应的滤波器的切换是在子系统切换的瞬间同

时完成的.但在实际应用中,滤波器的切换很难恰好
与子系统的切换一致,滤波器通常需要时间根据子系
统的模态来选择正确的控制模态,因此滤波器的切
换往往是滞后于子系统的切换.使用同步切换设计
的滤波器在实际应用中显然无法取得良好的控制效

果.也有部分文献考虑了异步切换的情况,但多数也
是以ADT的方法进行研究[29-33].因此,结合异步滤波
和MDADT进行研究具有一定的意义.
本文利用模型依赖平均驻留时间策略研究离散

异步切换系统的指数H∞滤波问题.本文的主要贡
献是,针对现实情况中广泛存在的滤波器滞后问题,
将滤波器与子系统组成的滤波误差系统划分为稳定

的部分和可能不稳定的部分,将两个不同衰减指数
的时间指数函数转化为引入中间参数的时间指数函

数,通过限制两部分的时间比值保证系统的渐近稳定
性.系统中使用的参数均为模型依赖的,使得系统滤
波器的设计更为灵活.

1 问题描述

考虑如下离散切换线性系统:

x(k + 1) = Aσ(k)x(k) +Bσ(k)w(k),

y(k) = Cσ(k)x(k) +Dσ(k)w(k),

z(k) = Eσ(k)x(k) + Fσ(k)w(k). (1)

其中:x(k) ∈ Rn为状态变量;w(k) ∈ Rm为扰动输

入; y(k) ∈ Ry为测量输出; z(k) ∈ Rz为期望输出;
σ(k) : [0,∞) → M = {1, 2, . . . , N}为切换信号,是
分段右连续的常数函数,N为子系统的个数;Aσ(k)、

Bσ(k)、Cσ(k)、Dσ(k)、Eσ(k)、Fσ(k)为适当维数的常数

矩阵.系统的切换序列可以表示为 {(k0, σ(k0)), (k1,
σ(k1)), . . . , (kl, σ(kl)), . . .}, l = 0, 1, . . . , k0为初始

时间, kl为第 l个切换瞬间.当 k ∈ [kl, kl+1)时,第
σ(kl) = i个子系统运行, i ∈ M .

针对系统(1),设计如下全阶滤波器:

xf (k + 1) = Afixf (k) +Bfiy(k),

zf (k) = Cfixf (k) +Dfiy(k), i ∈ M. (2)

其中:xf (k)为滤波器的状态变量, zf (k)为系统 (1)中
z(k)的估计函数,Afi、Bfi、Cfi、Dfi为待确定的滤波

器系数.
相应的增广滤波误差系统可描述为
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x̃(k + 1) = Ãix̃(k) + B̃iw(k),

ε(k) = C̃ix̃(k) + D̃iw(k), i ∈ M. (3)

其中

x̃(k) = [xT(k) xT
f (k)]

T,

ε(k) = z(k)− zf (k),

Ãi =

[
Ai 0

BfiCi Afi

]
, B̃i =

[
Bi

BfiDi

]
,

C̃i = [Ei −DfiCi −Cfi],

D̃i = Fi −DfiDi.

假设滤波器滞后相应子系统的时间∆l < τl =

(kl+1 − kl)h, l = 0, 1, . . .,h为离散步长,这与实际
情况相符合,σ′(kl)为滞后的滤波器的切换信号,则
相应的滤波器的时间切换序列为{(k0 + ∆0, σ

′(k0)),

(k1 +∆1, σ
′(k1)), . . . , (kl +∆l, σ

′(kl)), . . .}, l = 0, 1,

2, . . . .假设在第 l个切换瞬间 (即k = kl时),第 i个子

系统运行,即σ(kl) = i.当k = kl−1时,σ(kl−1) =

j.由于滤波器的切换滞后于子系统,子系统的运行
时间可以划分为与滤波器匹配的时间段T+(k0, k)和

不匹配的时间段T−(k0, k).则由系统 (3)可知,当k ∈
[kl, kl+1)时,相应的异步切换系统可以描述为

x̃(k + 1) = Ãij x̃(k) + B̃ijw(k),

ε(k) = C̃ij x̃(k) + D̃ijw(k), k ∈ [kl, kl +∆l);

x̃(k + 1) = Ãix̃(k) + B̃iw(k),

ε(k) = C̃ix̃(k) + D̃iw(k), k ∈ [kl +∆l, kl+1).

(4)

其中

Ãij =

[
Ai 0

BfjCi Afj

]
, B̃ij =

[
Bi

BfjDi

]
,

C̃ij = [Ei −DfjCi −Cfj ],

D̃ij = Fi −DfjDi,

其余符号与前文中描述一致.
定义1 [12] 若存在正实数α、γ使得下面两个条

件成立,则称系统具有指数的H∞性能γ:
1)当扰动为零时,系统指数稳定;
2)在零初始条件下,扰动不为零,w(k) ∈ l2[0,

∞),系统满足
∞∑

s=k0

(1− α)
s
εT(s)ε(s) ⩽ γ2

∞∑
s=k0

wT(s)w(s).

2 主要结论

首先考虑闭环系统(4)的稳定性问题.
定理1 对于闭环切换系统 (4),给定实数0 < αi

< 1,βi > 0,µi > 1.若存在一簇正定实对称矩阵Pi

∈ Rn×n,实数τi > 0, ζi > 0和一个正实数γ,以及 i, j
∈ M , i ̸= j,有

−Pi 0 PiÃi PiB̃i

∗ −I C̃i D̃i

∗ ∗ −α̃iPi 0

∗ ∗ ∗ −γ2I

 < 0, (5)


−Pi 0 PiÃij PiB̃ij

∗ −I C̃ij D̃ij

∗ ∗ −β̃iPi 0

∗ ∗ ∗ −γ2I

 < 0, (6)

Pi ⩽ µiPj , (7)

τi > − lnµi

ln ζi
, (8)

min
f∈φ(i)

T+
σ(kf )

T−
σ(kf )

⩾ ln β̃i − ln ζi
ln ζi − ln α̃i

, (9)

则对于满足式 (8)的切换信号,闭环系统 (4)全局一致
指数稳定,且满足如下H∞性能指标:

γs = max
{√ 1− ζmin

(1− ζmax)α̃θ
min

· γ
}
.

其中

α̃i = 1− αi, β̃i = 1 + βi, ζi ∈ (1− α̃i, 1),

i ∈ M, θ = max{T+
σ(kf )

|f ∈ φ(i), i ∈ M},

f ∈ φ(i) = {f |σ(kf ) = i, i ∈ M}.

注1 αi、βi和µi均为模型依赖的系统参数, τi
则为可容许的模型依赖的平均驻留时间.接下来的
讨论中,Nσ,i(k0, k)表示第i个子系统在区间 [k0, k]上

的切换次数,且有Nσ,i(k0, k) ⩽ Ti(k0, k)/τi.
下面给出定理的证明.
证明 设闭环系统(4)的Lyapunov函数为

Vi(x̃(k)) = x̃T(k)Pix̃(k), i ∈ M. (10)

当w(k) = 0时,由式(5)和(6)可得

∆Vi(x̃(k)) ⩽

−αiVi(x̃(k)), k ∈ [kl +∆l, kl+1);

βiVi(x̃(k)), k ∈ [kl, kl +∆l).

(11)

由式(11)可得
Vσ(kl)(x̃(k)) ⩽

α̃
(k−kl−∆l)
σ(kl)

Vσ(kl)(x̃(kl +∆l)), k ∈ [kl +∆l, kl+1);

β̃
(k−kl)
σ(kl)

Vσ(kl)(x̃(kl)), k ∈ [kl, kl +∆l).

(12)

因此,当k ∈ [kl, kl+1)时,由式(7)和(12)可得

Vσ(kl)(x̃(k)) ⩽
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(α̃
T+(kl,kl+1)

σ(kl)
· β̃T−(kl,kl+1)

σ(kl)
) · Vσ(kl)(x̃(kl)) ⩽

µσ(kl)(α̃
T+(kl,kl+1)

σ(kl)
· β̃T−(kl,kl+1)

σ(kl)
) · Vσ(kl−1)(x̃(kl)) ⩽

µσ(kl)(α̃
T+(kl,kl+1)

σ(kl)
· β̃T−(kl,kl+1)

σ(kl)
)·

(α̃
T+(kl−1,kl)

σ(kl−1)
· β̃T−(kl−1,kl)

σ(kl−1)
)·

Vσ(kl−1)(x̃(kl−1)) ⩽ . . . ⩽

µσ(kl)µσ(kl−1) . . . µσ(k1)·

(α̃
T+(kl,kl+1)

σ(kl)
· β̃T−(kl,kl+1)

σ(kl)
)·

(α̃
T+(kl−1,kl)

σ(kl−1)
· β̃T−(kl−1,kl)

σ(kl−1)
) . . .

(α̃
T+(k0,k1)
σ(k0)

· β̃T−(k0,k1)
σ(k0)

)Vσ(k0)(x̃(k0)) =∏
i∈M

µ
Nσ,i

i · e
∑

i∈M,f∈ϕ(i)

ln α̃iT
+(kf ,kf+1)+ln β̃iT

−(kf ,kf+1)

·

Vσ(k0)(x̃(k0)). (13)

为得到系统的渐近稳定性,将式 (13)中两参数的时间
指数函数通过 (9)转化为一个参数的时间指数函数,
由(9)可知

(T+(kl, kl+1) + T−(kl, kl+1)) ln ζσ(kl)
⩾

T+(kl, kl+1) ln α̃σ(kl) + T−(kl, kl+1) ln β̃σ(kl). (14)

由式(13)和(14)可知

Vσ(kl)(x̃(k)) ⩽∏
i∈M

µ
Nσ,i

i ·e
∑

i∈M,f∈ϕ(i)

ln α̃iT
+(kf ,kf+1)+ln β̃iT

−(kf ,kf+1)

·

Vσ(k0)(x̃(k0)) ⩽

e
∑

i∈M,f∈ϕ(i)

(ln ζi+
ln µi
τi

)(kf+1−kf )

·

Vσ(k0)(x̃(k0)). (15)

由式 (8)和 (15)可知,当k → ∞时,Vσ(k)(k)收敛

到零.因此当式 (5)∼ (8)成立时,闭环系统 (4)全局一
致渐近稳定.此处的切换信号仅与时间有关而与状
态无关,因此系统的渐近稳定性与指数稳定性等价,
在此不再赘述.
若扰动w(k) ̸= 0,则由式(5)和(6)可知

∆Vi(x̃(k)) ⩽−αiVi(x̃(k))− Γ (k), k ∈ [kl +∆l, kl+1);

βiVi(x̃(k))− Γ (k), k ∈ [kl, kl +∆l).
(16)

其中Γ (k) = εT(k)ε(k) − γ2wT(k)w(k).由式 (16)可
得

Vσ(kl)(x̃(k)) ⩽



α̃
(k−kl−∆l)
σ(kl)

Vσ(kl)(x̃(kl +∆l))−

k−1∑
s=kl+∆l

α̃
(k−s−1)
σ(kl)

Γ (s), k ∈ [kl +∆l, kl+1);

β̃
(k−kl)
σ(kl)

Vσ(kl)(x̃(kl))−

k−1∑
s=kl

β̃
(kl+∆l−s−1)
σ(kl)

Γ (s), k ∈ [kl, kl +∆l).

(17)

由式(7)和(17)可得,当k ∈ [kl +∆l, kl+1)时,有

Vσ(kl)(x̃(k)) ⩽

α̃
(k−kl−∆l)
σ(kl)

Vσ(kl)(x̃(kl +∆l))−

−
k−1∑

s=kl+∆l

α̃
(k−s−1)
σ(kl)

Γ (s) ⩽

α̃
(k−kl−∆l)
σ(kl)

(
β̃
(∆l)
σ(kl)

Vσ(kl)(x̃(kl))−

kl+∆l−1∑
s=kl

β̃
(kl+∆l−s−1)
σ(kl)

Γ (s)
)
−

k−1∑
s=kl+∆l

α̃
(k−s−1)
σ(kl)

Γ (s) ⩽

α̃
(k−kl−∆l)
σ(kl)

(
β̃
(∆l)
σ(kl)

µσ(kl)Vσ(kl−1)(x̃(kl))−

kl+∆l−1∑
s=kl

β̃
(kl+∆l−s−1)
σ(kl)

Γ (s)
)
−

k−1∑
s=kl+∆l

α̃
(k−s−1)
σ(kl)

Γ (s) ⩽ . . . ⩽

α̃
(k−kl−∆l)
σ(kl)

(
β̃
(∆l)
σ(kl)

µσ(kl)

(
. . .(

α̃
(k1−k0−∆0)
σ(k0)

(
β̃
(∆0)
σ(k0)

µσ(kl)Vσ(k0)(x(k0))−

−
k0+∆0−1∑

s=k0

β̃
(k0+∆0−s−1)
σ(k0)

Γ (s)
)
−

k1−1∑
s=k0+∆0

α̃
(k1−s−1)
σ(k0)

Γ (s)
)
− · · ·

)
−

kl+∆l−1∑
s=kl

β̃
(kl+∆l−s−1)
σ(kl)

Γ (s)
)
−

k−1∑
s=kl+∆l

α̃
(k−s−1)
σ(kl)

Γ (s). (18)

为考察系统的扰动抑制性能,取零初始条件,即
Vσ(k0)(x̃(k0)) = 0,又Vσ(kl)(x̃(k)) ⩾ 0,由式(18)可得

α̃
(k−kl−∆l)
σ(kl)

. . . α̃
(k2−k1−∆1)
σ(k1)

· β̃(∆l)
σ(kl)

. . . β̃
(∆1)
σ(k1)

·

µσ(kl) . . . µσ(k1)·
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k0+∆0−1∑
s=k0

β̃
(k0+∆0−s−1)
σ(k0)

α̃
(k1−k0−∆0)
σ(k0)

εT(s)ε(s)+

α̃
(k−kl−∆l)
σ(kl)

. . . α̃
(k2−k1−∆1)
σ(k1)

· β̃(∆l)
σ(kl)

. . . β̃
(∆1)
σ(k1)

·

µσ(kl) . . . µσ(k1)·
k1−1∑

s=k0+∆0

α̃
(k1−s−1)
σ(k0)

εT(s)ε(s) + . . .+

kl+∆l−1∑
s=kl

β̃
(kl+∆l−s−1)
σ(kl)

α̃
(k−kl−∆l)
σ(kl)

εT(s)ε(s)+

k−1∑
s=kl+∆l

α̃
(k−s−1)
σ(kl)

εT(s)ε(s) ⩽

α̃
(k−kl−∆l)
σ(kl)

. . . α̃
(k2−k1−∆1)
σ(k1)

· β̃(∆l)
σ(kl)

. . . β̃
(∆1)
σ(k1)

·

µσ(kl) . . . µσ(k1)·

γ2
k0+∆0−1∑

s=k0

β̃
(k0+∆0−s−1)
σ(k0)

α̃
(k1−k0−∆0)
σ(k0)

wT(s)w(s)+

α̃
(k−kl−∆l)
σ(kl)

. . . α̃
(k2−k1−∆1)
σ(k1)

· β̃(∆l)
σ(kl)

. . . β̃
(∆1)
σ(k1)

·

µσ(kl) . . . µσ(k1)·

γ2
k1−1∑

s=k0+∆0

α̃
(k1−s−1)
σ(k0)

wT(s)w(s) + . . .+

γ2

kl+∆l−1∑
s=kl

β̃
(kl+∆l−s−1)
σ(kl)

α̃
(k−kl−∆l)
σ(kl)

wT(s)w(s)+

γ2
k−1∑

s=kl+∆l

α̃
(k−s−1)
σ(kl)

wT(s)w(s). (19)

设 (k − kl − ∆l), (kl − kl−1 − ∆l−1), . . . , (k1 −
k0 − ∆0)的最大值为θ,即max{T+

σ(kf )
|f ∈ φ(i), i ∈

M} = θ.由于0 < αi < 1, α̃i = 1 − αi,可知 α̃θ
min

< α̃
(k−kl−∆l)
σ(kl)

< 1,此处 α̃min = 1−αmax,继而,式(19)
可转化为

α̃
(k−kl−∆l)
σ(kl)

. . . α̃
(k2−k1−∆1)
σ(k1)

· β̃(∆l)
σ(kl)

. . . β̃
(∆1)
σ(k1)

·

µσ(kl) . . . µσ(k1)·
k0+∆0−1∑

s=k0

β̃
(k0+∆0−s−1)
σ(k0)

α̃θ
minε

T(s)ε(s)+

α̃
(k−kl−∆l)
σ(kl)

. . . α̃
(k2−k1−∆1)
σ(k1)

· β̃(∆l)
σ(kl)

. . . β̃
(∆1)
σ(k1)

·

µσ(kl) . . . µσ(k1)

k1−1∑
s=k0+∆0

α̃
(k1−s−1)
σ(k0)

α̃θ
minε

T(s)ε(s)+

. . .+

kl+∆l−1∑
s=kl

β̃
(kl+∆l−s−1)
σ(kl)

α̃θ
minε

T(s)ε(s)+

k−1∑
s=kl+∆l

α̃
(k−s−1)
σ(kl)

α̃θ
minε

T(s)ε(s) ⩽

α̃
(k−kl−∆l)
σ(kl)

. . . α̃
(k2−k1−∆1)
σ(k1)

· β̃(∆l)
σ(kl)

. . . β̃
(∆1)
σ(k1)

·

µσ(kl) . . . µσ(k1)γ
2
k0+∆0−1∑

s=k0

β̃
(k0+∆0−s−1)
σ(k0)

wT(s)w(s)+

α̃
(k−kl−∆l)
σ(kl)

. . . α̃
(k2−k1−∆1)
σ(k1)

· β̃(∆l)
σ(kl)

. . . β̃
(∆1)
σ(k1)

·

µσ(kl) . . . µσ(k1)γ
2

k1−1∑
s=k0+∆0

α̃
(k1−s−1)
σ(k0)

wT(s)w(s)+

. . .+ γ2

kl+∆l−1∑
s=kl

β̃
(kl+∆l−s−1)
σ(kl)

wT(s)w(s)+

γ2
k−1∑

s=kl+∆l

α̃
(k−s−1)
σ(kl)

wT(s)w(s). (20)

由式(14)和(20)可得
k−1∑
s=k0

α̃θ
min · e(k−s−1) ln ζmin ·

e
∑

i∈M,f∈φ(i)

Nσ,i(s,kf+1) ln µi

εT(s)ε(s) ⩽

γ2
k−1∑
s=k0

e(k−s−1) ln ζmax ·

e
∑

i∈M,f∈φ(i)

Nσ,i(s,kf+1) ln µi

wT(s)w(s). (21)

对式 (21)两端同时乘以 e
∑

i∈M,f∈φ(i)

−Nσ,i(kf ,kf+1) ln µi

可得

k−1∑
s=k0

α̃θ
min · e

(k−s−1) ln ζmin−
∑

i∈M,f∈φ(i)

Nσ,i(kf ,s) ln µi

·

εT(s)ε(s) ⩽

γ2
k−1∑
s=k0

e
(k−s−1) ln ζmax−

∑
i∈M,f∈φ(i)

Nσ,i(kf ,s) ln µi

·

wT(s)w(s). (22)

易知Nσ,i(kf , s) ⩽
s− kf
τi

,由此可推出

Nσ,i(kf , s) lnµi ⩽ − ln ζi(s− kf ). (23)

由式(22)和(23)可得

α̃θ
min

k−1∑
s=k0

ζ
(k−s−1)
min

∏
i∈M,f∈φ(i)

ζ
(s−kf )
i εT(s)ε(s) ⩽

γ2
k−1∑
s=k0

ζ(k−s−1)
max wT(s)w(s). (24)

对式(24)在 [k0,∞)上进行累加可得

α̃θ
min

∞∑
k=k0

k−1∑
s=k0

ζ
(k−s−1)
min

∏
i∈M,f∈φ(i)

ζ
(s−kf )
i εT(s)ε(s) ⩽

γ2
∞∑

k=k0

k−1∑
s=k0

ζ(k−s−1)
max wT(s)w(s). (25)

由式(25)可得
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α̃θ
min

∞∑
s=k0

∞∑
k=s+1

ζ
(k−s−1)
min ζsminε

T(s)ε(s) ⩽

γ2
∞∑

s=k0

∞∑
k=s+1

ζ(k−s−1)
max wT(s)w(s). (26)

利用等比数列求和公式可得
∞∑

k=s+1

ζ
(k−s−1)
min =

1

1− ζmin
,

∞∑
k=s+1

ζ(k−s−1)
max =

1

1− ζmax
,因此式 (26)可

化为

α̃θ
min

∞∑
s=k0

1

1− ζmin
ζsminε

T(s)ε(s) ⩽

γ2
∞∑

s=k0

1

1− ζmax
wT(s)w(s), (27)

即
∞∑

s=k0

ζsminε
T(s)ε(s) ⩽

γ2 1− ζmin

α̃θ
min(1− ζmax)

∞∑
s=k0

wT(s)w(s). (28)

因此可得闭环系统 (4)全局一致指数稳定,且满足指
数H∞性能指标

γs = max
{√ 1− ζmin

(1− ζmax)α̃θ
min

· γ
}
. 2

接下来解决所设计滤波器的求解问题.
定理2 对于闭环系统 (4),给定实数0 < αi < 1,

βi > 0,µi > 1,若存在正定实对称矩阵Pi1、Pi3,矩阵
Pi2、Ri、Si、Ti、AFi、BFi、CFi、DFi,实数τi > 0,
ζi > 0和一个正实数γ、i、j ∈ M , i ̸= j,有

Ξ11
i Ξ12

i 0 Ξ14
i AFi Ξ16

i

∗ Ξ22
i 0 Ξ24

i AFi Ξ26
i

∗ ∗ −I Ξ34
i −CFi Ξ36

i

∗ ∗ ∗ −α̃iPi1 −α̃iPi2 0

∗ ∗ ∗ ∗ −α̃iPi3 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −γ2I


< 0, (29)



Ξ11
ij Ξ12

ij 0 Ξ14
ij AFj Ξ16

ij

∗ Ξ22
ij 0 Ξ24

ij AFj Ξ26
ij

∗ ∗ −I Ξ34
ij −CFj Ξ36

ij

∗ ∗ ∗ −β̃iPi1 −β̃iPi2 0

∗ ∗ ∗ ∗ −β̃iPi3 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −γ2I


< 0, (30)


Θ11 Θ12 RT

i Ti

∗ Θ22 ST
i Ti

∗ ∗ −µiPj1 −µiPj2

∗ ∗ ∗ −µiPj3

 ⩽ 0, (31)

τi > − lnµi

ln ζi
, (32)

min
f∈φ(i)

T+
σ(kf )

T−
σ(kf )

⩾ ln β̃i − ln ζi
ln ζi − ln α̃i

, (33)

则对于满足式 (32)的切换信号,闭环系统 (4)全局一
致指数稳定,且满足H∞性能指标

γs = max
{√ 1− ζmin

(1− ζmax)α̃θ
min

· γ
}
.

其中: α̃i = 1 − αi, β̃i = 1 + βi, ζi ∈ (1 − α̃i, 1), i ∈
M , f ∈ φ(i) = {f |σ(kf ) = i, i ∈ M},Ξ11

i = Pi1 −
He(Ri),Ξ12

i = Pi2 − Si − Ti,Ξ14
i = RT

i Ai + BFiCi,
Ξ16

i = RT
i Bi + BFiDi,Ξ22

i = Pi3 − He(Ti),Ξ24
i =

ST
i Ai + BFiCi,Ξ26

i = ST
i Bi + BFiDi,Ξ34

i = Ei −
DFiCi,Ξ36

i = Fi − DFiDi,Ξ11
ij = Pi1 − He(Rj),

Ξ12
ij = Pi2 − Sj − Tj ,Ξ14

ij = RT
j Ai + BFjCi,Ξ16

ij =

RT
j Bi + BFjDi,Ξ22

ij = Pi3 − He(Tj),Ξ24
ij = ST

j Ai

+BFjCi,Ξ26
ij = ST

j Bi +BFjDi,Ξ34
ij = Ei −DFjCi,

Ξ36
ij = Fi − DFjDi,Θ11 = Pi1 − µiHe(Ri),Θ12 =

Pi2−µiSi−µiTi,Θ22 = Pi3−µiHe(Ti), He(·)表示该
矩阵与它的转置相加得到的和.
同时可以获得滤波器增益[

Afi Bfi

Cfi Dfi

]
=

[
T−1
i 0

0 I

][
AFi BFi

CFi DFi

]
. (34)

证明 对于正定矩阵Pi和矩阵Gi易知

(Pi −Gi)
T
P−1
i (Pi −Gi) ⩾ 0,

(Pj −Gi)
T
P−1
j (Pj −Gi) ⩾ 0. (35)

继而可得

Pi − He(Gi) ⩾ −GT
i P

−1
i Gi,

Pj − He(Gi) ⩾ −GT
i P

−1
j Gi. (36)

若令Pi =

[
Pi1 Pi2

∗ Pi3

]
,Gi =

[
Ri Si

TT
i TT

i

]
,则式 (29)

和(30)分别等价于
Pi − He(Gi) 0 GT

i Ãi GT
i B̃i

∗ −I C̃i D̃i

∗ ∗ −α̃Pi 0

∗ ∗ ∗ −γ2I

 < 0, (37)


Pi − He(Gj) 0 GT

j Ãij GT
j B̃ij

∗ −I C̃ij D̃ij

∗ ∗ −β̃iPi 0

∗ ∗ ∗ −γ2I

 < 0. (38)

由式(36)∼ (38)可得
−GT

i P
−1
i Gi 0 GT

i Ãi GT
i B̃i

∗ −I C̃i D̃i

∗ ∗ −α̃Pi 0

∗ ∗ ∗ −γ2I

 < 0, (39)
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−GT

j P
−1
i Gj 0 GT

j Ãij GT
j B̃ij

∗ −I C̃ij D̃ij

∗ ∗ −β̃iPi 0

∗ ∗ ∗ −γ2I

 < 0. (40)

利用diag{G−1
i Pi I I I}和diag{G−1

j Pi I I I}
分别进行全等变换可得式(5)和(6).由式(7)和(36)可
知

Pi − µi[Gi +GT
i −GT

i P
−1
j Gi] ⩽ 0. (41)

对式(41)使用Schur补引理可得[
Pi − µiHe(Gi) GT

i

∗ −µiPj

]
⩽ 0. (42)

由如上定义可知,式(42)等价于(31). 2
3 数值仿真

考虑离散切换系统的两个子系统

A1 =


−0.51 0.24 −0.22

−0.41 0.45 −0.07

0.8 −0.99 −0.32

 , B1 =


0.2

1.4

−0.55

 ,

C1 =


0.3

0.4

−0.17


T

, E1 =


−0.1

0.01

0.3


T

, D1 = 0.3,

F1 = 0.3;

A2 =


−0.8 0.16 0.06

−0.21 −0.74 0.14

0.8 −0.21 −0.64

 , B2 =


1.1

0.9

0.43


T

,

C2 =


−0.1

0.2

0.12


T

, E2 =


−0.2

0.04

0.05


T

, D2 = −1.1,

F2 = 0.4.

要求找到一簇合适的模型依赖的全阶滤波器和

可容许的切换信号使得所研究的滤波误差系统指数

稳定并满足H∞性能.
求解定理2时,若令µ1 = µ2 = 1.5,则系统H∞性

能与参数的关系如表1所示.

表 1 µ1 = µ2 = 1.5时系统H∞性能与参数的关系

α1 α2 β1 β2 γ

0.05 0.04 0.03 0.02 0.85
0.05 0.05 0.02 0.02 0.74
0.05 0.05 0.02 0.01 0.73
0.06 0.05 0.02 0.01 0.738
0.1 0.08 0.06 0.03 0.443
0.08 0.08 0.05 0.03 0.44

选取α1 = α2 = 0.08,β1 = 0.05,β2 = 0.03作为

系统的控制参数,可解的滤波器增益为

Af1 =

−0.313 8 0.008 4 −0.089 3

0.272 5 −0.564 1 −0.164 6

−0.112 2 0.079 3 −0.165 4

 ,

Bf1 =

 0.659 1

0.942 4

−0.807 5

 , Cf1 =

 0.057 4

−0.067 0

−0.049 0


T

,

Df1 = −0.195 0;

Af2 =

−0.136 4 −0.050 3 −0.046 3

0.665 4 −0.853 6 −0.143 4

−0.490 4 0.229 6 −0.288 9

 ,

Bf2 =

 1.466 5

2.755 1

−2.327 5

 , Cf2 =

 0.122 1

−0.092 2

−0.045 3


T

,

Df2 = −0.277 6.

若选取ζ1 = 0.92, ζ2 = 0.93,则可得τ1 ⩾ 4.86,
τ2 ⩾ 5.58.若选取τ = 5 s, τ2 = 8 s,则由相应的容许
的滤波器的滞后时间可以得到∆1 = 1 s,∆2 = 2 s.设
扰动输入为

w(k) =

0.8 sin t, 0 ⩽ k ⩽ 20;

0, otherwise.

切换信号如图1所示.
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图 1 异步切换信号

设初始状态

x̃(0) = [xT(0) xT
f (0)]

T = [1 − 1 2 0 0 0]T,

异步滤波误差系统在异步切换信号下的状态响应如

图2∼图4所示.
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图 2 异步滤波误差系统的状态响应:状态1
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图 3 异步滤波误差系统的状态响应:状态2
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图 4 异步滤波误差系统的状态响应:状态3

由图2∼图4可以看出,xf1、xf2和xf3均有较好

的估计效果,而发生的状态估计偏离则是因为所设计
的滤波器与子系统不匹配造成的.被估计函数 z(k)

和滤波器的估计函数zf(k)的响应曲线如图5所示.
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图 5 被估计信号和滤波器的估计

由图5可以看出,滤波器对原系统的状态估计具
有较高的准确性.异步滤波误差系统的误差响应如
图6所示,在扰动消失后迅速归零.
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图 6 异步滤波误差系统的误差响应

4 结 论

本文利用模型依赖平均驻留时间策略为离散

异步切换线性系统设计了指数收敛的H∞滤波器,

解决了在实际应用中滤波器的切换滞后于子系统

的问题.将子系统运行时间分为与对应的滤波器匹
配的区间和不匹配的区间,利用µ依赖不连续的多

Lyapunov函数和MDADT方法分析异步切换滤波误
差系统的指数稳定性,设计了模型依赖的指数收敛的
H∞滤波器,使得异步滤波误差系统满足指数H∞性

能指标.数值仿真验证了所设计的异步切换滤波器
是有效的.
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