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摘 要: 提出一种基于对偶观测器的标准正弦信号提取方法.将受到谐波干扰的信号通过一种辅助滤波器得到
与谐波频率相关的可测变量;然后利用对偶关系将受干扰信号分解为已知函数和受标准正弦信号驱动的待估项;
进而构造观测器估计未知参数,直接对标准正弦信号进行重构.该方法可以将谐波信号表示为关于辅助变量的参
数形式,直接建立频率与干扰谐波之间关系,实现标准信号与干扰谐波的分离.由于只需要估计受标准正弦信号
驱动的未知参数,很大程度上可以降低计算复杂度.利用李雅普诺夫稳定性理论证明:当不存在有界噪声时,这种
观测器可以渐近跟踪标准频率信号;在多源干扰环境下,观测器误差动态满足一致最终有界特性.仿真结果验证
了该对偶观测结构的有效性.
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Harmonic extraction method based on dual observer
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Abstract: In this paper, a sinusoidal extraction method based on a dual observer is proposed. Passing the disturbed
harmonic through an special auxiliary filter, measurable variables related to the harmonic frequency can be obtained.
Then the unexpected signal is decomposed into a known function and the required estimation term driven by standard
signal. The observer is constructed to estimate the required estimation term, thereby the standard sinusoidal signal can
be reconstructed directly. This method can represent the disturbance as a parametric form about auxiliary variable, so
as to derive the relationship between frequency and harmonic directly, with which the standard signal and disturbance
can be decoupled. Because only the unknown parameter driven by standard sinusoidal signal needs to be estimated, the
computational complexity is greatly reduced. According to the Lyapunov stability theory, if the bounded noise is absent,
the observer can track the standard signal asymptotically. In the multi-disturbances environment, the uniform ultimately
bounded performance of estimation error can be guaranteed by adjusting the parameters. Simulation results demonstrate
the effectiveness of the proposed dual observation structure.
Keywords: auxiliary filter；fual observer；dinusoidal signal；harmonic extraction；multi-source disturbance；asymptotic
stability；uniformly ultimately bounded

0 引 䀰

谐波现象普遍存在于磁轴承[1]、AC-DC转换
器[2]、磁盘驱动器[3]以及液压伺服[4-5]等机电系统中,
这种谐波不仅会影响系统的控制精度,甚至会破坏系
统的稳定性.在干扰抵消控制、信号处理、电力电子
以及仪表测量领域,对干扰谐波的重构或提取也是一
个重要的课题.目前,常用的谐波处理方法包括傅里

叶变化、最小二乘和小波变换等方法.快速傅里叶变
换 (FFT)检测方法可以选择性地消除特定频率的谐
波,精确度较高,但检测耗时长,实时性较差,而且会
产生频谱泄露和栅栏效应[6-7].小波变换法在时域和
频域都有良好的局域性,但运算量大、最佳小波基不
易选取,而且会产生频带重叠与频谱泄露现象[8],降
低了检测的精度与鲁棒性.在电力电子系统中,基于
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瞬时无功功率理论是一种近似的谐波检测方法,该方
法具有良好的实时性,动态响应速度快[9],但低通滤
波器的参数选择困难,计算量大,操作复杂[10].文献
[11]采用最小二乘网格搜索法分析两个频率相近的
正弦波的参数估计问题;文献 [12]采用扩展卡尔曼滤
波器跟踪单正弦信号的频率;文献 [13]利用归一化频
率算法跟踪检测平稳的概周期信号,该方法具有一定
的鲁棒性,但估计的参数局部收敛.
近年来,基于自适应理论的谐波检测问题得到

了广泛的研究[14-16],可以直接对谐波参数进行估计,
并且可以保证渐近收敛特性和全局性.在经典的
干扰抵消方法中,谐波被描述为外部系统,利用观
测器[17-22]或内模原理[23-25]可以对外部系统进行重

构.现有算法需将干扰谐波信号作为一个整体估计,
或估计所有的谐波参数,算法复杂,运算量大,估计参
数全局性难以保证,而且估计值和各个谐波分量本身
存在非线性关系,误差动态具有时变特性,分析手段
也往往存在局限性.

本文提出一种新型全局收敛的谐波提取结构,只
需要估计特定频率的状态信号,且估计方程以及误
差动态均具有线性定常形式,易于工程实现.首先构
造辅助滤波器,将干扰谐波信号分解为辅助变量函数
和受标准正弦信号驱动的待估项,直接建立谐波与谐
波频率之间联系,从而对干扰谐波和标准正弦信号重
新描述;其次,构造观测器以获取估计值;然后利用对
偶关系反推相关矢量,实现标准信号和干扰谐波的提
取.这种观测器充分利用频率与谐波的关系,使得估
计误差具有线性定常动态形式,且具有更加灵活的
参数整定方式.

1 问题描述

本文考虑一类受干扰谐波以及有界噪声影响的

标准正弦信号,将可测量的信号描述为

d(t) = d0(t) + d1(t) +∆(t). (1)

其中: d0(t)为标准正弦信号, d1(t)为干扰谐波,∆(t)

为有界噪声.不失一般性,假设 d0(t)为单正弦信号,
因此d0(t)和d1(t)可以描述为

d0(t) = Φ0 sin(ω0t+ φ0),

d1(t) =

m∑
i=1

(Φi sin(ωit+ φi)).
(2)

其中:Φn、ωn、φn(n = 0, 1, . . . ,m)分别为各正弦分量

的幅值、角频率和相角.
本文研究目标是从可测信号d(t)中提取标准正

弦信号d0(t),通过构造特殊的辅助滤波器,根据频率

将干扰谐波分解为对偶形式,然后对标准正弦信号进
行估计.
首先定义如下辅助滤波器:

ξ̇(t) = Gξ(t) + Ld(t). (3)

其中: ξ(t) ∈ R2m×1, Hurwitz 矩阵G ∈ R2m×2m, L ∈
R2m×1, α为常数, (G,L)可控且满足如下形式:

G =


0 α . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . α

−g1 −g2 . . . −g2m

 , L =


0

0
...
1

 . (4)

辅助滤波器建立了信号d(t)与辅助变量 ξ(t)之

间的动态关系,根据频率可将标准正弦与干扰谐波
分解为对偶形式.首先考虑单正弦情况,即 d1(t) =

∆(t) = 0.
定理1 假设存在如下映射:

ξ̇0(t) = Gξ0(t)− Ld0(t). (5)

其中: ξ0(t) ∈ R2m×1, (G,L)满足式 (4).则标准正弦
信号d0(t)可表示为

d0(t) = θT
0 ξ0(t) + θT

0 δ0(t). (6)

其中: θT
0 ∈ R1×2m且满足

θT
0 =[(
− g1 +

ω2m
0

α2m−1

)
. . .

(
− g2m−1 +

mω2
0

α

)
− g2m

]
,

(7)

向量δ0(t) ∈ R2m×1满足

δ̇0(t) = Gδ0(t). (8)

证明 根据文献 [26]引理 1,当存在映射 (5)时,
标准正弦信号d0(t)可表示为式 (6), θT

0 是与频率相关

的未知向量, δ0(t)满足式(8).将式(6)代入(5),可得

ξ̇0(t) = Gξ0(t)− LθT
0 ξ0(t)− LθT

0 δ0(t) =

W0ξ0(t)− LθT
0 δ0(t). (9)

其中

θT
0 = [θ0,1 . . . θ0,2m],

W0 =


0 α · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · α

−g1 − θ0,1 −g2 − θ0,2 . . . −g2m − θ0,2m

 ,

(10)

辅助变量 ξ0(t)为辅助滤波器的输出信号, δ0(t)为指
数衰减向量.结合式 (6)可知, ξ0(t)将收敛到与d0(t)

同频的信号.因此W0的特征根满足
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(s2 + w2
0)

m = s2m + (g0,2m + θ0,2m)s2m−1 + . . .+

α2m−1(g0,1 + θ0,1). (11)

通过比对特征多项式系数,可以推算出式(7). 2
由于d0(t)受到d1(t)与∆(t)的影响,无法直接利

用辅助变量对标准正弦信号d0(t)进行重构,在介绍
d0(t)提取方法之前,首先给出如下定理.

定理2 对于动态方程(3),当(G,L)满足形式(4)
时,干扰谐波d1(t)可以描述为

d1(t) = θT
1 ξ(t) + θT

1 δ(t). (12)

其中: θT
1 = [θ1,1 θ1,2 . . . θ1,2m],未知参数δ(t)满足

δ̇(t) = Gδ(t)− Ld0(t)− L∆(t). (13)

证明 依据文献[27]定理1,考虑动态系统
˙̆
ξ(t) = Gξ̆(t) + Ld1(t). (14)

其中: ξ̆(t) ∈ R2m×1,谐波信号d1(t)可以表示为

d1(t) = θT
1 ξ̆1(t) + θT

1 δ̆(t), (15)

δ̆(t) ∈ R2m×1满足动态方程

˙̆
δ(t) = Gδ̆(t). (16)

根据式(15)可得

d1(t) = θT
1 ξ̆(t) + θT

1 δ̆(t) =

θT
1 ξ(t) + θT

1 δ̆(t) + θT
1 [ξ̆(t)− ξ(t)]. (17)

结合式(3)、(14)、(16)和(17)可得
˙̆
ξ(t)− ξ̇(t) = G[ξ̆(t)− ξ(t)]− L [d0(t) +∆(t)] ;

˙̆
ξ(t)− ξ̇(t) +

˙̆
δ(t) =

G[ ˘ξ(t)− ξ(t) + δ̆(t)]− L[d0(t) +∆(t)].

(18)

令δ(t) = ξ̆(t)− ξ(t)+ δ̆(t),则干扰谐波可重新描述为
式(12),其中δ(t)满足式(13). 2
进一步分析可知,式 (13)满足映射 (5),根据定理

1,可将标准正弦信号d0(t)描述为

d0(t) = θT
0 δ(t) + θT

0 δ̄(t). (19)

其中: δ(t) ∈ R1×2m,向量 δ̄(t)满足方程

˙̄δ(t) = Gδ̄(t) + L∆(t). (20)

将式(19)代入(13),得到

δ̇(t) = W0δ(t)− LθT
0 δ̄(t)− L∆(t). (21)

由定理1可知,系数矩阵W0满足式 (10),相关参数θT
0

满足式(7).结合式(3)和(13)可得

ξ̇(t) + δ̇(t) = Gξ(t) +Gδ(t) + Ld1(t) =

W1[ξ(t) + δ(t)], (22)

其中

W1 =


0 α . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . α

−g1 + θ1,1 −g2 + θ1,2 . . . −g2m + θ1,2m

 .

(23)

如式 (22)所示, [ξ(t) + δ(t)]稳定性取决于矩阵W1,且
[ξ(t) + δ(t)]将收敛到与d1(t)同频的信号.类似于式
(11),通过比对特征式系数可以得到

θT
1 =

[(
g1 −

m∑
i=1

ω2
i

α2m−1

)
g2 . . . g2m

]
. (24)

本文的主要工作是设计一种新的对偶观测器,只
考虑频率已知的情况,通过辅助滤波器对d(t)重新描

述,根据频率将其分解为干扰谐波与标准正弦信号
(式 (12)、(19)).由式 (7)、(24)可以得到与频率相关矢
量θ0、θ1的表达式.当频率未知时,利用式 (9)可以对
相关矢量进行估计,从而得到θ0、θ1的估计值,因此,
本文方法可以推广到频率未知的情况.

2 对偶观测器的设计

本文提出的观测器结构如图 1所示,通过辅助滤
波器将d(t)中的干扰谐波分量分解为一个已知的辅

助变量函数和待估项 (式 (12)).构造观测器对待估项
δ(t)进行估计,从而得到标准正弦分量d0(t)和干扰谐

波d1(t)的估计值,通过调节观测器增益可使观测器
具有良好的性能指标.

辅助滤波器
辅助变
量函数

待估项

谐波信
号重构

标准正弦
信号重构

未知参数
观测器

受干扰
信号

谐波信号

对偶观测器

 td1
ˆ

 td1

 td

 td
~

 td̂

 t̂  td0
ˆ






图 1 对偶观测器原理

根据状态观测器设计思想,可以构造观测器为
˙̂
δ(t) = Gδ̂(t)− Ld̂0(t)−B[d(t)− d̂(t)], (25)

其中反馈增益 B ∈ R2m×1.标准正弦信号估计值为

d̂0(t) = θT
0 δ̂(t). (26)

干扰谐波的估计值为

d̂1(t) = θT
1 ξ(t) + θT

1 δ̂(t). (27)

由式(26)、(27)可得
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d̂(t) = θT
0 δ̂(t) + θT

1 ξ(t) + θT
1 δ̂(t), (28)

从而可得d(t)估计误差为

d̃(t) = d(t)− d̂(t) =

(θT
0 + θT

1 )δ̃(t) + θT
0 δ̄(t) +∆(t). (29)

将式(25)整理可得
˙̂
δ(t) = W0δ̂(t)−Bd̃(t). (30)

由式 (26)、 (27)可知, d̂0(t)与 d̂1(t)的稳定性取决于

δ̂(t),为此,下一节将对 δ̂(t)的收敛特性进行分析.
现有的方法往往需要估计谐波信号的所有参数

(幅值、相角与频率),具有一定的保守性.本文在频率
已知的情况下,仅估计特定频率的信号,从而减少待
估计参数.该方法具有线性定常系统的特性,参数的
调节和稳定性的分析比较容易.

3 稳定性分析

本节将对估计误差的稳定性进行分析,在之前的
工作中,通过辅助滤波器设计将谐波信号d(t)中的干

扰谐波与标准正弦信号描述为对偶形式,这样仅估计
δ(t)便可将干扰谐波与标准正弦信号重构.

结合式(21)、(30),可得误差动态方程
˙̃
δ(t) = δ̇(t)− ˙̂

δ(t) = Aδ̃(t) + C(θT
0 δ̄(t) +∆(t)).

(31)

其中:A = W0 +B(θT
0 + θT

1 ), C = (B − L).
定理3 若存在 P ∈ R2m×2m > 0满足

Λ =

[(
ATP + PA

)
PCθT

0

θ0C
TP (G+GT)

]
< 0, (32)

则估计误差 δ̃(t)一致最终有界.当有界噪声∆(t)不

存在时, δ̃(t)渐近稳定.
证明 建立Lyapunov函数

V (t) = δ̃T(t)P δ̃(t) + δ̄T(t)δ̄(t). (33)

令xT = [δ̃T(t) δ̄T(t)],结合式(20)、(31)可得

V̇ (t) = xTΛx+∆T(t)CTP δ̃(t) + δ̄T(t)L∆(t)+

δ̃T(t)PC∆(t) +∆T(t)LTδ̄(t) =

xTΛx+ [∆T(t)CTP ∆T(t)LT]x+

xT[∆T(t)CTPT ∆T(t)LT]T. (34)

由式(32)可知,存在γ > 0,使得

V̇ ⩽ − γ∥x∥2 + ∥[∆T(t)CTP ∆T(t)LT]∥∥x∥+

∥[∆T(t)CTPT ∆T(t)LT]T∥∥x∥. (35)

综上分析,由于A、P、G、θT
0 以及∆(t)有界,在满足

式 (32)条件下,估计误差 δ̃(t)一致最终有界.并且当
∆(t) = 0时,由式 (32)、(34)可知,估计误差渐近稳

定. 2
标准正弦信号的估计误差值为

d̃0(t) = θT
0 (t)δ̃(t) + θT

0 (t)δ̄(t), (36)

干扰谐波的估计误差值为

d̃1(t) = θT
1 (t)δ̃(t). (37)

由式 (36)、 (37)可知, d̃0(t)与 d̃1(t)的稳定性取决于

δ̃(t)的稳定性.结合定理3知:当∆(t)不存在时,估计
误差 d̃0(t)、d̃1(t)渐近稳定;当存在∆(t)时,估计误差
d̃0(t)、̃d1(t)一致最终有界.
本文所提出的观测器具有线性定常的形式,其稳

定性容易分析,全局性条件也易于满足.通过调节观
测器参数可以提高估计误差的收敛速度和鲁棒性.

4 仿真验证

为验证所提出观测器的性能,采用不同条件下的
仿真算例验证对偶观测器方法的有效性.
仿真1 首先考虑双频信号,其中d0(t) = 220 ×

sin t, d1(t) = 220 sin(5t+ 2),选取
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图 2 估计误差比较(d0(t) = 220 sin t)
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图 3 估计误差鲁棒性分析(d0(t) = 220 sin t)
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G =

[
0 1

−25 −10

]
, L =

[
0

1

]
.

由式 (7)、(24)可得θT
0 = [−24 − 10], θT

1 = [0 10].选
取增益BT = [0.09 0.09].文献 [16]的自适应算法参
数γ1 = γ2 = γ3 = γ4 = 4.有界噪声∆(t)用方差为

5、均值为0的随机噪声表示.
如图2所示,当∆(t) = 0时,本文算法相对于自

适应算法具有较快的收敛速度.如图3所示,在有界
噪声影响下,本文算法具有更小的稳态估计误差.
仿真2 对于多、高频谐波信号d1(t) = 170 ×

sin(500πt+3)+150 sin(700πt+5),基频信号d0(t) =

220 sin(100πt+ 1), Hurwitz矩阵G选为

G =


0 200π 0 0

0 0 200π 0

0 0 0 200π

−g1 −g2 −g3 −g4

 , L =


0

0

0

1

 .

其中: g1 = 100π, g2 = 400π, g3 = 600π, g4 = 400π.
选取反馈增益BT = [2.0 4.0 1.5 − 1.2],自适应算
法参数γ1 = γ2 = γ3 = γ4 = γ5 = γ6 = 80.
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图 4 估计误差比较(d0(t) = 220 sin(100πt+ 1))
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图 5 估计误差鲁棒性分析(d0(t) = 220 sin(100πt+ 1))

如图 4所示,在无∆(t)影响时,自适应算法收敛
速度较慢,而对偶观测器具有快速收敛的特性.如图
5所示,自适应算法对有界扰动的抑制作用较弱.

5 结 论

本文提出了一种基于对偶观测器的标准正弦信

号提取方法.在频率已知的情况下,通过构造特殊的
辅助滤波器,根据频率将标准正弦与谐波分解为对偶
形式,直接对标准正弦与谐波进行重构.由于减少了
待估计参数,降低了参数运算复杂度,从而可以快速
提取特定频率的正弦信号.该观测器具有线性定常
的形式,使得系统具有灵活的参数整定策略.仿真结
果表明,所提出的算法具有收敛速度快、鲁棒性强的
特点.本文介绍了在频率已知条件下对谐波如何进
行提取,当频率未知时如何实现对干扰谐波的提取与
补偿将是下一步的研究方向.
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