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摘 要: 研究模型依赖平均驻留时间 (MDADT)切换信号下一类齐次度为 1的切换非线性正系统的有限时间稳
定问题.首先,通过构造恰当的切换最大分离Lyapunov函数,借助于Dini导数,基于MDADT切换信号,给出切换非
线性正系统有限时间稳定的充分条件.与已有的指数稳定性结果相比,进一步说明有限时间稳定与指数稳定的区
别.其次,将所得结论应用于切换线性正系统,得到切换线性正系统在MDADT或平均驻留时间 (ADT)切换信号下
有限时间稳定的充分条件.最后,通过仿真算例验证所得结论的有效性.
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Abstract: In this paper, the finite-time stability for a class of switched nonlinear positive systems of degree one is
investigated under the mode-dependent average dwell time (MDADT) switching signal. Firstly, by constructing an
appropriate switched max-type separate Lyapunov function, based on the MDADT switching signal, a sufficient condition
for the finite-time stability of the switched nonlinear positive systems is given with the aid of Dini derivative. Comparision
with the existing results of exponential stability, it further illustrates the difference between finite-time stability and
exponential stability. Secondly, the result is applied to the switched linear positive systems, and some sufficient conditions
for the finite-time stability of the switched linear positive systems under MDADT or average dwell time (ADT) switching
signals are obtained. Finally, the simulation examples are given to illustrate the effectiveness of the conclusion.
Keywords: finite-time stability；nonlinearity；positive system；mode-dependent；average dwell time；switched max-
type separate Lyapunov function

0 引 䀰

在生物、物理、化学、经济及其他领域中,总会遇
到一些值为非负的状态变量,如人类或动物的种群数
量、物体质量、物质密度、反应物浓度、需求量、供应

量、价格大小、车辆数等.由这类状态变量所描述的
控制系统称为正系统[1],它是指当系统初始状态和控
制输入都是非负时,系统的状态和输出恒为非负.近
几十年来,关于正系统的稳定性问题已经得到了广泛
的研究[2-7].
近些年,由有限个正子系统和一个切换信号所

组成的切换正系统受到了人们的普遍关注.研究表

明,切换信号在一定程度上影响着系统的稳定性,即
使是稳定子系统之间的切换也会导致整个系统不稳

定,同样,通过构造恰当的切换信号,也可以使由不稳
定子系统组成的切换系统稳定[8].借助于共同余正
(copositive) Lyapunov函数,切换线性正系统在任意切
换信号下的稳定性问题得到了很好的讨论[9-11].然
而,许多实际的切换正系统并不能保证在任意切换
下的稳定性,因此,受限切换信号已逐渐应用到切换
正系统的研究中,如最小驻留时间 (MDT)、ADT以及
MDADT切换信号[12-15]等.
目前,关于切换正系统的研究结果大部分都是针
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对子系统是线性系统的情形.对于子系统是非线性
情形,文献 [16-17]研究了切换非线性正系统在MDT
切换信号下指数稳定性.文献 [18]将文献 [19]中的结
论推广到带有外部输入的切换非线性正系统中,得到
了其在ADT切换信号下指数稳定的充要条件.文献
[20]研究了切换非线性正系统在MDADT下的指数
稳定性.
一般情况下, Lyapunov渐近稳定 (LAS)或指数稳

定 (ES)能够满足实际应用的需求,它们主要描述的
是系统在一个无限时间区间内的动态行为.然而,在
某些情况下,还需要关注系统在一段有限时间内的
动态行为.例如在化学反应过程中,要求温度、压强
或一些其他变量在指定时间区间内不超过指定的

界,这就产生了有限时间稳定 (FTS)的概念.它是指
在一个指定的时间区间内,给定系统初始条件的界,
则系统的状态在有限时间内不能超过一个给定的

阈值[21].需要指出的是, FTS和LAS(或ES)是两个完
全独立的概念:一个FTS的系统可能不是LAS(或ES)
的,反之亦然.就作者所知,目前关于切换非线性正系
统在MDADT切换信号下的FTS并没有得到讨论,这
也是本文的一个研究动机.

本文旨在研究一类切换非线性正系统的有限时

间稳定问题.主要贡献如下: 1)通过构造适当的切换
最大分离Lyapunov函数,基于MDADT切换信号,得
到一类齐次度为1的切换非线性正系统有限时间稳

定的充分条件,与文献 [20]中得到的指数稳定的结论
相比,可进一步说明FTS与ES的区别; 2)将该结论应
用到切换线性正系统中,与基于ADT切换信号得到
的结论相比,可以降低结论的保守性.

1 系统描述及预༷知识

首先给出本文用到的记号:Rn×m(Rn×m
+ )和

Rn(Rn
+)分别表示n×m维(非负)实矩阵所组成的集

合以及n维 (非负)实向量空间. ∀x,y ∈ Rn,xi表示

向量x的第 i个坐标,即x = [x1, x2, . . . , xn]
T. x ≻ y

(x ≺ y,x ⪰ y,x ⪯ y)表示xi > yi(xi < yi, xi ⩾
yi, xi ⩽ yi), ∀1 ⩽ i ⩽ n.如果矩阵A = [aij ] ∈
Rn×n的所有非对角元素都是非负的,则称矩阵A为

Metzler矩阵.一个连续函数h : R → R的右上Dini
导数定义为

D+h(t) = lim
∆→0+

sup h(t+∆)− h(t)

∆
.

考虑如下切换非线性系统:

ẋ(t) = fσ(t)(x(t)), x(t0) = x0. (1)

其中:x(t) ∈ Rn是系统的状态; t0 ⩾ 0是系统的

初始时刻;x0 是系统的初始状态;σ(t) : [t0,∞) →
M = {1, 2, . . . , N}是关于时间 t的右连续分段常值

函数,N表示子系统的个数, t1 < t2 < . . . < tk < . . .

表示σ(t)的切换时刻. ∀p ∈ M, fp : Rn → Rn是

Rn\{0}上连续可微的向量值函数.
定义1 如果对于任意的初始条件x0 ⪰ 0以

及任意的切换信号σ(t),系统 (1)的状态满足x(t) ⪰
0,∀t ⩾ t0,则称切换非线性系统(1)是正的.
定义2 [22] 若向量场f : Rn → Rn 在Rn \ {0}

是连续可微的,且∀a ∈ Rn
+ \ {0},雅可比矩阵

∂f

∂x
(a)

是Metzler的,则称f是协同(cooperative)向量场.
定义3 [22] 设α > 0,如果向量场f : Rn → Rn

满足f(λx) = λαf(x), ∀x ∈ Rn, ∀λ > 0,则称向量
场f的齐次度为α.特别地,α = 1时,f的齐次度为1.
引理1 如果对于任意的p ∈ M,fp在Rn

+上是

协同向量场,则系统(1)是正的.
注1 利用文献 [23]的命题3.3可直接得到引理

1.
定义4 [13] 给定切换信号σ(t),对于任意的 t ⩾

t0 ⩾ 0,设Nσp(t, t0)和Tp(t, t0)分别表示第 p个子

系统在区间 [t0, t)内被激活的次数和运行时间, p ∈
M.如果存在常数τap > 0, N0p ⩾ 0,使得不等式

Nσp(t, t0) ⩽ N0p +
Tp(t, t0)

τap
, p ∈ M (2)

成立,则称τap为切换信号σ(t)的模型依赖平均驻留

时间(MDADT),N0p为模型依赖抖振界.
引理2 [23] 设f : Rn → Rn是一个协同向量

场,则对于任意的两个向量x,y ∈ Rn \ {0}且xi =

yi,x ⪰ y,有fi(x) ⪰ fi(y).
在接下来的讨论中,总是假设下面的条件成立.
假设1 1)对于任意的p ∈ M,fp在Rn上连续,

在Rn \ {0}上连续可微且齐次度为1;
2)对于任意的p ∈ M,fp在Rn

+上是协同向量

场.
注2 假设1保证了对于任意的p ∈ M,fp(0) =

0;假设1的1)保证了系统 (1)存在唯一解;假设1的2)
保证了系统 (1)是正的,即∀x0 ⪰ 0,有x(t) ⪰ 0,∀t ⩾
t0.
定义5 给定两个正常数c1、c2且c1 < c2,一个n

维实向量 l ≻ 0以及一个切换信号σ(t),如果系统 (1)
的状态满足

xT(t0)l ⩽ c1 ⇒ xT(t)l ⩽ c2, t ∈ [t0, T ], (3)

则称切换非线性正系统 (1)关于 (t0, T, c1, c2, l, σ(t))

是有限时间稳定的.
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2 主要结论

本节主要通过构造如下切换最大分离Lyapunov
函数研究切换非线性正系统(1)的有限时间稳定性:

Vσ(t)(t) = max
1⩽i⩽n

{Vσ(t)i(t)} = max
1⩽i⩽n

{ xi(t)

vσ(t)i

}
. (4)

其中:Vσ(t)i(t) =
xi(t)

vσ(t)i
, vσ(t)i表示向量vσ(t)的第 i个

元素, i = 1, 2, . . . , n.其Dini导数具有如下形式.
引理3 [24] 对于任意的p ∈ M,Vp(t)沿系统 (1)

的解x(t)的右上Dini导数为

D+Vp(t) = max
a∈Ax(t)

{ ẋa(t)

vpa

}
. (5)

其中:Ax(t) = {a ∈ {1, 2, . . . , n}|Vpa(t) = Vp(t)}, a
是t的函数.
为了讨论方便,不失一般性,设N0p = 0, p ∈ M.
定理1 设切换非线性系统 (1)满足假设1,给定

正常数T、c1、c2且 c1 < c2以及一个n维实向量

l ≻ 0,如果存在正常数λ1、λ2和一组向量vp满足

λ1l ⪯ vp ⪯ λ2l, ∀p ∈ M,则当MDADT切换信号
σ(t)满足

τap ⩾ τ∗
ap =

(T − t0) lnµp

lnϑ− ηp(T − t0)
,

( lnµp

τap
+ ηp

)
(T − t0) ⩾ 0 (6)

时,系统 (1)是正的且关于(t0, T, c1, c2, l, σ(t))是有限

时间稳定的.其中

ϑ =
λ1c2v

2
min

λ2c1

n∑
i=1

v2i

,

vmin = min
p∈M,1⩽i⩽n

{vpi}, vi = max
p∈M

{vpi}.

∀p ∈ M,有

ηp = max
1⩽i⩽n

{ηpi}, ηpi =
fpi(vp)

vpi
. (7)

µq > 1满足

vp ⪯ µqvq, ∀p, q ∈ M, p ̸= q. (8)

证明 由假设 1和注 2知,系统 (1)是正的,即
x(t) ⪰ 0, ∀t ⩾ t0.下面证明其是有限时间稳定的.选
取切换最大分离Lyapunov函数(4),有

x(t) ⪯ Vσ(t)(t)vσ(t). (9)

设σ(t) = p, t ∈ [tk, tk+1),由引理3可知,一定存
在h ∈ {a ∈ {1, 2, . . . , n}|Vpa(t) = Vp(t)},使得

D+Vp(t) = max
a∈Ax(t)

{ ẋa(t)

vpa

}
=

ẋh(t)

vph
, (10)

且Vp(t) = Vph(t) =
xh(t)

vph
,即xh(t) = Vp(t)vph.结合

式(9)及引理2可知

fph(x(t)) ⩽ Vp(t)fph(vp). (11)

因此,由式(7)有

D+Vp(t) =
ẋh(t)

vph
=

fph(x(t))

vph
⩽

fph(vp)

vph
Vp(t) =

ηphVp(t) ⩽ ηpVp(t).

所以∀t ∈ [tk, tk+1),有

Vσ(t)(t) ⩽ Vσ(tk)(tk)eησ(tk)(t−tk). (12)

另一方面,根据式(8)可知
xi(tk)

vpi
=

vqi
vpi

· xi(tk)

vqi
⩽ µpVq(t

−
k ).

结合式(4),有

Vσ(tk)(tk) ⩽ µσ(tk)Vσ(tk−1)(t
−
k ). (13)

因此,由不等式(12)和(13)可知, ∀t ∈ [tk, tk+1),有

Vσ(t)(t) ⩽Vσ(tk)(tk)eησ(tk)(t−tk) ⩽

µσ(tk)Vσ(tk−1)(t
−
k )eησ(tk)(t−tk) ⩽ . . . ⩽

N∏
p=1

µNσp(t,t0)
p ·

N∏
p=1

eηpTp(t,t0)Vσ(t0)(t0) ⩽

e
N∑

p=1

[(
ln µp
τap

+ηp

)
Tp(t,t0)

]
Vσ(t0)(t0) ⩽

eε(t−t0)Vσ(t0)(t0).

其中ε = max
p∈M

{ lnµp

τap
+ ηp

}
.结合式(6)可知

ε(T − t0) ⩽

max
p∈M

{ lnµp[lnϑ− ηp(T − t0)]

(T − t0) lnµp
+ ηp

}
(T − t0) = lnϑ.

设xT(t0)l ⩽ c1,h0 ∈ {1, 2, . . . , n},使得

Vσ(t0)(t0) = Vσ(t0)h0
(t0) =

xh0
(t0)

vσ(t0)h0

.

由λ1l ⪯ vp ⪯ λ2l可知

xh0
(t0)vσ(t0)h0

⩽
n∑

i=1

xi(t0)vσ(t0)i = xT(t0)vσ(t0) ⩽

λ2x
T(t0)l ⩽ λ2c1.

从而

Vσ(t0)(t0) =
xh0

(t0)

vσ(t0)h0

=
xh0

(t0)vσ(t0)h0

v2σ(t0)h0

⩽ λ2c1
v2min

,

其中 vmin = min
p∈M,1⩽i⩽n

{vpi}.结合式 (9)可知, ∀t ∈

[t0, T ],有
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xT(t)l ⩽ 1

λ1
xT(t)vσ(t) ⩽

1

λ1
vT
σ(t)vσ(t)Vσ(t)(t) ⩽

1

λ1

n∑
i=1

v2i eε(T−t0)Vσ(t0)(t0) ⩽

n∑
i=1

v2i

λ1
· λ1c2v

2
min

λ2c1

n∑
i=1

v2i

· λ2c1
v2min

= c2,

其中vi = max
p∈M

{vpi}.因此,切换非线性正系统 (1)关

于(t0, T, c1, c2, l, σ(t))是有限时间稳定的. 2
注3 文献 [20]中给出了切换非线性正系统在

MDADT指数稳定的充分条件,要求ηpi =
fpi(vp)

vpi
<

0.而定理1给出的有限时间稳定的充分条件中,并没
有这一限制条件.

注4 当切换非线性正系统 (1)只有一个子系统
时,即∀p ∈ M, fp(vp) = f(v),可得与文献 [24]相似
的结论.而由文献[22]可知,如果f(v) ≻ 0,则系统(1)
不是全局指数稳定的,但由定理1可知,其可能是有
限时间稳定的.这也说明了有限时间稳定的可能并
不是指数稳定的.
设fp(x) = Apx,Ap = [apij ] ∈ Rn×n是Metzler

矩阵,则系统(1)变为如下的切换线性正系统:

ẋ(t) = Aσ(t)x(t), x(t0) = x0. (14)

对于系统(14),有如下推论.
推论1 考虑切换线性正系统 (14),其中Ap =

[apij ] ∈ Rn×n是Metzler矩阵.给定正常数T、c1、c2

且c1 < c2以及一个n维实向量 l ≻ 0,设η∗p是给定的

一组常数,如果存在正常数λ1、λ2和一组向量vp,使
得∀p ∈ M,有λ1l ⪯ vp ⪯ λ2l且

Apvp − η∗pvp ⪯ 0, (15)

则当MDADT切换信号 σ̃(t)满足

τap ⩾ (T − t0) lnµp

lnϑ− η∗p(T − t0)
且

( lnµp

τap
+ η∗p

)
(T − t0) ⩾ 0 (16)

时,系统 (14)关于 (t0, T, c1, c2, l, σ̃(t))是有限时间稳

定的.其中:ϑ与定理1中的相同,µq > 1满足式(8).
证明 记ηp = max

1⩽i⩽n
{ηpi},其中

ηpi =
fpi(vp)

vpi
=

n∑
j=1

apijvpj

vpi
.

即ηp满足式 (7),并且由式 (15)可知, η∗p ⩾ ηp.结合式
(16)及定理1可知,系统 (14)关于 (t0, T, c1, c2, l, σ̃(t))

是有限时间稳定的. 2

若推论1中的µp = µ, η∗p = η∗,类似于文献 [25],
可以得到其在ADT切换信号下的结论.
推论 2 考虑切换线性正系统 (14),其中Ap =

[apij ] ∈ Rn×n是Metzler矩阵.给定正常数T、c1、c2

且 c1 < c2以及一个n维实向量 l ≻ 0,设η∗是给定

的常数,如果存在正常数λ1、λ2和一组向量vp,使得
∀p ∈ M,有λ1l ⪯ vp ⪯ λ2l且

Apvp − η∗vp ⪯ 0,

则当ADT切换信号 σ̆(t)满足

τa ⩾ (T − t0) lnµ

lnϑ− η∗(T − t0)
且

( lnµ

τa
+ η∗

)
(T − t0) ⩾ 0

时,切换线性正系统 (14)关于 (t0, T, c1, c2, l, σ̆(t))是

有限时间稳定的.其中:ϑ与定理1中的相同,µ > 1满

足vp ⪯ µvq, ∀p, q ∈ M, p ̸= q.
注 5 对比MDADT和文献 [25]中ADT的定义

可以发现, MDADT切换信号只要求每个子系统的
ADT不小于τap,而ADT切换信号在相邻切换的平均
时间区间不小于τa,因此,推论1比推论2所得结论的
保守性更低.

3 数值算例

例1 考虑切换非线性正系统(1),其中

f1(x) =

[
−1.38 0.8

0.4 −1.3

][
x1

x2

]
+
√

x2
1 + x2

2

[
0.5

0.6

]
,

f2(x) =

[
−1.8 0.7

0.7 −1.9

][
x1

x2

]
+

√
x2
1 + x2

2

[
0.2

0.3

]
.

设 l = [1 1]T, t0 = 0,T = 8, c1 = 2, c2 = 50,取
v1 = [1.3 1.3]T,v2 = [1.5 1.5]T,λ1 = 1.3,λ2 =

1.5,计算可知, η11 = 0.127 1, τ∗
a1 = 1.099 8, τ∗

a2 =

0.175 7.选取 τa1 = 1.1, τa2 = 0.2,则 τa1和 τa2满足

式 (6).设x0 = [25 20]T,图1和图2分别给出了切换
非线性正系统(1)的状态响应曲线和xT(t)l的值.

由图 1和图 2可以看出,系统 (1)可能不是LAS
(或ES)的,但它在 [0, 8]上的值不超过 c2 = 50,即系
统 (1)关于 (0, 8, 2, 50, [1 1], σ(t))是有限时间稳定

的.这就表明了有限时间稳定的系统可能不是LAS
(或ES)的.另一方面,由计算结果η11 = 0.127 1 > 0

及文献 [20]中的结论可知,切换非线性正系统 (1)可
能不是指数稳定的.但由定理1可知,其是有限时间
稳定的.这也进一步说明了指数稳定与有限时间稳
定的区别.
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图 1 系统 (1)的状态响应曲线
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例2 考虑切换线性正系统(14),其中

A1 =

[
−0.1 0.2

0.4 −0.2

]
, A2 =

[
−0.2 0.4

0.5 −0.3

]
.

设l = [1 1]T, t0 = 0,T = 8, c1 = 1, c2 = 50,表1
给出了推论1中利用MDADT切换信号和推论2中利
用ADT切换信号所得的结果.

表 1 推论1和推论2的计算结果

MDADT(推论1) ADT(推论2)

可行解
v1 = [1.403 8 1.678 0]T v1 = [1.403 8 1.678 0]T

v2 = [1.514 7 1.636 1]T v2 = [1.500 0 1.500 0]T

切换参数
η1 = 0.2, µ1 = 1.079 0

η2 = 0.3, µ2 = 1.025 6
η = 0.2, µ = 1.118 7

驻留时间
τa1 = 0.514 9

τa2 = 0.530 9
τa = 0.754 1

从表1可以看出, MDADT切换信号中的 τa1 =

0.514 9, τa2 = 0.530 9均小于ADT切换信号中的
τa = 0.754 1,表明推论1所得结论比推论2的保守
性更低.

4 结 论

本文通过选取恰当的切换最大分离Lyapunov函
数,利用MDADT切换信号,得到了一类齐次度为1的

切换非线性正系统有限时间稳定的充分条件.与文
献 [20]所得的指数稳定性结果比较,说明了有限时间
稳定的系统可能不是指数稳定的.进一步,将该结论
应用到切换线性正系统中,得到了切换线性正系统在
MDADT和ADT切换信号下有限时间稳定的充分条
件.相比于利用ADT切换信号得到的结论, MDADT
具有更大的适用范围,降低了结论的保守性.最后通
过两个数值算例验证了本文结论的有效性.
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