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异步时滞切换正系统的有限时间镇定
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摘 要: 研究异步切换下时滞切换正系统的有限时间控制问题,即针对控制器切换滞后于子系统切换形成的异步
现象,基于平均驻留时间切换方法对切换正系统开展有限时间镇定研究.首先,将每个正子系统运行的区间划分
为子系统与控制器匹配和失配区间,并构造多余正Lyapunov-Krasovskii泛函;其次,基于有限时间稳定理论,实现
平均驻留时间切换律及异步时滞切换正系统有限时间镇定控制器的联合设计,并给出连续时间和离散时间两种
情形下系统有限时间镇定的充分条件;最后,通过两个仿真例子验证所提出方法的有效性.
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Finite-time stabilization for switched positive time-delay systems under
asynchronous switching
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Abstract: This paper aims to investigate the finite-time control problem of time-delay switched positive systems under
asynchronous switching. That is, for the asynchronous phenomenon caused by the switching of the controller lagging
behind the switching of the subsystems, a finite-time stabilization research is carried out for switched positive systems
based on the average dwell time switching method. Firstly, the running interval of each positive subsystem is divided
into controller matched interval and controller mismatched interval, and the multiple co-positive Lyapunov-Krasovskii
functional is constructed. Then, based on the finite-time stability theory, the suitable average dwell time switching law
and controllers that guarantee the time-delay switched positive system under asynchronous switching finite-time stable
are designed, and sufficient conditions of the finite-time stabilization for both continuous time and discrete time systems
are given. Finally, two examples are provided to verify the effectiveness of the proposed method.
Keywords: time-delay switched positive systems；asynchronous finite-time stabilization；multiple co-positive
Lyapunov-krasovskii functional；average dwell time

0 引 言

正系统指的是状态变量初值非负则状态变量始

终非负的一类系统,如以传染病传播速度、液体的浓
度、生物种群数量等非负变量为状态组成的系统都

是正系统.正系统在经济学[1]、通信系统[2]、生物学[3]

中应用广泛,获得了众多学者的广泛关注.
线性切换正系统是由有限个线性正子系统及一

组控制子系统进行切换的信号组成.线性切换正系
统在编队飞行控制[4]、网络通信控制[5]、城市供水系

统控制[6]等众多领域有着大量应用.由于正系统的

状态变量始终处于非负区间,利用切换正系统状态
变量非负的特性,使用非二次型余正Lyapunov函数
方法,可以减小切换正系统稳定性分析和控制器设计
的保守性[7-12].文献 [8]基于平均驻留时间切换思想,
采用多线性余正Lyapunov函数方法分析了线性切换
正系统的指数稳定性.文献 [12]研究了时滞不确定
线性切换正系统的有限时间稳定性问题,使用多余
正Lyapunov-Krasovskii泛函方法得到系统有限时间
镇定的充分条件.
在实际应用中,普遍存在控制器切换滞后于子系
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统切换,如网络控制系统[13]、远程控制系统[14]等,这
种异步切换现象会导致控制系统性能变差,甚至导致
系统不稳定.在研究切换正系统的异步控制问题时,
不但要考虑到子系统与对应控制器不匹配问题,还
要考虑到异步控制时仍要保证系统为正系统,这无
形中增加了控制器设计的难度.文献 [15]针对带有
时滞的连续和离散线性切换正系统,研究其在异步切
换下状态反馈镇定问题,得到闭环系统指数稳定的充
分条件.文献 [5]针对不确定线性切换正系统,做了系
统L1增益性能分析及异步控制器设计,给出了使异
步切换系统为正系统、渐近稳定且满足L1增益性能

指标的充分条件.现存结论主要针对的是Lyapunov
渐近稳定性,其关注的是无限时间区间上系统的行
为.然而,实际应用中很多系统往往要求在有限时间
内的状态轨迹不超过给定界限,如飞行控制系统[16]、

网络通信控制系统[17]等.文献 [18]研究了离散异步
时滞脉冲切换正系统的有限时间控制问题,基于模式
依赖平均驻留时间方法,给出异步控制器的存在性条
件.由于切换正系统具有复杂的动力学行为,系统微
小的变化可能会引发完全不同的系统特性.本文在
此基础上,进一步探索时变时滞异步切换正系统在连
续和离散情形下的有限时间镇定.文献 [19]基于T-S
模糊模型研究了连续隐马尔科夫跳变正系统的有限

时间L2增益异步控制问题,但采用的随机Lyapunov-
Krasovskii泛函是二次型而非余正型,体现不出系统
的非负特性.
基于上述讨论可见,异步时滞切换正系统仍然具

有研究的空间.首先,如何保证异步切换情形下,闭环
切换系统有限时间稳定且同时是个切换正系统是一

个难点;其次,由于多余正 Lyapunov-Krasovskii泛函
是非二次型泛函,这便给有限时间控制器的设计带来
困难.因此,如何改进文献[12,20]中的综合方法,避免
控制器求解的充分条件是双线性矩阵不等式形式是

另一个难点.
本文针对控制器切换滞后于子系统切换形成的

异步现象,研究时变时滞切换正系统有限时间状态反
馈镇定.本文主要贡献在于:1)通过构造适当的非二
次型多余正Lyapunov-Krasovskii泛函,并引入一组参
数向量,避免待求变量出现耦合,直接以线性矩阵不
等式形式获得有限时间镇定的充分条件,不需要额外
的求解算法; 2)实现平均驻留时间约束下异步切换
律和有限时间镇定控制器的联合设计,确保闭环系统
有限时间稳定且为正系统; 3)本文设计方法适用于
一般的连续和离散时变时滞切换正系统,拓宽了切换

正系统设计方法的适用范围.

1 问题描述

考虑如下时变时滞切换系统:δx(t) = Aσ(t)x(t) +Bσ(t)x(t− d(t)) + Fσ(t)u(t),

x(t) = φ(t), t ∈ [−dM , 0].

(1)

其中:x(t) ∈ Rn和u(t) ∈ Rm分别为系统的状态变

量和控制输入; δx(t)在连续系统中表达式为δx(t) =

dx(t)/dt,在离散系统中表达式为 δx(t) = x(t + 1);
σ(t) : [0,∞) → S = {1, 2, . . . , s}是右连续分段常值
函数,代表切换信号,它的取值范围是有限正整数集
合S, s代表子系统的个数; {t1, t2, . . . , tl, . . .}是切换
信号对应的切换时间序列, tl 代表系统第 l个切换瞬

间, l ∈ N+,N+表示正整数;相邻两次切换之间的时
间差称为驻留时间τ , τ = tl+1 − tl;Ai, Bi和Fi是已

知多维度常数矩阵, i ∈ S; d(t)表示时变状态时滞,对
于连续系统,有0 < dm ⩽ d(t) ⩽ dM且 ḋ(t) ⩽ ρ < 1,
对于离散系统,有0 < dm ⩽ d(t) ⩽ dM , dm、dM和ρ

都是已知常数,分别代表时滞的最小值、最大值以及
连续系统情形下时滞变化率的最大值;φ(t)是定义在
区间 [−dM , 0]上的初始向量函数.
定义1 如果对于任意初始条件φ(t) ≻

−
0、输

入u(t) ≻
−

0以及任意切换信号σ(t)始终有x(t) ≻
−

0, ∀t > 0(t ∈ N)成立,则连续 (离散)时变时滞切换
系统 (1)被称为正系统[20].其中:N表示自然数,A ≻
0(A ≻

−
0)表示矩阵A中每一项都大于零(不小于零).
定义2 对于切换信号σ(t)及任意时刻 t2 > t1

> 0,令Nσ(t1, t2)表示该切换信号在时间(t1, t2)上的

切换次数,如果对于给定常数N0 > 0和 τa > 0有

Nσ(t1, t2) ⩽ N0 + (t2 − t1)/τa成立,则称τa为该切换

信号的平均驻留时间,N0为抖振界.不失一般性,本
文取N0 = 0,有

Nσ(t1, t2) ⩽
t2 − t1
τa

. (2)

定义3 对于连续 (离散)切换正系统 (1),存在大
于零的常数C1、C2(C1 < C2)、Tf以及切换信号σ(t),
满足条件

∥x(0)∥ ⩽ C1 ⇒ ∥x(t)∥ ⩽ C2, t ∈ [0, Tf ], (3)

则称系统 (1)关于(C1, C2, Tf , σ(t))有限时间稳定.其

中:C1 = sup
t∈[−dM ,0]

∥x(t)∥, ∥x∥ =

n∑
s=1

|xs|,xs表示n维

向量x的第s项[12].
定义4 如果方阵A的所有非对角元素非负,则
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A被称为Metzler矩阵[8].
对于连续 (离散)系统 (1)而言,状态反馈控制器

u(t) = Kσ(t)x(t),Kσ(t)是待求的控制增益矩阵.但
在实际应用中,由于对子系统的识别需要耗费一定时
间,控制器往往不可能同步于子系统进行切换,而是
滞后于子系统切换.所以,实际的状态反馈控制器为

u(t) = Kσ(t−∆l)x(t), (4)

其中∆l表示控制器切换滞后于子系统切换的时间,
0 ⩽ ∆l ⩽ tl+1 − tl, l ∈ N+.用σ′(t)表示控制器 (4)
真实的切换信号,可以得到σ′(t) = σ(t−∆l),这种
异步切换现象如图1所示.假设在切换时刻tl,子系统
i(i ∈ S)瞬间被激活;切换时刻 tl+1,子系统j(j ∈ S)

瞬间被激活,两个子系统对应的控制器分别在时刻
tl +∆l和tl+1 +∆l+1被激活.将控制器 (4)代入切换
系统(1)得到闭环控制系统

δx(t) = A′
ix(t) +Bix(t− d(t)),

t ∈ [tl +∆l, tl+1);

δx(t) = A′
i,jx(t) +Bjx(t− d(t)),

t ∈ [tl+1, tl+1 +∆l+1).

(5)

其中

A′
i = (Ai + FiKi), A

′
i,j = (Aj + FjKi), i ̸= j.

system

σ( )t0 σ( )t1 σ( )t
l

...

... ...

controller

σ׳( )t0 σ׳( )t1 σ׳( )t
l

... ...

Δ0 Δ1 Δ
l

图 1 子系统和控制器切换信号异步现象

引理1 连续时间切换系统 (5)为切换正系统当
且仅当A′

i和A′
i,j都是Metzler矩阵,且Bi ≻− 0, ∀i, j ∈

S, i ̸= j[21].
引理2 离散时间切换系统(5)为切换正系统,当

且仅当A′
i ≻

−
0、A′

i,j ≻
−

0,且Bi ≻
−

0, ∀i, j ∈ S, i ̸=
j[22].
定义5 对于连续 (离散)异步时滞切换正系统

(5),存在大于零的常数C1,C2(C1 < C2),Tf以及切换

信号σ(t)和σ′(t),满足条件

∥x(0)∥ ⩽ C1 ⇒ ∥x(t)∥ ⩽ C2, t ∈ [0, Tf ], (6)

则称连续 (离散)异步时滞切换正系统 (5)关于
(C1, C2, Tf , σ(t), σ

′(t))有限时间稳定,其中C1 =

sup
t∈[−dM ,0]

∥x(t)∥.

2 主要结果

2.1 连续时间系统

首先针对连续时间切换正系统 (1),研究其在异
步切换规律下的有限时间镇定.
定理1 考虑连续时间切换正系统 (1),对于给定

的非负常数C1,C2(C1 < C2),Tf ,α,β,λi,j ,µ1,µ2和

向量υi ∈ Rm
+ ,如果存在向量vi, vi,j , gi, gi,j ∈ Rn

+,以
及ξi ∈ Rn, ∀(i, j) ∈ S × S, i ̸= j,满足下列不等式:

AT
i vi + ξi − αvi + gi ≺− 0; (7)

BT
i vi − (1− ρ)eαdmgi ≺− 0; (8)

λi,jυ
T
i F

T
i vi ⩽ υT

i F
T
j vi,j ; (9)

ξi ≺− 0, υT
i F

T
i vi > 0; (10)

AT
j vi,j + λi,jξi − βvi,j + gi,j ≺− 0; (11)

BT
j vi,j − (1− ρ)eβdmgi,j ≺− 0; (12)

Ig(υ
T
i F

T
i viA

T
i + ξiυ

T
i F

T
i )IT

l ⩾ 0, g ̸= l; (13)

Ig(υ
T
i F

T
i viA

T
j + ξiυ

T
i F

T
j )IT

l ⩾ 0, g ̸= l; (14)

vj ≺− µ1vi,j , gj ≺− µµ1gi,j ; (15)

vi,j ≺− µ2vi, gi,j ≺− µµ2gi, (16)

则称连续时间异步时滞切换正系统 (1)关于 (C1, C2,

Tf , σ(t), σ
′(t))有限时间稳定.其中:µ = e−(α+β)dM ,

µ2µ1µ2 > 1,Rn
+表示n维向量且向量的每一项都是

非负实数,

Ig = [

g−1︷ ︸︸ ︷
0 . . . 0 1

n−g︷ ︸︸ ︷
0 . . . 0], Il = [

l−1︷ ︸︸ ︷
0 . . . 0 1

n−l︷ ︸︸ ︷
0 . . . 0].

平均驻留时间下界和状态反馈增益如下:
Tf ln(µ1µ2)

lnC2 − lnϕ−∆(0,Tf )(β − α)
= τ∗

a ⩽ τa, (17)

Ki =
1

υT
i F

T
i vi

υiξ
T
i . (18)

其中:ϕ = (W1 + (eαdM − 1)W2/α)C1/W3,∆(0,Tf ) =

∆0 + ∆1 + . . . + ∆f ,C1 = sup
t∈[−dM ,0]

∥x(t)∥,W1 =

max(vi(s)),W2 = max(gi(s)),W3 = min{vi(s),
vi,j(s)}, s ∈ {1, 2, . . . , n}, vi(s)表示向量vi的第s项.

证明 当 t ∈ [tl + ∆l, tl+1)时,子系统 i对应的

状态反馈控制器为u(t) = Kix(t),此时闭环系统 (1)
的状态方程为 ẋ(t) = A′

ix(t) + Bix(t − d(t)).由不
等式 (13)可知υT

i F
T
i viA

T
i + ξiυ

T
i F

T
i 是Metzler矩阵,

由式 (10)知不等式 (13)两边同时除以υT
i F

T
i vi得到的

AT
i +

ξiυ
T
i F

T
i

υT
i F

T
i vi
依然是Metzler矩阵,将式 (18)代入即

得AT
i +KT

i F
T
i ,所以AT

i +KT
i F

T
i 是Metzler矩阵,因
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而A′
i = (Ai + FiKi)是Metzler矩阵.
构造多余正Lyapunov-Krasovskii泛函如下:

Vi(t) = xT(t)vi +
w t

t−d(t)
eα(t−s)xT(s)gids, (19)

求此泛函一阶导数得

V̇i(t) =

αVi(t) + xT(t)Ai
Tvi + xT(t− d(t))BT

i vi+

xT(t)Ki
TFi

Tvi + xT(t)gi−

(1− ḋ(t))eαd(t)xT(t− d(t))gi =

αVi(t) + xT(t)[(Ai + FiKi)
Tvi + gi − αvi]+

xT(t− d(t))[BT
i vi − (1− ḋ(t))eαd(t)gi] ⩽

αVi(t) + xT(t)[(Ai + FiKi)
Tvi + gi − αvi]+

xT(t− d(t))[BT
i vi − (1− ρ)eαdmgi]. (20)

由式 (18)得KT
i =

1

υT
i F

T
i vi

ξiυ
T
i ,等式两边同乘以

FT
i vi,可得 ξi = KT

i F
T
i vi,再结合式 (7)∼ (9)和 (20),

可得 V̇i(t) ⩽ αVi(t),即

Vi(t) ⩽ eα(t−tl−∆l)Vi(tl +∆l). (21)

当 t ∈ [tl+1, tl+1 + ∆l+1)时,子系统 j对应的

状态反馈控制器为u(t) = Kjx(t),由于异步切换现
象,系统的状态反馈控制器仍为u(t) = Kix(t),所以
此时闭环系统 (1)的状态方程为 ẋ(t) = A′

i,jx(t) +

Bjx(t − d(t)).使用相似方法,由式 (10)、(14)、(18)可
知A′

i,j = (Aj + FjKi)是Metzler矩阵.由引理1可知
连续系统(5)是正系统.

构造多余正Lyapunov-Krasovskii泛函如下:

Vi,j(t) = xT(t)vi,j +
w t

t−d(t)
eβ(t−s)xT(s)gi,jds,

(22)

求此泛函一阶导数得

V̇i(t) =

αVi,j(t) + xT(t)Ai
Tvi,j + xT(t− d(t))BT

i vi,j+

xT(t)Ki
TFi

Tvi,j + xT(t)gi,j−

(1− ḋ(t))eαd(t)xT(t− d(t))gi,j =

αVi,j(t) + xT(t)[(Ai + FiKi)
Tvi,j + gi,j − αvi,j ]+

xT(t− d(t))[BT
i vi,j − (1− ḋ(t))eαd(t)gi,j ] ⩽

αVi,j(t) + xT(t)[(Ai + FiKi)
Tvi,j + gi,j − αvi,j ]+

xT(t− d(t))[BT
i vi,j − (1− ρ)eαdmgi,j ]. (23)

结式合(9)、(10)和(18)可得

KT
i F

T
j vi,j = ξi

υT
i F

T
j vi,j

υT
i F

T
i vi

≺
−
λi,jξi,

再结合式(11)得

AT
j vi,j +KT

i F
T
j vi,j − βvi,j + gi,j ≺− 0. (24)

由式(12)、(23)、(24)得 V̇i,j(t) ⩽ βVi,j(t),即

Vi,j(t) ⩽ eβ(t−tl+1)Vi,j(tl+1). (25)

t1 < t2 < . . . < tf是有限时间区间 [t0, Tf ]内

的切换时刻,针对连续异步时滞切换正系统 (5)使用
余正Lyapunov-Krasovskii泛函方法,结合式 (2)、(15)、
(16)、(21)、(25)得

Vσ(t)(t) ⩽

eα(t−tl−∆l)Vσ(tl+∆l)(tl +∆l) ⩽

µ1eα(t−tl−∆l)Vσ((tl+∆l)
−)((tl +∆l)

−) ⩽

µ1eα(t−tl−∆l)eβ∆lVσ′(tl),σ(tl)(tl) ⩽

µ1µ2eα(t−tl−∆l)eβ∆lVσ(t−l )(t
−
l ) ⩽

µ1µ2eα(t−tl−∆l)eβ∆leα(tl−tl−1−∆l−1)×

Vσ(tl−1+∆l−1)(tl−1 +∆l−1) . . . ⩽

(µ1µ2)
Nσ(t0,t)eα(t−t0)+(β−α)(∆l+...+∆0)Vσ(t0)(t0) ⩽

(µ1µ2)
Nσ(t0,t)eα(t−t0)+∆(t0,t)(β−α)Vσ(t0)(t0) ⩽

(µ1µ2)
Tf/τaeαTf+∆(0,Tf )(β−α)

Vσ(0)(0). (26)

由式(19)可知

Vσ(0)(0) =

xT(0)vσ(0) +
w 0

−d(0)
e−αsxT(s)gσ(0)ds ⩽

xT(0)[W1, . . . ,W1]
T+w 0

−d(0)
e−αsxT(s)[W2, . . . ,W2]

Tds ⩽

xT(0)[W1, . . . ,W1]
T+

W2 sup
t∈[−dM ,0]

∥x(t)∥
w 0

−d
e−αsds ⩽

(W1 + (eαdM − 1)W2/α) sup
t∈[−dM ,0]

∥x(t)∥ ⩽

(W1 + (eαdM − 1)W2/α)C1. (27)

由式(19)、(22)可得

W3∥x(t)∥ ⩽ xT(t)vσ(t) < Vσ(t)(t), (28)

结合式(26)∼ (28)得

∥x(t)∥ < (µ1µ2)
Tf/τaeαTf+∆(0,Tf )(β−α)

ϕ. (29)

由条件(17)得
Tf ln(µ1µ2)

lnC2 − lnϕ−∆(0,Tf )(β − α)
< τa,

Tf

τa
<

lnC2 − lnϕ−∆(0,Tf )(β − α)

ln(µ1µ2)
,

(µ1µ2)
Tf/τaeαTf+∆(0,Tf )(β−α)

ϕ < C2,
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所以∥x(t)∥ < C2. 2
注1 定理1中C1,C2(C1 < C2),Tf是根据实际

系统设置的参数;非负常数λi,j以及非负向量υi ∈
Rm

+没有额外限制应优先给定;从定理1的线性矩阵
不等式限制条件可以看出,参数α和β的取值越大越

有利于得到线性矩阵不等式组的可行解,所以应该优
先选取较小的α和β值,没有可行解的时候再依次增
大α和β的值,而参数µ1、µ2应该满足µ2µ1µ2 > 1条

件,所以应该优先选取较大的非负常数,在没有可行
解时,再依次减,直到得到可行解.

2.2 离散时间系统

下面针对离散时间切换正系统 (1),研究其在异
步切换规律下的有限时间镇定.

定理2 考虑离散时间切换正系统 (1),对于给定
的非负常数C1,C2(C1 < C2),Tf ,ω, θ,λi,j ,µ1,µ2以

及向量υi ∈ Rm
+ ,如果存在向量vi, vi,j , gi, gi,j ∈ Rn

+,
以及ξi ∈ Rn, ∀(i, j) ∈ S × S, i ̸= j,满足下列不等式:

AT
i vi + ξi − eωvi + (dM − dm + 1)gi ≺− 0; (30)

BT
i vi − eωdmgi ≺− 0; (31)

λi,jυ
T
i F

T
i vi ⩽ υT

i F
T
j vi,j ; (32)

ξi ≺− 0, υT
i F

T
i vi > 0; (33)

AT
j vi,j + λi,jξi − eθvi,j + (dM − dm + 1)gi,j ≺− 0;

(34)

BT
j vi,j − eθdmgi,j ≺− 0; (35)

υT
i F

T
i viA

T
i + ξiυ

T
i F

T
i ≻

−
0; (36)

υT
i F

T
i viA

T
j + ξiυ

T
i F

T
j ≻

−
0; (37)

vj ≺− µ1vi,j , gj ≺− µµ1gi,j ; (38)

vi,j ≺− µ2vi, gi,j ≺− µµ2gi, (39)

则称离散时间异步时滞切换正系统 (1)关于 (C1, C2,

Tf , σ(k), σ
′(k))有限时间稳定.其中:µ = e−(ω+θ)dM ,

µ2µ1µ2 > 1.
平均驻留时间下界和状态反馈增益分别为

Tf ln(µ1µ2)

lnC2 − lnϕ−∆(0,Tf )(θ − ω)
= τ∗

a ⩽ τa, (40)

Ki =
1

υT
i F

T
i vi

υiξ
T
i . (41)

其中:ϕ = (W1 + W2(eω(dM+1) − eωdm − eω +

1))C1/W3,∆(0,Tf ) = ∆0 + ∆1 + . . . + ∆f ,C1 =

sup
k∈[−dM ,0]

∥x(k)∥,W1 = max(vi(s)),W2 = max(gi(s)),

W3 = min{vi(s), vi,j(s)}, s ∈ {1, 2, . . . , n}, vi(s)表
示向量vi的第s项.
证明 同理,由式 (33)、 (26)、 (37)和 (41)可知

Ai + FiKi ≻
−

0,Aj + FjKi ≻
−

0,根据引理2可知此
离散系统(5)为正系统.

k1 < k2 < . . . < kf是有限时间区间 [k0, Tf ]

内的切换时刻,当 k ∈ [kl + ∆l, kl+1),构造多余正
Lyapunov-Krasovskii泛函如下:

Vi(k) =xT(k)vi +

k−1∑
s=k−d(k)

eω(k−s−1)xT(s)gi+

−dm∑
π=−dM+1

k−1∑
s=k+π

eω(k−s−1)xT(s)gi.

由式(5)可得

Vi(k + 1)− eωVi(k) =

xT(k + 1)vi +

k∑
s=k−d(k+1)+1

eω(k−s)xT(s)gi+

−dm∑
π=−dM+1

k∑
s=k+π+1

eω(k−s)xT(s)gi − xT(k)eωvi−

−dm∑
π=−dM+1

k−1∑
s=k+π

eω(k−s)xT(s)gi−

k−1∑
s=k−d(k)

eω(k−s)xT(s)gi ⩽

xT(k)(AT
i vi +KT

i F
T
i vi − eωvi + (dM − dm+

1)gi) + xT(k − d(k))(BT
i vi − eωdmgi). (42)

结合式(30)、(31)、(41)、(42)得

Vi(k) ⩽ eω(k−kl−∆l)Vi(kl +∆l).

当 k ∈ [kl, kl + ∆l)时,构造多余正Lyapunov-
Krasovskii泛函如下:

Vi,j(k) =xT(k)vi,j +
k−1∑

s=k−d(k)

eθ(k−s−1)xT(s)gi,j+

−dm∑
π=−dM+1

k−1∑
s=k+π

eθ(k−s−1)xT(s)gi,j .

由式(5)可得

Vi,j(k + 1)− eθVi,j(k) =

xT(k + 1)vi,j +

k∑
s=k−d(k+1)+1

eθ(k−s)xT(s)gi,j+

k∑
s=k+π+1

eθ(k−s)xT(s)gi,j − xT(k)eθvi,j−

−dm∑
π=−dM+1

k−1∑
s=k+π

eθ(k−s)xT(s)gi,j−

k−1∑
s=k−d(k)

eθ(k−s)xT(s)gi,j ⩽
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xT(k)(AT
j vi,j +KT

i F
T
j vi,j − eθvi,j + (dM − dm+

1)gi,j) + xT(k − d(k))(BT
j vi,j − eθdmgi,j). (43)

由式(32)、(33)、(41)可得

KT
i F

T
j vi,j = ξi

υT
i F

T
j vi,j

υT
i F

T
i vi

≺
−
λi,jξi,

结合式(34)、(35)、(43)得

Vi,j(k) ⩽ eθ(k−kl)Vi,j(kl). (44)

易知

V (0) =

xT(0)vσ(0) +

0−1∑
s=0−d(0)

eω(0−s−1)xT(s)gσ(0)+

−dm∑
π=−dM+1

0−1∑
s=0+π

eω(0−s−1)xT(s)gσ(0) ⩽

C1(W1 +W2(eω(dM+1) − eωdm − eω + 1)).

与定理 1证明相似,由式 (30)∼ (41)同理可得 ∥x(t)∥
< (µ1µ2)

Tf/τaeωTf+∆(0,Tf )(θ−ω)
ϕ < C2. 2

注2 关于参数的选取,由定理2的线性矩阵不
等式限制条件可以看出,在满足条件时参数ω和θ的

取值越大越有利于得到线性矩阵不等式组的可行解,
所以应该优先选取较小的ω和θ值,没有可行解时再
依次增大ω和θ的值.其他参数的选取原则与注1相
同.

3 仿真示例

下面分别给出一个应用实例和一个数值仿真来

验证结果的有效性.
例1 考虑一个工程上常见的异步时滞切换正

系统应用实例来验证所得结论的有效性.具有两个
传输节点的数据传输网络如图2所示[5],大量的数据
包通过这个传输网络从控制中心C传输到通讯终端
T,整个系统将在两种工作模式下进行切换:繁忙模式
和空闲模式,所以该网络系统可以描述为由两个子系
统组成的切换系统.图中x(t)代表所有节点处理的

数据量,而数据量为非负变量,所以此网络系统可用
正系统描述;u(t)代表控制输入,本例中u(t)用来控

制网络系统防止数据传输出现拥塞而造成数据包丢

!"#$C

!"%& u

x
1 x

2
x

1 x
2

'()*

+,-.

!"%/

'(01T

23-.

图 2 两节点的数据传输网络模型

失;系统实际工作时,数据传输在时间上也存在滞后
现象,所以此网络系统也是时滞系统;系统在两种工
作模式间转换时,需要一定时间来判定系统工作模式
然后选择对应的控制器,所以会出现控制器切换滞后
于子系统切换现象,即异步现象.综上所述,这个通讯
网络完全可以用异步时滞切换正系统模型来描述.

不失一般性,作以下设定: 1)所有的数据包从控
制中心C传输到通讯终端T所用时间在Tf = 20 s
之内; 2)整个网络系统所能承受的数据传输上限为
2 Gb,即x1(t) + x2(t) ⩽ 2, ∀t ∈ [0, Tf ].系统参数如
下:

A1 =

[
−0.2 0.6

0.4 −0.2

]
, B1 =

[
0 0

0.2 0.18

]
,

A2 =

[
0 0.03

0.03 0

]
, B2 =

[
0.02 0

0.01 0.02

]
,

F1 =

[
0.05

0.02

]
, F2 =

[
0.06

0.03

]
,

dm = 0.1, dM = 0.2, ρ = 0.1,

∆(0,Tf ) = 2, φ(t) = [0 0]T.

其中: dm表示数据传输过程延时的最小值, dM表示
数据传输过程延时的最大值, ρ表示时变时滞的最大
变化率,∆(0,Tf )则表示数据传输网络在 [0, Tf ]时间段

内用于识别子系统模态所用的总时间,即控制器切换
滞后于子系统切换的总时间.

根据注1中所述原则选取C1 = 0.1,C2 = 2,α =

0.42,β = 0.5,µ1 = 1.11,µ2 = 1.1,λ1,2 = 0.6,λ2,1 =

0.8, υ1 = 1, υ2 = 1,求解LMIs (7)∼ (16)得

v1 = [80.417 7 99.086 4]T,

g1 = [14.193 5 13.357 4]T,

v2 = [76.752 1 91.012 3]T,

g2 = [14.196 4 13.358 3]T,

ξ1 = [−6.028 7 − 2.463 9]T,

ξ2 = [−2.645 0 − 1.709 1]T,

v12 = [77.177 4 91.091 5]T,

g12 = [14.131 0 13.297 6]T,

v21 = [81.804 4 96.344 0]T,

g21 = [14.133 2 13.298 8]T,

W1 = 99.086 4, W2 = 14.196 4, W3 = 76.752 1,

τ∗
a = 1.556 4,

K1 = [−1.004 3 − 0.410 5],

K2 = [−0.360 6 − 0.233 0].
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其中τ∗
a为平均驻留时间下界;K1、K2、K3为控制增

益矩阵.
为了验证数据传输网络系统有限时间镇定效果,

进一步选取 τa = 2、x(0) = [0.06 0.04]T以及初始

子系统模态σ(0) = 1.图3为子系统切换信号σ(t),
以及自治系统在切换信号 σ(t)作用下的状态响应

||x(t)||,易知自治系统不满足给定的有限时间稳定;
图4为子系统切换信号σ(t)和控制器切换信号σ′(t),
以及受控系统在切换信号σ(t)、σ′(t)作用下的状态

响应 ||x(t)||.由图 4可以看出,依据定理 1设计的切
换律和控制器能够使这个网络传输控制系统关于

(0.1, 2, 20, σ(t), σ′(t))有限时间稳定,即不会出现数
据拥塞现象.
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图 3 连续时间自治系统状态响应 ||x(t)||
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图 4 连续时间受控系统状态响应 ||x(t)||

例2 考虑离散时间切换系统(1),参数如下:

A1 =

[
1.2 0.48

0.6 0.5

]
, B1 =

[
0.1 0

0 0

]
,

A2 =

[
0.5 0.45

0.62 0.54

]
, B2 =

[
0.1 0

0 0

]
,

F1 =

[
0.3

0.3

]
, F2 =

[
0.25

0.32

]
,

dm = 1 , dM = 2, Kf = 20,

∆(0,Kf ) = 4, φ(k) = [0 0]T.

根据注 2原则选取C1 = 1,C2 = 10,ω =

0.04, θ = 0.1,µ1 = 1,µ2 = 1.1,λ1,2 = 0.6,λ2,1 =

0.8, υ1 = 1, υ2 = 1,求解LMIs (30)∼ (39)得

v1 = [49.374 4 50.178 9]T,

g1 = [8.905 0 12.856 0]T,

v2 = [53.009 9 66.141 2]T,

g2 = [8.930 2 12.969 6]T,

v12 = [60.759 3 70.853 4]T,

g12 = [11.219 4 15.992 5]T,

v21 = [56.034 1 53.684 3]T,

g21 = [10.738 7 15.722 0]T,

ξ1 = [−49.148 3 − 20.089 5]T,

ξ2 = [−62.328 3 − 19.971 2]T,

W1 = 66.141 2, W2 = 12.969 6, W3 = 49.374 4,

τ∗
a = 4.581 8,

K1 = [−1.645 6 − 0.672 7],

K2 = [−1.810 9 − 0.580 3].

其中: τ∗
a为子系统切换的平均驻留时间下界;K1、K2

为控制增益矩阵.
为了验证离散系统有限时间镇定效果,进一步选

取 τa = 5, x(0) = [0.6 0.4]T以及初始子系统模态

σ(0) = 1.由图5和图6可以看出,依据定理2设计的
切换律和控制器能够使离散异步时滞切换正系统关

于(1, 10, 20, σ(k), σ′(k))有限时间稳定.
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图 5 离散时间自治系统状态响应 ||x(k)||
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4 结 论

使用余正型Lyapunov函数不但可以体现系统的
非负特性而且可以刻画非二次型能量函数.本文基
于多余正Lyapunov-Krasovskii泛函及平均驻留时间
方法,研究连续时间时滞切换正系统和离散时间时滞
切换正系统的异步切换有限时间镇定问题,给出异步
时滞闭环切换正系统有限时间镇定下切换律和控制

器存在的充分条件.
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