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摘 要: 考虑含有输入时延的多输入单输出受控滑动平均自回归系统模型的参数和时延估计问题.参数化后的
系统模型具有稀疏特性,受递阶辨识原理和压缩感知理论的启发,结合梯度搜索原理和匹配追踪思想提出针对该
模型的梯度追踪迭代辨识算法.相比正交匹配追踪迭代算法,所提出的算法计算量较小且具有较高的辨识效
率.最后通过数值仿真实例验证所提出算法的有效性.
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Parameter and time delay estimation algorithm based on gradient pursuit
for multi-input C-ARMA systems
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Abstract: This paper considers the parameters and input time delays identification for multiple-input single-output
controlled auto-regressive moving average (MISO C-ARMA) systems with unknown input time delays. The parameterized
model can be treated as a sparse system. According to the hierarchical identification principle, gradient search principle
and matching pursuit idea, a gradient pursuit iterative-based algorithm is presented to simultaneously estimate parameters
and time delays of MISO C-ARMA systems. The proposed algorithm can reduce the computational cost compared with
the orthogonal matching pursuit iterative-based algorithm. Finally, a simulation example is given to show the effectiveness
of the proposed algorithm.
Keywords: parameter estimation；time delay；gradient pursuit；multi-input；hierarchical principle；sparse

0 引 䀰

在实际的工业过程控制中,时延是一种普遍存在
的现象.例如冶金、石油蒸馏、化工过程中原材料的
输送,加热炉加热、冷库制冷等过程中都存在较大时
延的现象.时延是工业过程中需要面对的一个重要
问题,同参数辨识一样关系到系统的控制效果和最终
实际效益,是需要严肃对待的科学问题.对于含有时
延系统的辨识,通常是先对时延进行估计,在获得系
统的时延估计后,再对系统参数进行辨识,最终得到
完整的系统模型.常用的时延估计方法有Smith预估

法、最优控制法等,也可直接加载系统激励,测量系统
响应时间,从而得到系统的时延估计.文献 [1]给出了
一种加载阶跃激励、测量系统阶跃响应的方法,直接
估计系统的参数和时延.近年来,随着研究人员的不
断深入,各种新的方法不断涌现.例如:文献 [2]采用
鲁棒自适应方法对系统时延进行了估计;文献 [3]采
用T-S模糊模型对系统的时滞进行估计并实现控制;
文献 [4]基于递阶辨识原理,结合牛顿迭代搜索和梯
度搜索[5]方法对系统的参数和时滞进行了估计.文
献 [1-4]中方法对单输入系统能够获得较好的效果,
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当推广到多输入系统后,由于输入增加且各个通道的
情况各不相同,将会导致算法的复杂度和计算量大幅
增加,需要耗费更多的资源,特别是在一些特殊情况
下,单纯加载激励与实际工况不一致,难以获得良好
的估计结果,从而导致较差的控制效果.因此,如何在
耗费较少资源的情况下,实现对含有时延的多输入系
统参数和时延的联合估计是一项十分有意义的工作.

对于多输入系统进行辨识,一种常用的方法是将
其分解为多个单输入单输出系统.当系统输入含有
未知时延时,可以预估时延的大小,采取适当规模的
过参数化方法,得到稀疏的参数向量[6](参数向量中
只有少量的关键非零参数,其余参数均为零).对含有
过参数化的高维参数向量系统模型进行辨识,若采用
常规算法如最小二乘类算法[7]、梯度算法[8]、极大似

然算法[9]等,需要大量的采样测量数据,增大了辨识
成本.在极端情况下,某些系统只能获得有限的采样
数据,因此常规算法是不完全适用的.针对参数向量
的稀疏特性,结合压缩感知思想[10]实现对稀疏参数

向量的估计.贪婪算法[11]是一种最为常用的压缩感

知重构方法,例如正交匹配追踪算法、块正交匹配追
踪算法、压缩采样匹配追踪算法等.在多输入系统的
参数和时延辨识方面:文献 [12]采用正交匹配追踪算
法及其改进方法,实现了对含有未知时延的多输入受
控自回归系统的参数与时延的联合估计;文献 [13]针
对含有时延的多输入受控自回归系统,采用梯度方法
实现了参数与时延的联合估计;文献 [14]采用辅助模
型与压缩采样匹配追踪相结合的方法对一类闭环系

统实现辨识;文献 [15]针对含有时延的多输入方程误
差类系统,结合辅助模型辨识思想和正交匹配追踪方
法,实现了参数和时延的估计.这类算法能够根据有
限的采样测量数据获得较好的辨识效果,节约了辨识
成本.
针对受有色噪声干扰且含有未知时延的多输入

受控自回归系统,文献 [16]基于递阶原理给出了正交
匹配追踪迭代算法,该算法在计算过程中的核心是运
用最小二乘方法,需要对信息矩阵求逆,具有较大的
计算量.为了减少计算量,进一步提高辨识效率,本文
基于递阶辨识思想和梯度搜索原理,研究含有未知时
延的多输入单输出的受控自回归滑动平均系统的参

数与时延的联合估计方法.

1 系统描述

考虑如图1所示的含有输入时延的多输入单输
出受控滑动平均自回归(MISO C-ARMA)系统:

y(t) =

r∑
i=1

z−τiBi(z)ui(t) +
D(z)

C(z)
v(t). (1)

其中:系统含有r个独立输入;ui(t)、τi分别是第 i个

通道的输入和时延; y(t)是系统输出; {v(t)}是零均
值方差为σ2的白噪声序列;Bi(z)、C(z)和D(z)均是

时间移位算子z−1的常系数多项式,且有

Bi(z) := bi1z
−1 + bi2z

−2 + . . .+ binbi
z−inbi ,

C(z) := 1 + c1z
−1 + c2z

−2 + . . .+ cnc
z−nc ,

D(z) := 1 + d1z
−1 + d2z

−2 + . . .+ dnd
z−nd .

这里系统阶次nbi、nc、nd已知,参数及输入通道时滞
τi未知.不失一般性,假设当 t ⩽ 0时, y(t) = 0, ui(t)

= 0, v(t) = 0.

u t1( )
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B z2( )
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z
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z
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z
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图 1 MISO C-ARMA系统

由于输入通道中含有未知时延,采用过参数化
方法,令输入数据的回归长度满足[13]l ⩾ max(τi +
nbi).定义系统信息向量φs(t)、噪声信息向量φn(t)、

信息参数向量θs、噪声参数向量θn如下:

φs(t) := [φT
1 (t),φ

T
2 (t), . . . ,φ

T
r (t)]

T;

φn(t) := [−w(t− 1),−w(t− 2), . . . ,−w(t− nc),

v(t− 1), v(t− 2), . . . , v(t− nd)]
T;

θs := [θT
1 ,θ

T
2 , . . . ,θ

T
r ]

T;

θn := [c1, c2, . . . , cnc
, d1, d2, . . . , dnd

]T;

φi(t) := [ui(t− 1), . . . , ui(t− τi), ui(t− τi − 1),

. . . , ui(t− τi − nbi), . . . , ui(t− l)]T;

θi := [0, . . . , 0, bi1, bi2, . . . , binbi
, 0, . . . , 0]T. (2)

定义中间变量

w(t) :=
D(z)

C(z)
v(t) = [1− C(z)]w(t) +D(z)v(t) =

φT
n (t)θn + v(t),

则式(1)可改写为

y(t) =

r∑
i=1

φT
i (t)θi + w(t) = φT(t)θ + v(t). (3)

其中:φ(t) = [φT
s (t),φ

T
n (t)]

T,θ = [θT
s ,θ

T
n ]

T ∈ RN ,

N = lr+nc +nd.由式(2)可知,参数向量θ是仅有少

量的非零参数的高维稀疏向量. MISO C-ARMA系统
可作为稀疏系统进行辨识.
当有m组采样数据时,有

Y := [y(t+ 1), y(t+ 2), . . . , y(t+m)]T ∈ Rm;
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Φ := [φ(t+ 1),φ(t+ 2), . . . ,φ(t+m)]T ∈ Rm×N ;

V := [v(t+ 1), v(t+ 2), . . . , v(t+m)]T ∈ Rm.

可得式(3)的堆积形式为

Y = Φθ + V . (4)

文献 [16]给出了针对该系统的正交匹配追踪迭
代算法,其核心步骤为最小二乘方法.为减小计算量、
提高辨识效率,下面采用梯度追踪迭代辨识算法进行
辨识.

2 梯度追踪迭代辨识算法

根据压缩感知重构理论,图1所示系统的辨识问
题可描述为

θ̂ = arg min ∥θ∥0; s.t. ∥Y −Φθ∥ < ε.

其中: ε > 0为设定的允许误差, ∥θ∥0为θ的零范数.
将式 (4)改写为如下线性组合加噪声向量的形

式:

Y = ϕ1θ1 + ϕ2θ2 + . . .+ ϕiθi + . . .+ ϕNθN + V ,

其中ϕi、θi(i = 1, 2, . . . , N)分别为信息矩阵的第 i列

和参数向量的第 i个参数.由于参数向量θ稀疏,上式
的右侧只有少量关键非零项.辨识目标即确定少量
非零项的位置,根据采样测量数据估计非零参数,并
结合先验条件实现对时延的估计.
由于Φ中包含未知的噪声信息−w(t−i)、v(t−i),

难以确定非零参数的位置.解决思路是:采用递阶
辨识和交互估计原理,令k = 1, 2, . . .为更新未知噪

声项的迭代变量,用k − 1次的估计值 ŵk−1(t − i)、

v̂k−1(t− i)代替未知的−w(t− i)、v(t− i).替代后的
信息向量φ(t)表示为

φ̂k(t) = [φT
s (t),−ŵk−1(t− 1),−ŵk−1(t− 2), . . . ,

− ŵk−1(t− nc), v̂k−1(t− 1),

v̂k−1(t− 2), . . . , v̂k−1(t− nd)]
T. (5)

结合式 (2)与 (3),−w(t − i)、v(t − i)的估计值

ŵk−1(t− i)、̂vk−1(t− i)可由下式计算:

ŵk(t− i) = y(t− i)− φ̂T
s,k(t− i)θ̂s,k,

v̂k(t− i) = ŵk(t− i)− φ̂T
n,k(t− i)θ̂n,k. (6)

定义q为选择非零参数的内部迭代变量,λk,q为

索引,表示第k次迭代更新信息矩阵后第q次内部迭

代所确定非零参数的位置;Λk,q为索引集; Φ̂Λk,q
为由

索引集指示的 ϕ̂i构成的子信息矩阵; θ̂k,q为第k, q次

迭代得到的参数估计; ϑ̂k,q ∈ RN为第k, q次根据

Λk,q重构的参数向量;每次迭代的残差用rk,q表示.

由式 (5)与 (6)可重构不含未知项的信息向量和
信息矩阵

φ̂k(t) = [φT
s (t),−ŵk−1(t− 1),−ŵk−1(t− 2),

. . . ,−ŵk−1(t− nc), v̂k−1(t− 1),

v̂k−1(t− 2), . . . , v̂k−1(t− nd)]
T, (7)

Φ̂k = [φ̂k(t+ 1), φ̂k(t+ 2), . . . , φ̂k(t+m)]T.

定义残差

rk,q := Y − Φ̂kϑ̂k,q (8)

为确定关键非零参数位置,定义准则函数

εk,q(i) := ∥ϕiθi − rk,q−1∥2, i = 1, 2, . . . , N.

使εk,q(i)最小的ϕiθi即为第q次迭代所要确定的非

零参数.极小化 εk,q(i)有 θi =
ϕT

i rk,q−1

∥ϕi∥2
,将 θi代回

εk,q(i)可得

εk,q(i) = min
θi

∥ϕiθi − rk,q−1∥2 =

∥rk,q−1∥2 −
( ϕT

i

∥ϕi∥
rk,q−1

)2

. (9)

由式 (9)可知,当rk,q−1与
ϕT

i

∥ϕi∥
内积最大时, εk,q(i)有

最小值.即第q次迭代确定的索引为

λk,q = arg max
i∈Ω\Λk,q−1

∣∣∣⟨rk,q−1,
ϕi

∥ϕi∥

⟩∣∣∣, (10)

由λk,q分别更新索引集Λk,q和子信息矩阵Φ̂Λk,q
,有

Λk,q := Λk,q−1

∪
λk,q,

Φ̂Λk,q
:= Φ̂Λk,q−1

∪
ϕλk,q

. (11)

为了获得非零参数的估计,定义准则函数

J(θk,q) = ∥Y − Φ̂Λk,q
θk,q∥2.

采用负梯度搜索原理[5],极小化J(θk,q)可得迭

代算法

θ̂k,q = θ̂k,q−1 −
µk,q

2
grad[J(θ̂k,q−1)] =

θ̂k,q−1 + µk,qΦ̂
T
Λk,q

[Y − Φ̂Λk,q
θ̂k,q−1], (12)

其中µk,q为迭代步长.
值得注意的是:因为等式右边 θ̂k,q−1为q−1维向

量,式 (12)无法得到第 q次迭代的估计.为了解决这
一问题,在 θ̂k,q−1中应根据Λk,q对应地增加一个零元

素,重构q维的参数向量 θ̂Λk,q
代替式 (12)中的 θ̂k,q−1,

即

θ̂k,q = θ̂Λk,q
+ µk,qΦ̂

T
Λk,q

[Y − Φ̂Λk,q
θ̂Λk,q

]. (13)

值得说明的是Φ̂Λk,q
θ̂Λk,q

= Φ̂Λk,q
θ̂k,q−1.

将式(13)代入J(θk,q)可求得最佳迭代步长
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g(µk,q) = J(θ̂k,q) =

∥Y − Φ̂Λk,q
θ̂Λk,q

∥2 − 2µk,q∥Φ̂T
Λk,q

[Y −

Φ̂Λk,q
θ̂Λk,q

]∥2+µ2
k,q∥Φ̂Λk,q

Φ̂T
Λk,q

[Y − Φ̂Λk,q
θ̂Λk,q

]∥2.

对µk,q求导并令其为零,则有

∂g(µk,q)

∂µk,q
= − 2∥Φ̂T

Λk,q
[Y − Φ̂Λk,q

θ̂Λk,q
]∥2+

2µk,q∥Φ̂Λk,q
Φ̂T

Λk,q
[Y− Φ̂Λk,q

θ̂Λk,q
]∥2= 0.

可得最佳迭代步长µk,q为

µk,q =
∥Φ̂T

Λk,q
[Y − Φ̂Λk,q

θ̂Λk,q
]∥2

∥Φ̂Λk,q
Φ̂T

Λk,q
[Y − Φ̂Λk,q

θ̂Λk,q
]∥2

=

rT
k,q−1Φ̂Λk,q

∇k,q

∥Φ̂Λk,q
∇k,q∥2

=

⟨rk,q−1, Φ̂Λk,q
∇k,q⟩

∥Φ̂Λk,q
∇k,q∥2

, (14)

其中∇k,q := Φ̂T
Λk,q

[Y −Φ̂Λk,q
θ̂Λk,q

].残差rk,q可由式

(8)计算,但需要进行矩阵和向量的乘法运算,计算量
较大.为进一步减小计算量,将式(13)代入(8)可得

rk,q = rk,q−1 − µk,qΦ̂Λk,q
∇k,q. (15)

式 (15)为rk,q的递推表达式,由于Φ̂Λk,q
∇k,q和rk,q−1

已得到,式(15)与(8)相比可减少计算量.
由式 (6)∼ (15)可得含有未知时延的MISO

C-ARMA系统的梯度追踪迭代 (gradient pursuit
iterative, GPI)辨识算法.具体实施步骤如下.

step 1:收集有限的输入输出数据{ui(t), y(t) : i =

1, 2, . . . , r; t = 1, 2, . . . ,m},设定参数估计精度ε.
step 2:设置初值,令r0,0 = Y ,Λ0,0 = ∅,ΦΛ0,0

=

∅, θ̂0 = 0.
step 3:由式(7)构造堆积信息矩阵Φ̂k.
step 4:根据式 (10)确定索引λq,并根据式 (11)更

新集合Λk,q和子信息矩阵Φ̂Λk,q
.

step 5:根据Λk,q由 θ̂Λk,q−1
构造 θ̂Λk,q

.
step 6:由式 (14)计算迭代步长;由式 (13)计算参

数估计 θ̂k,q;并根据Λk,q将 θ̂k,q恢复为N维的ϑ̂k,q.
step 7:比较ϑ̂k,q和ϑ̂k,q−1,如果∥ϑ̂k,q−ϑ̂k,q−1∥ >

ε0,则由式 (15)更新残差rk,q,且令 q = q + 1,回到
step 4继续迭代;否则迭代停止,获得第k次迭代的参

数估计向量 θ̂k.
step 8:由式(6)根据 θ̂k更新−ŵk(t− i), v̂k(t− i).
step 9:比较 θ̂k和 θ̂k−1,如果∥θ̂k − θ̂k−1∥ > ε,则

令k = k+1,回到step 3继续迭代;否则得到参数向量
估计 θ̂.
根据参数估计值 θ̂ ∈ RN结构,输入通道数据回

归长度 l以及nbi、nc、nd等先验知识,可计算得到各
输入通道的时延

τ̂1 = n1, τ̂i = ni − (l − τ̂i−1 − nbi), i = 2, 3, . . . , r,

(16)

其中ni为参数向量 θ̂ ∈ RN中第i个零元素块所包含

的零元素数目.

3 计算量分析

与文献 [16]中的正交匹配追踪迭代 (OMPI)算

表 1 GPI算法和OMPI算法计算量比较

算法 变量 计算序列 乘法次数 加法次数

Sk,q := Φ̂T
Λk,q

Φ̂Λk,q
q2m q2(m − 1)

θ̂k,q
S′

k,q := S−1
k,q q3 q3 − q2

βk,q := Φ̂T
Λk,q

Y qm q(m − 1)

OMPI θ̂k,q = S′
k,qβk,q q2 q(q − 1)

rk,q rk,q := Y − Φ̂kϑ̂k,q qmN qmN

总计 (N1)
K∑

q=1

[2q
3
+ 2q

2
m + 2q(mN + m − 1)]

∇k,q = Φ̂T
Λk,q

[Y − Φ̂Λk,q
θ̂Λk,q

] 2qm (2m − 1)q

Qk,q := Φ̂Λk,q
∇k,q qm (q − 1)m

θ̂k,q
µk,q =

⟨rk,q−1,Qk,q⟩
∥Qk,q∥2

2m + 1 2(m − 1)

GPI θ̂k,q = θ̂k,q−1 + µk,q∇k,q q q

rk,q rk,q = rk,q−1 − µk,qQk,q N N

总计 (N2)
K∑

q=1

[6qm + 3m + 2N + q − 1]
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法相比, GPI算法不需要计算协方差矩阵Sk :=

[Φ̂T
Λk,q

ΦΛk,q
]−1,因而有较小的计算量.算法的计算量

通常可以用浮点预算次数计算 (即每次迭代所需的
加法次数和乘法次数)[17].为了有效地说明, OMPI算
法和GPI算法的计算量如表1所示 (相同步骤的计算
量不再比较).
显然计算量N1 > N2,表明文中针对含有未知

时延MISO C-ARMA系统提出的GPI算法计算量与
OMPI算法计算量相比较小.

4 仿真实例

考虑如下含有未知输入时延的MISO C-ARMA
模型:

y(t) =

3∑
i=1

z−τiBi(z)ui(t) +
D(z)

C(z)
v(t),

B1(z) = 1.85z−1 + 1.20z−2,

B2(z) = −1.00z−1 + 0.90z−2,

B3(z) = −1.90z−1 + 0.60z−2,

C(z) = 1− 0.70z−1,

D(z) = 1 + 0.20z−1.

系统输入通道的时滞分别为 τ1 = 9, τ2 = 14,

τ3 = 19.取 l = 40,系统的参数向量为

θ = [09, 1.85, 1.20,043,−1.00, 0.90,043,−1.90,

0.60,019,−0.70, 0.20]T ∈ RN ,

其中0i表示有 i个零元素的块. N = lr + nc + nd =

122,关键非零参数为

K =

3∑
i=1

nbi + nc + nd = 8.

仿真时,输入{ui(t)}采用零均值单位方差随机
不相关序列,噪声{v(t)}为零均值方差为σ2的白噪

声序列.定义参数估计误差 δ := ∥θ − θ̂k∥/∥θ∥ ×
100%.
取采样数据长度m = 300,当σ2为0.502和1.002

时,采用GPI算法, δ随k的变化如图2所示. GPI算法
预测的系统输出和真实输出及误差如图3所示.当噪
声方差σ2 = 0.502时,估计得到的稀疏参数向量中非
零参数索引及数值如表2所示.
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图 2 不同噪声下参数估计误差随迭代次数k的变化
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图 3 系统真实输出和预测输出比较

表 2 GPI算法得到的稀疏参数向量索引及参数估计

索引值 10 11 55 56 100 101 121 122

参数估计值 1.877 6 1.215 8 −0.933 81 0.890 94 −1.938 2 0.610 47 −0.730 68 0.193 22

在同一台计算机上分别运行OMPI算法和GPI
算法,运行时长分别为 0.487 415 s, 0.435 738 s,表明
GPI算法具有较高的效率,与计算量分析结果相一致.
由表2中的索引位置可知, θ̂中各个零元素块分

别为n1 = 9, n2 = 43, n3 = 43, n4 = 19.结合式 (16)
可计算得到各输入通道的时延为

τ̂1 = n1 = 9,

τ̂2 = n2 − (l − τ̂1 − nb1) =

43− (40− 9− 2) = 14,

τ̂3 = n3 − (l − τ̂2 − nb2) =

43− (40− 14− 2) = 19. (17)

综合图2、图3、表2及式 (17)可知: 1) GPI算法的
参数估计误差随迭代次数k的增加逐渐减少,最终趋
于稳定; 2)在有限采样数据量下, GPI算法能够达到
较好的辨识精度; 3) GPI算法在有效估计参数的同时
能够获得系统时延的估计; 4) GPI算法在不同的噪声
下均能够达到较好的辨识精度,具有一定的鲁棒性.

5 结 论

针对含有未知时滞的MISO C-ARMA系统的参
数与时延估计问题对参数化的系统模型所具有的稀
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疏特征,基于递阶原理和压缩感知思想,采用梯度追
踪算法实现参数辨识和时延估计.所提出的算法能
够有效获取稀疏参数向量中关键非零参数的位置,从
而实现待辨识模型的降维,进而利用有限的测量数据
实现参数和时延估计.与正交匹配追踪迭代算法相
比,所提出的算法在获得较高辨识精度的同时具有较
少的计算量.仿真实例表明该算法是有效的.
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