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二维桥式起重机的滑模控制
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摘 要: 基于滑模控制理论,研究二维桥式起重机的控制器设计问题.首先,考虑小车端受到外界干扰的情况以及
利用一些等价变换,得到一个四阶桥式起重机动力学模型;然后,根据得到的动力学方程,分别设计一种比例微分
滑模控制器和一种比例微分积分滑模控制器,进而通过构造李雅普诺夫函数的方法证明两种控制器下滑模面的
可达性和系统的稳定性;最后,设计1组对比仿真实验和1组在自制的桥式起重机实验平台上的验证性实验.实验
结果表明,所设计的两种滑模控制器均可以使桥式起重机达到给定的控制目标.
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Sliding mode control of two-dimensional overhead crane
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Abstract: Based on the sliding mode control theory, this paper studies the controller design of a two-dimensional
overhead crane. In this paper, a four-order dynamic model of the overhead crane is firstly obtained considering the
external disturbance of the trolley end and using some equivalent transformations. Then, according to the obtained
dynamic equations, a proportional differential sliding mode controller and a proportional differential integral sliding
mode controller are designed respectively, and the sliding mode surface accessibility and the stability of the system of
the two controllers are proved by constructing the Lyapunov functions. Finally, this paper designs a group of
comparative simulation experiments and a group of verification experiments on the self-made overhead crane test
platform. The experimental results show that the two kinds of sliding mode controllers designed can achieve the given
control goal of the overhead crane.
Keywords: overhead crane；underactuated system；sliding mode control；nonlinear control；anti-swing control

0 引 䀰

桥式起重机是一种搬运机械,具有方便省力、
占地空间小的特征,广泛应用于各种室内和室外场
景中.目前,桥式起重机的控制主要依赖操作人员基
于经验进行手动控制,因此存在工作效率不高的问
题.鉴于此,一套可靠的关于桥式起重机的控制理论
有待提出和发展[1].然而,作为一个非线性、欠驱动和
强耦合的系统,桥式起重机系统的控制问题研究颇具
挑战,受到大量研究工作者的关注[2-4].
截至目前,研究者们尝试了诸多控制方法实现桥

式起重机的控制,其中包括轨迹规划[5-7]、自适应控

制[8]、输入整形[9]、滑模控制[10-18]、在线定位[19-20]、能

量耦合耗散控制[21]等.这些方法中,由于滑模控制可
以使系统具有较强的鲁棒性,成为一个重要的研究热
点方向. Lee等[11]提出了一种应用于高速吊货的桥

式起重机的滑模防摆控制方法. Lu等[12]通过设计一

个二阶滑模控制器得到了导数连续的控制输入,从而
有效避免了滑模方法与生俱来的抖振问题.此外,为
了更加贴合实际情况, Chwa[13]提出了一种三维桥式
起重机基于滑模控制的有限时间防摆控制器,该控制
器可以使横向摆角稳定后纵向摆角也稳定.另外,为
了进一步提高系统的鲁棒性, Zhang等[14]提出了一种
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基于有限时间干扰观测器的终端滑模控制器.
在经典的滑模控制方法中,系统的运动一般分为

2个阶段: 1)控制系统在有限时间内从任意的初始状
态到达给定的滑模面; 2)在控制律的作用下使系统
保持滑模运动[15].在常微分方程形式的桥式起重机
系统的控制器设计方面,大部分研究学者均选择采用
组合形式的比例微分滑模面形式和向量形式的比例

微分滑模面形式,鲜有人在设计滑模面时引入积分环
节 (在滑模面加入积分环节和适当的常数项,可以使
得系统状态从头至尾均处于滑模面上,进而消除滑模
面的到达阶段).
本文分别提出一种比例微分滑模控制器和一种

比例微分积分滑模控制器,在理论上证明所提出滑模
面的可达性和系统在滑模面上的稳定性,并通过实验
验证所提出方法的有效性.

1 问题᧿述

本文考虑二维桥式起重机的动力学方程如下:

(M +m)ẍ+mlθ̈ cos θ −ml sin θθ̇2 = F +∆, (1)

ml2θ̈ +ml cos θẍ+mgl sin θ = 0. (2)

其中:M和m分别为小车和负载的质量;x、θ和 l分别

为小车位置、负载摆角和缆线长度; g为重力加速度;
F为控制力;∆为不确定性干扰.

系统的控制目标是:使小车由起始位置x(0)移

动至目标位置xd,同时保证小车的速度 ẋ、负载的摆

角θ和摆角速度 θ̇均趋于0.
式(2)可改写为

ẍ = −g tan θ − lθ̈

cos θ
. (3)

将式(3)代入(1)中,可得

− (M +m sin2 θ)l
cos θ

(
θ̈ +

cos θ∆
(M +m sin2 θ)l

)
−

(M +m)g tan θ −mlθ̇2 sin θ = F. (4)

进一步地,利用部分线性反馈法设计控制律

F = −(M +m sin2 θ)l
cos θ

ω − (M +m)g tan θ−

mlθ̇2 sin θ, (5)

其中ω为待设计的辅助控制信号.通过这种方式,将
对控制律F 的求解转换为对辅助控制信号ω的求

解.经此转换,上述系统可以化简为

ẍ = −g tan θ − lθ̈

cos θ
,

θ̈ = ω − cos θ∆
(M +m sin2 θ)l

. (6)

令q1=x, q2= ẋ, q3=θ, q4= θ̇,得到二维桥式起重

机系统的状态空间方程

q̇1 = q2,

q̇2 = −g tan q3 −
lq̇4

cos q3
,

q̇3 = q4,

q̇4 = ω − cos q3∆
(M +m sin2 q3)l

. (7)

为了便于控制器的设计,引入如下变量消除上述
状态空间方程右边含 q̇4的项

[16]:

η1 := q1 − xd + l ln
( 1

cos q3
+ tan q3

)
,

η2 := q2 +
l

cos q3
q4,

η3 := −g tan q3,

η4 := − g

cos2 q3
q4. (8)

进而可以将二维桥式起重机的状态空间方程改写为

η̇1 = η2,

η̇2 = η3 − h(η3)η
2
4 ,

η̇3 = η4,

η̇4 = − g

cos2 q3

(
ω − cos q3∆

(M +m sin2 q3)l

)
−

2g

cos2 q3
q24 tan q3. (9)

其中

h(η3) =
lη3

(g2 + η23)
1.5

,

|h(η3)| ⩽ h̄ :=

√
2gl

2(1.5g2)1.5
.

不难看出,将系统 (7)转变为系统 (9)的同时,也
将(x, ẋ, θ, θ̇)→(xd, 0, 0, 0)的控制目标转变为(η1, η2,

η3, η4)→(0, 0, 0, 0).
系统 (9)将是本文的主要研究对象,同时提出以

下几个合理假设:
1)干扰∆有正数界限∆̄,即 |∆| ⩽ ∆̄;
2)负载保持在小车所在水平面以下,即 |θ|<π/2;
3)小车和负载起始于静止临界状态,即 ẋ(0) =

θ(0)= θ̇(0)=0.

2 比例微分滑模控制器设计及稳定性分析

首先,选取如下比例微分形式的滑模面:

s1 = c1η1 + c2η2 + c3η3 + η4, (10)

其中c1, c2, c3均为正数.
然后,选择s对时间的导数 ṡ1=−kpdsgn(s1)作为

趋近律,其中

kpd > 0,
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sgn(∗) =


1, ∗ > 0;

0, ∗ = 0;

− 1, ∗ < 0.

结合式(9)和(10),得到辅助控制信号的表达式为

ω =
cos2 q3

g

[
c1η2 + c2(η3 − h(η3)η

2
4) + c3η4+

g

(M +m sin2 q3) cos q3l
∆̄sgn s1−

2g

cos2 q3
q24 tan q3 + kpdsgn s1

]
. (11)

定理1 考虑系统 (9),若采用辅助控制信号 (11),

则系统的状态可以在有限时间tr ⩽
√
2V1(0)

kpd
内到达

滑模面s1=0.
证明 选取如下李雅普诺夫函数:

V1 =
1

2
s21. (12)

将李雅普诺夫函数对时间求导,可得

V̇1 = s1ṡ1 ⩽
g

(M +m sin2 θ) cos θl
(|∆| − ∆̄)|s1| − kpd|s1| ⩽

− kpd|s1| = −
√
2kpd

√
V1. (13)

对式 (13)分离变量再求积分可得 2
√

V1(t) −
2
√

V1(0) ⩽ −
√
2kpdt.设 tr时刻

√
V1(tr) = 0,可以求

得 tr ⩽
√

2V1(0)

kpd
.由到达条件可知,在辅助控制信号

(11)作用下,系统 (9)能够在有限时间 tr ⩽
√
2V1(0)

kpd
内到达滑模面s1 = 0,且kpd越大,到达时间越短.2

下面证明当系统 (9)到达滑模面s1 = 0时,系统
(9)的状态 (η1, η2, η3, η4)会沿着滑模面趋于平衡点

(0, 0, 0, 0).由式(10)可知到达滑模面s1=0后

η4 = −c1η1 − c2η2 − c3η3, (14)

所以系统到达滑模面以后的动态方程为

η̇s = Pηs + κ. (15)

其中

ηs = [η1 η2 η3]
T,

κ = [0 − h(η3)η
2
4 0]T,

P =


0 1 0

0 0 1

−c1 −c2 −c3

 .

c1、c2、c3为可以任意选择的参数,在不失一般
性的情况下,取c1 = c3, c2 = 3c2, c3 = 3c,其中c为正

数.令φs=Ψηs,其中

Ψ =


1− c −1 0

−c2 + c 1− 2c −1

c2 2c 1


为可逆矩阵,且Ψ的逆矩阵为Ψ−1.进而系统 (15)可
以改写为

φ̇s = Ψη̇s = ΨPΨ−1φs + Ψκ =

Ωφs + Ψκ, (16)

其中

Ω = ΨPΨ−1 =


−c 1 0

0 −c 1

0 0 −c

 .

定理 2 考虑系统 (16).若系统参数满足 c >√
2/2且∥φs(0)∥∈ [0, λs/(2L)),其中λs=2c−

√
2,L=

h̄
√
8c2 − 4c+ 2 · ∥[−c3 − 3c2 − 3c]Ψ−1∥2,则系统

(16)的状态φs趋近于平衡点,即φs→0.
证明 选择如下李雅普诺夫函数:

V2 =
1

2
φT
sφs =

1

2
∥φs∥2 , (17)

其中∥ ∗ ∥为欧氏范数.将李雅普诺夫函数对时间求
导,可得

V̇2 = φT
sφ̇s = −1

2
φT
s [−(ΩT +Ω)]φs + φT

sΨκ ⩽

− 1

2
λs∥φs∥2 + ∥φs∥ · ∥Ψκ∥, (18)

其中λs为−(ΩT +Ω)的最小特征值,且λs=2c−
√
2.

由式(14)可得

η4 = [−c3 − 3c2 − 3c]Ψ−1φs = Πφs,

其中

Π = [−c3 − 3c2 − 3c]Ψ−1.

进而可得

∥Ψκ∥ =
∥∥∥


h(η3)η
2
4

(2c− 1)h(η3)η
2
4

2ch(η3)η
2
4

∥∥∥ ⩽

√
8c2 − 4c+ 2|h(η3)|η24 ⩽

√
8c2 − 4c+ 2 · h̄ · ∥Π∥2 · ∥φs∥2,

所以

V̇2⩽−1
2
λs∥φs∥2+L∥φs∥3,

其中L= h̄
√
8c2−4c+2∥Π∥2.

可见,当λs > 0,即 c >
√
2/2时, ∥φs∥在区间 [0,

λs/(2L))具有局部稳定性,因此只要系统 (16)的初始
值满足∥φs(0)∥<λs/(2L),系统 (16)便满足∥φs∥→0,
即φs→0, (η1, η2, η3, η4)→(0, 0, 0, 0).2
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3 比例微分积分滑模控制器设计及稳定性

分析

本节考虑选取如下比例积分微分形式的滑模面:

s2 = k1η1 + k2η2 + k3η3 + η4 + k4
w t

0
η1 dτ+

k5
w t

0
η3 dτ − k1η1(0). (19)

选取如下辅助控制信号:

ω =
cos2 q3

g

[
k1η2 + k2(η3 − h(η3)η

2
4) + k3η4+

g

(M +m sin2 q3) cos q3l
∆̄sgn s2 + k4η1−

2g

cos2 q3
q24 tan q3 + k5η3 + kpids2

]
, (20)

其中k1、k2、k3、k4、k5、kpid均为正数.
定理3 考虑系统(9),采用辅助控制信号 (20),可

以使得系统总是保持在滑模面s2=0上.
证明 选取如下李雅普诺夫函数:

V3 =
1

2
s22. (21)

将李雅普诺夫函数对时间求导,可得

V̇3 = s2ṡ2 ⩽
g

(M +m sin2 θ) cos θl
(|∆| − ∆̄)|s2| − kpids

2
2 ⩽

− kpids
2
2. (22)

由式 (19)可知 s2(0) = 0,进而在辅助控制信号
(20)的作用下,系统 (9)始终保持在滑模面s2 = 0上.
因此,采用辅助控制信号 (20)可以使系统不存在到达
阶段.2
由定理2可得 ṡ2=0,由式(19)可得

η̇4=−k4η1 − k1η2 − (k5 + k2)η3−

k3η4 + k2h(η3)η
2
4 .

由此,到达滑模面后,系统的状态空间方程可以写为

η̇ = Aη + ξ1 + ξ2. (23)

其中

η = [η1 η2 η3 η4]
T,

ξ1 = [0 − h(η3)η
2
4 0 0]T,

ξ2 = [0 0 0 k2h(η3)η
2
4 ]

T,

A =


0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

−k4 −k1 −(k2 + k5) −k3

 .

再取k1=4k3, k2 + k5=6k2, k3=4k, k4=k4,其中k为

正数.令φ=Φη,其中

Φ =


1− k −1 0 0

−k2 + k 1− 2k −1 0

−k3 + k2 −3k2 + 2k 1− 3k −1

k3 3k2 3k 1


为可逆矩阵,且Φ的逆为Φ−1.系统(23)可以改写为

φ̇ = Φη̇ = ΦAΦ−1φ+ Φξ1 + Φξ2 =

Rφ+ Φξ1 + Φξ2, (24)

其中R =


−k 1 0 0

0 −k 1 0

0 0 −k 1

0 0 0 −k

.
定理 4 考虑系统 (24),当系统参数满足 k >

(
√
5 + 1)/4,且∥φ(0)∥∈ [0, λm/(2L1))时,系统 (24)趋

近于平衡点,即φ→0.其中

λm = 2k −
√
5 + 1

2
,

L1 = (
√
18k4 − 12k3 + 8k2 − 4k + 2+

k2
√
2)h̄ · ∥[0 0 0 1]Φ−1∥2.

证明 选择如下李雅普诺夫函数:

V4 =
1

2
φTφ =

1

2
∥φ∥2. (25)

将其对时间求导,可得

V̇4 = φTφ̇ =
1

2
φT(RT +R)φ+ φTΦξ1 + φTΦξ2 ⩽

− 1

2
λm∥φ∥2 + ∥φ∥ · ∥Φξ1∥+ ∥φ∥ · ∥Φξ2∥,

其中λm为−(RT + R)的最小特征值,且λm = 2k −
(
√
5 + 1)/2.因为η4 =Λφ,其中Λ= [0 0 0 1]Φ−1,

可得

∥Φξ1∥ =
∥∥∥


h(η3)η
2
4

(2k − 1)h(η3)η
2
4

(3k2 − 2k)h(η3)η
2
4

(−3k2)h(η3)η
2
4


∥∥∥ ⩽

√
18k4 − 12k3 + 8k2 − 4k + 2|h(η3)|η24 ⩽

h̄
√
18k4−12k3+8k2−4k+2 · ∥Λ∥2 · ∥φ∥2.

同理可得

∥Φξ2∥ ⩽ k2
√
2 · h̄ · ∥Λ∥2 · ∥φ∥2. (26)

所以有

V̇4 ⩽ −1

2
λm∥φ∥2 + (

√
18k4 − 12k3 + 8k2 − 4k + 2+

k2
√
2)h̄ · ∥Λ∥2 · ∥φ∥3 ⩽

− 1

2
λm∥φ∥2 + L1∥φ∥3, (27)

其中

L1 =
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(
√
18k4 − 12k3 + 8k2 − 4k + 2 + k2

√
2)h̄ · ∥Λ∥2 .

(28)

可见,当λm > 0,即k > (
√
5 + 1)/4时, ∥φ∥在区间 [0,

λm/(2L1))具有局部稳定性,因此只要系统 (24)的初
始值满足∥φ(0)∥<λm/(2L1),系统(24)便满足∥φ∥→
0,即φ→0, (η1, η2, η3, η4)→(0, 0, 0, 0).2
4 仿真和实验分析

4.1 数值仿真

仿真实验将所提出的比例微分滑模控制器、比例

微分积分滑模控制器与Sun等[16]提出的滑模控制器

和Le等[17]提出的分层滑模控制器进行比较.
给定干扰信号为∆= 2 sin(2t).桥式起重机的参

数给定的值为 M = 2 kg,m = 0.8 kg, l = 1.2m, g =

9.81m/ s2.给定小车的期望位置为xd = 0.6m.所提
出比例微分滑模控制器的控制参数为kpd = 2, c1 =

8, c2 = 12, c3 = 6.所提出比例微分积分滑模控制器
的参数设置为kpid = 2, k1 = 32, k2 = 23.99, k3 = 8,
k4=16, k5=0.01.

Sun等[16]提出的滑模控制器为

F = −(M +m sin2 θ)l
cos θ

[
− cos2 θ

g
− 2θ̇2 tan θ+

∆̄

Ml
sgns3 + ks|s3|isgns3

]
−mlθ̇2 sin θ−

(M +m)g tan θ.

其中

s3 = η4 −
w t

0
ϕ dτ ;

ϕ = −n1β(η1 + 3η2 + 3η3 + η4)−

n2β(η2 + 2η3 + η4)− η3 − 2η4;

β(∗) =

 sin(∗), | ∗ | ⩽ π/2;

sgn(∗), otherwise.

控制参数为n1=0.14,n2=0.75, ks=0.06, i=0.8.
Le等[17]提出的分层滑模控制器如下:

F =

− αp1ẋ+ αf1 + βp2θ̇ + βf2 + p3s4 + p4sgn(s4)
αg1 + βg2

.

其中

s4 = α(p1(x− xd) + ẋ) + β(p2θ + θ̇),

f1 =
mLθ̇2 sin θ +mg sin θ cos θ

M +m sin2 θ
,

b1 =
1

M +m sin2 θ
,

f2 = −(m+M)g sin θ +mLθ̇2 sin θ cos θ
(M +m sin2 θ)l

,

b2 = − cos θ
(M +m sin2 θ)l

.

控制参数为p1 = 3, p2 = 0.01,α = 2,β = 1.4, p3 =

0.1, p4=2.
小车的位置轨迹如图 1所示.由图 1可见,文献

[17]提出的控制器有一定的超调,其余控制器几乎没
有超调,所提出的2个控制器均可以很快地跟踪到期
望位置,比例微分积分滑模控制器较比例微分滑模
控制器稍慢,文献 [16]的跟踪速度是最慢的.负载摆
角的变化轨迹如图2所示.由图2可见,所提出控制器
的摆角最大幅值均小于文献 [17]控制器的摆角最大
幅值,且比例微分积分滑模控制器较比例微分滑模
控制器的最大摆角幅度小,文献 [16]的最大幅值是最
小的,所提出控制器的摆动次数均少于文献 [17]控制
器.控制力的变化轨迹如图3所示.由图3可见,所提
出比例微分滑模控制器和文献 [17]滑模控制器均存
在一段非切换过程,这是由于系统存在1个滑模面的
到达阶段,在sgn(s)函数的影响下, 4种控制器最终均
会在一定范围内高速切换,切换的幅值依赖于控制
器中符号函数前的系数.滑模面的变化轨迹如图4所
示.由图4可见,所提出比例微分滑模控制器的滑模
面比文献 [17]控制器收敛快,由于s2(0) = s4(0) = 0,
所提出比例微分积分滑模控制器和文献 [16]控制器
均没有到达阶段,始终位于s=0上.

0
1
.
/

/
m

0 10 20 30
0

0.2

0.4

0.6

0.8

t / s

!"#$
%&'(

!"#$)$
%&'(
*+ '([16]

*+ '([17]

,-./

图 1 小车的位置轨迹

t / s

0 10 20
-0.10

-0.05

0

0.05

0.10

!
"
#
$

/
r a

d

!"#$%&'(

!"#$)$%&'(

*+ '([16]

*+ '([17]

,-./

5 15

0.15

图 2 负载摆角的变化轨迹

注1 在滑模控制中,符号函数的存在会使得系
统控制器存在抖振,这虽然是滑模控制的特点,但是
抖振会对系统本身造成不利影响.在实际应用中,可
以用双曲正切函数或饱和函数代替控制器中的符号
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函数,以削弱控制器的抖振.因此,在第4.2节的实物
实验中,用双曲正切函数替代控制器中的符号函数.

4.2 实物实验

本节将所提出的比例微分滑模控制器和比例微

分积分滑模控制器在自制的桥式起重机的实验平台

上进行验证.实验平台结构如图5所示.控制器由单
片机STM32F 103实现,伺服电机和驱动器分别为松
下MSMF012L 1U2M和松下MADLT05 SF.实验平
台的系统参数为M = 2.1 kg,m = 9.4 kg, l = 1m, g =
9.81m/ s2.给定小车的初始位置、期望位置、干扰上
界分别为x(0) = 0.1m,xd = 0.5m, ∆̄ = 17.5.比例微
分控制器的控制参数为kpd=10, c=3→ c1=27, c2=
27, c3 = 9.比例微分积分控制器的控制参数为kpid =

10, k = 2.1 → k1 = 37.04, k2 = 26.45, k3 =8.4, k4 =

19.45, k5=0.01.

图 5 实验平台结构

小车的位置轨迹如图6所示.由图6可见,所提出
的2个控制器均可以跟踪到期望位置,但比例积分微
分滑模控制器存在超调.实验结果中摆角θ最终有点

误差而不为 0的原因是,在实验平台上,小车的轨道
是齿状的,由于齿与齿间的不充分咬合,使得小车在
静止的时候,编码器也总是存在一个很小的负载摆
角,负载摆角的变化轨迹如图7所示.由图7可见,所
提出的2个控制器几乎是同时稳定的,并且比例微分
积分滑模控制器较比例微分滑模控制器的摆角幅度

小.同时,摆角的初始位置和最后位置均不为0,即上
述所述齿与齿间不充分咬合带来的影响.控制力的
变化轨迹如图8所示.由图8可见,所提出的2个控制
器的控制力均在不停地波动,符合滑模控制的特点.
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5 结 论

本文针对桥式起重机的防摆控制器设计问题,基
于滑模控制理论,提出了比例微分滑模控制和比例微
分积分滑模控制两种控制器设计方法,并给出了滑模
面可达和系统稳定的充分条件.同时建立了1组仿真
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对比,通过实验验证了所提出方法的有效性.实验结
果表明,比例微分滑模控制和比例微分积分滑模控制
均可以使桥式起重机达到控制目标.
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