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摘 要: 针对具有非对称输出约束和外界干扰的不确定非线性系统,提出自适应固定时间反步控制策略.首先,采
用非对称障碍Lyapunov函数处理系统的输出约束问题;其次,通过构造固定时间干扰观测器估计外界干扰,设计
自适应固定时间滤波器,解决传统反步控制的“计算爆炸”问题,通过自适应律估计虚拟控制输入导数的未知上
界;再次,基于Lyapunov稳定性理论证明闭环系统在固定时间内有界稳定且输出保持在约束范围内;最后,通过永
磁同步电机的仿真验证所设计的控制策略的有效性.
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Abstract: In this paper, an adaptive fixed time back-stepping control strategy is proposed for an uncertain nonlinear
system with asymmetric output constraints and external disturbances. Firstly, an asymmetric barrier Lyapunov function
is used to deal with the output constraints of the system. Then, a fixed-time disturbance observer is designed to estimate
external disturbances. An adaptive fixed-time filter is designed to solve the problem of“term of explosion”in traditional
back-stepping control. An adaptive law is used to estimate the unknown upper bounds of the time derivative of the virtual
control input. Moreover, based on the Lyapunov stability theory, it is proved that the bounded stability of the closed-loop
system is achieved in fixed time and the output satisfies the constraint conditions. Finally, the effectiveness of the control
strategy is verified by an application of a permanent magnet synchronous motor system.
Keywords: uncertain nonlinear systems；barrier Lyapunov function；fixed-time disturbance observer；adaptive fixed
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0 引 䀰

近年来,非线性系统控制问题受到了国内外学者
的广泛关注.反步控制因其结构化优势,已成为处理
非线性系统控制问题的主要方法之一[1-3].但传统反
步控制存在“计算爆炸”问题,为此,文献[4]提出了指
令滤波对虚拟控制输入进行估计,避免了虚拟控制输
入的重复求导.文献 [5]通过一阶滤波器,避免了“计
算爆炸”问题.文献 [6]采用非光滑一阶滤波器估计
虚拟控制输入及其导数,避免了虚拟控制输入的重复
求导.文献 [7]提出了非线性非光滑一阶滤波器,避免

了传统一阶滤波器对增益足够小的要求.然而,上述
文献所采用的滤波器未考虑虚拟控制输入导数的未

知上界的估计问题.
事实上,输出约束问题普遍存在于实际系统

中.若系统不满足约束条件,则会造成系统性能下降,
甚至整个系统不稳定.对此,国内外学者提出了障碍
Lyapunov函数法,使得系统输出保持在约束内.文献
[8]针对具有时变约束的非线性切换系统,通过正切
对称障碍Lyapunov函数,使输出满足约束条件.文献
[9]针对单输入单输出非线性系统,构造对数对称障
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碍Lyapunov函数解决了输出约束问题.文献 [10]引
入正切非对称障碍Lyapunov函数,使系统输出满足
非对称约束.文献 [11]结合反步控制和对数非对称
障碍Lyapunov函数,设计了自适应动态面控制策略,
解决了输出约束问题.文献 [8-11]针对具有输出约束
的非线性系统提出了自适应控制策略,但没有考虑系
统的固定时间控制问题.
由于实际系统不可避免地受到外界干扰和不确

定的影响,为提高系统的跟踪精度,干扰观测器[12-15]

被广泛用于估计外界干扰.文献 [12]针对带有外界
干扰和输入饱和的多输入多输出系统,通过非线性干
扰观测器估计外界干扰.文献 [13]设计了自适应干
扰观测器,快速地估计外界干扰,并提出了滑模容错
控制策略.文献 [14]将系统中的不确定和外界干扰
考虑为复合干扰,设计有限时间干扰观测器,实现了
对复合干扰的有限时间估计.文献 [15]针对二阶非
线性系统,设计了双极限加权的固定时间干扰观测器
来估计复合干扰,使干扰的估计误差在固定时间内收
敛到零附近的任意小邻域.但是,文献 [12-15]没有考
虑非对称输出约束下系统的固定时间内收敛问题.
基于上述分析,本文考虑在非对称输出约束和外

界干扰下不确定非线性系统的控制问题,设计基于
自适应固定时间滤波器的固定时间反步控制策略:
1)采用对数障碍 Lyapunov函数处理输出的非对称
约束问题,使输出满足约束条件; 2)设计自适应固定
时间滤波器,解决传统反步控制的“计算爆炸”问
题,采用自适应律估计虚拟控制输入导数的未知上
界; 3)利用固定时间干扰观测器估计外界干扰,且
估计误差在固定时间内收敛到零; 4)设计固定时间
反步控制策略,实现闭环系统在固定时间内有界稳
定.通过对比仿真验证所设计的控制策略的有效性.

1 问题᧿述和亴备知䇶

考虑如下非线性系统:

ẋi = fi(x̄i) + gi(x̄i)xi+1 + di(t),

ẋn = fn(x̄n) + gn(x̄n)u(t) + dn(t),

y = x1. (1)

其中: i = 1, 2, . . . , n− 1; x̄j = [x1, x2, . . . , xj ]
T ∈ Rj

(j = 1, 2, . . . , n) 为状态向量; dj(t) 为外界干扰;
fj(x̄j)和 gj(x̄j)为已知的光滑函数;u为控制输入;
y ∈ R为输出.
输出y及其参考信号yr满足非对称约束−kay(t)

< y < kby(t),−kay(t) < yr < kby(t),其中kay(t)

和 kby(t)为已知光滑函数.设 y的跟踪误差为 z1 =

y−yr,则−ka(t) < z1 < kb(t).其中: ka(t) = kay(t)+

yr, kb(t) = kby(t)− yr为正的连续函数.
本文的控制目标是考虑输出约束和外界干扰

的综合影响,基于固定时间干扰观测器、对数障碍
Lyapunov函数和自适应固定时间滤波器,设计固定
时间反步控制器,实现系统在固定时间内有界稳定,
输出y在固定时间内跟踪上其参考指令yr,且满足约
束条件.
在设计控制器之前,给出如下的假设与引理.
假设1 存在正常数gjm和gjM , gj(x̄j)满足0 <

gjm ⩽ gj(x̄j) ⩽ gjM <∞.
假设 2 外界干扰 dj(t),满足 |dj(t)| ⩽ D0j ,

|ḋj(t)| ⩽ D1j ,D0j、D1j为未知正常数.
假设 3 对于参考指令 yr(t),存在已知函数

kayr
(t)和kbyr

(t),有−kayr
(t) < yr(t) < kbyr

(t).
引理1 [16] 对于任意常数s > 0和任意z ∈ R,

有如下不等式成立:

0 ⩽ |z| − z2√
z2 + s2

< s.

引理2 [17] 对于给定的任意常数s1 > 0, s2 >

0, s3 > 0,有如下不等式成立:

|x|s1 |y|s2 ⩽
s1

s1 + s2
s3|x|s1+s2 +

s2
s1 + s2

s
− s1

s2
3 |y|s1+s2 ,

其中x和y是任意数.
引理3 [18] 对于任意的x, y ∈ R,存在q > 0, a >

1, b > 1,且
1

a
+

1

b
= 1,有如下不等式成立:

xy ⩽ qa

a
|x|a + 1

bqb
|y|b.

引理4 [19] 对于任意变量γ1、γ2和任意常量γ,
当γ > 0, γ1 ⩾ 0, γ2 > 0时,有如下不等式成立:

γγ1 (γ2 − γ1) ⩽
1

1 + γ
(γ1+γ

2 − γ1+γ
1 );

对于任意γ > 1, γ1 > 0, γ2 ⩽ γ1,有如下不等式成立:

(γ1 − γ2)
γ ⩾ γγ2 − γγ1 .

引理5 [20] 考虑系统 ẋ = −l1x−l2xp+l3h(t).其
中: l1, l2, l3 > 0, p > 1,h(t) ⩾ 0.则对于任意的
t ⩾ t0,当x(t0) ⩾ 0时,有x(t) ⩾ 0成立.
引理6 [21] 存在ς1, ς2, . . . , ςn ⩾ 0,使得

n∑
j=1

ςλj ⩾
( n∑
j=1

ςj

)λ

, 0 < λ ⩽ 1;

n∑
j=1

ςλj ⩾ n1−λ
( n∑
j=1

ςj

)λ

, 1 < λ <∞

成立.
引理7 [22] 对于任意的 |m| < 1和任意的正整
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数r,有 log 1

1−m2r
⩽ m2r

1−m2r
成立.

2 自适应固定时间滤波器

为解决“计算爆炸”问题,传统的一阶滤波器为
τlẋld = xlc − xld.本节将设计自适应固定时间滤波
器.在滤波器设计之前,给出如下假设.
假设4 滤波器的输入信号的导数 ẋlc是连续的,

且 |ẋlc| ⩽ η̄l, η̄l为未知正常量.
设计自适应固定时间滤波器为

τlẋld = −sigvξl + sigwξl + τl ˆ̄ηltanh
( ˆ̄ηlξl
ε0l

)
, (2)

˙̄̂ηl = −ql1 ˆ̄ηl − ql2 ˆ̄η
w
l + |ξl|. (3)

其中: 0 < v < 1,w > 1; ε0l, ql1, ql2 > 0为待设计参

数; ˆ̄ηl为 η̄l的估计, ˜̄ηl = η̄l− ˆ̄ηl(l = 2, . . . , n)为 η̄l的估

计误差; τl是滤波器的时间参数; ξl = xld−xlc为滤波
误差,且xld(0) = xlc(0).

滤波误差的稳定性可以归纳为如下定理.
定理1 在假设4的条件下,自适应固定时间滤

波器(2)的滤波误差ξl在固定时间内有界.

证明 选取Lyapunov函数为Vfl =
ξ2l
2
+
˜̄η
2
l

2
.根

据文献[23],结合假设4和式(2),可得

V̇fl ⩽ − |ξl|v+1

τl
− |ξl|w+1

τl
+ κη0

ε0l+

|ξl| ˜̄ηl − ˜̄ηl
˙̄̂ηl, (4)

其中κη0
= 0.278 5.结合式(3),可得

V̇fl ⩽ − |ξl|v+1

τl
− |ξl|w+1

τl
+ κη0

ε0l+

ql1 ˜̄ηl ˆ̄ηl + ql2 ˜̄ηl ˆ̄η
w
l . (5)

结合引理4和引理5,式(5)中的 ˜̄ηl ˆ̄η
w
l 可化简为

˜̄ηl ˆ̄η
w
l ⩽ 1

1 + w

(
2η̄1+w

l − ˜̄η
1+w
l

)
,

式(5)中的 ˜̄ηl ˆ̄ηl可化简为 ˜̄ηl ˆ̄ηl ⩽ −
˜̄η2l
2

+
η̄2l
2

.则

V̇fl ⩽ − |ξl|v+1

τl
− |ξl|w+1

τl
− ql2 ˜̄η

1+w
l

1 + w
−

ql1

( ˜̄η2l
2

) v+1
2

+ ql1

( ˜̄η2l
2

) v+1
2 − ql1 ˜̄η

2
l

2
+

κη0
ε0l +

2ql2η̄
1+w
l

1 + w
+
ql1η̄

2
l

2
. (6)

结合引理2,可得( ˜̄η2l
2

) v+1
2 ⩽

˜̄η2l
2

+
1− v

2

(v + 1

2

) v+1
1−v

.

将上式代入式(6)得

V̇fl ⩽

− 2
v+1
2

τl

(ξ2l
2

) v+1
2 − 2

w+1
2

τl

(ξ2l
2

)w+1
2 −

ql1

( ˜̄η
2
l

2

) v+1
2 − ql22

w+1
2

1 + w

( ˜̄η
2
l

2

)w+1
2

+
ql1η̄

2
l

2
+

2ql2η̄
1+w
l

1 + w
+ κη0

ε0l +
(1− v)ql1

2

(v + 1

2

) v+1
1−v ⩽

− a
[(ξ2l

2

) v+1
2

+
( ˜̄η

2
l

2

) v+1
2 ]

−

b
[(ξ2l

2

)w+1
2

+
( ˜̄η

2
l

2

)w+1
2 ]

+ c. (7)

其中

a = min
{ 1

τl
2

v+1
2 , ql1

}
⩾ 0,

b = min
{ 1

τl
2

w+1
2 ,

ql2
1 + w

2
w+1

2

}
⩾ 0,

c =
ql1
2
η̄2l +

2ql2
1 + w

η̄1+w
l +

(1− v)ql1
2

(v + 1

2

) v+1
1−v

+

κη0
ε0l.

结合引理6,可得

V̇fl = −aV
v+1
2

fl − 2
1−w

2 bV
w+1

2

fl + c. (8)

存在0 < κf < 1,使c ⩽ aκfV
v+1
2

fl ,故式(8)可化简为

V̇fl ⩽ −a(1− κf )V
v+1
2

fl − 2
1−w

2 bV
w+1

2

fl . (9)

令νfl =
√
Vfl,则

ν̇fl ⩽ −a
2
(1− κf )ν

v
fl −

b

2
2

1−w
2 νwfl.

结合文献[24]可知,Vfl在固定时间

T ⩽ 2

(1− κf )a

1

1− v
+

2

2
1−w

2 b

1

w − 1

内收敛到
{
Vfl : Vfl ⩽

( c

aκf

) 2
v+1

}
.故滤波误差在固

定时间内有界. 2
注1 文献 [5]的一阶滤波器,通过减小τi加快收

敛速度.文献 [7]的固定时间滤波器能保证系统在固
定时间内收敛,但未对虚拟控制输入导数的未知上界
进行估计.本文设计的自适应固定时间滤波器不用
选择较小的τi,且可以保证滤波误差在固定时间内有
界稳定.通过自适应律估计虚拟控制输入导数的未
知上界,提高了收敛速度.

3 固定时间控制器设计

本节利用反步控制设计控制器,设计过程包括n

步、前n− 1步设计虚拟控制输入,以及最后一步设计
实际控制输入.在第1步中采用对数障碍Lyapunov函
数处理输出约束;在每一步中采用固定时间干扰观
测器估计外界干扰;并利用自适应固定时间滤波器
(2)避免“计算爆炸”问题.
受文献 [22]的启发,设计对数障碍Lyapunov函数

处理输出约束问题,有
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Vb =
q(z1)

2r
log k2rb (t)

k2rb (t)− z2r1
+

1− q(z1)

2r
log k2ra (t)

k2ra (t)− z2r1
. (10)

其中: r是正整数且满足2r ⩾ n;而

q(z1) =

1, z1 > 0;

0, z1 ⩽ 0.
(11)

引入误差变换

ma =
z1
ka(t)

, mb =
z1
kb(t)

,

m = q(z1)mb + (1− q(z1))ma, (12)

结合式(11)和(12),可将式(10)改写为

Vb =
1

2r
log 1

1−m2r
.

注 2 文献 [8-11]采用障碍Lyapunov函数处理
系统的约束问题,但并未考虑系统的固定时间收敛
问题.本文采用对数障碍Lyapunov函数处理输出约
束问题,且设计自适应反步控制器实现系统的固定时
间有界稳定.
设计如下固定时间干扰观测器以估计外界干

扰[25]:

˙̂xi = fi + gixi+1 + d̂i,

d̂i = hi,1sig(µi)
σ1 + hi,2sig(µi)

σ2+w t

0
hi,3sign(µi(s))ds,

˙̂xn = fn + gnu+ d̂n,

d̂n = hn,1sig(µn)
σ1 + hn,2sig(µn)

σ2+w t

0
hn,3sign(µn(s))ds. (13)

其中: x̂j、d̂j分别是xj、dj的估计;µj = xj − x̂j是xj

的估计误差;hj,1, hj,2, hj,3 > 0, 0 < σ1 < 1,σ2 > 1为

待设计参数; sig(µ)σ = sign(µ)|µ|σ, sign(·)为符号函
数.
由文献 [25]可知,若假设2成立,且hj,1、hj,2、hj,3

满足hj,3 > D1j ,hj,1H−1(hj,1) > H1j ,则观测器的
估计误差将在固定时间Ti内收敛到零.其中:H1j =

hj,3 + D1j ,H2j = hj,3 − D1j ,H(hj,1) = 1/hj,1 +

(2e/H2jhj,1)
1
3且e为自然对数的底.

注3 文献 [12-15]中利用干扰观测器估计外界
干扰,但估计误差不能在固定时间内收敛.本文利用
固定时间干扰观测器估计外界干扰,通过选择适当的
观测器参数可以实现估计误差在固定时间内收敛到

零,且收敛时间不依赖于初始状态.
控制器设计过程如下.
step 1:定义跟踪误差z1 = y − yr,由系统 (1)可

知, z1关于时间的导数为

ż1 = f1 + g1x2 + d1 − ẏr. (14)

选取Lyapunov函数为

V1=Vb +
1

2
e2d1 + Vf2,

其中ed1 = d1 − d̂1为d1的估计误差.结合式 (14),对
V1关于时间求导,可得

V̇1 =
q(z1)z

2r−1
1

k2rb (t)− z2r1

[
f1 + g1(z2 + ξ2 + x2c) + d1−

ẏr −
k̇b(t)z1
kb(t)

]
+

(1− q(z1))z
2r−1
1

k2ra (t)− z2r1

[
f1+

g1(z2 + ξ2 + x2c) + d1 − ẏr −
k̇a(t)z1
ka(t)

]
+

ed1ėd1 + V̇f2. (15)

结合引理3,可知

Ωg1z
2r−1
1 z2 ⩽ Ωg1

(2r − 1

2r
z2r1 +

1

2r
z2r2

)
, (16)

Ωg1z
2r−1
1 ξ2 ⩽ 1

2
Ω2g21z

4r−2
1 +

1

2
ξ22 , (17)

其中

Ω =
q(z1)

k2rb − z2r1
+

1− q(z1)

k2ra − z2r1
.

设计虚拟控制输入

x2c = − g−1
1

(
p11Ω

v−1
2 z

r(v−1)+1
1 +

p12Ω
w−1

2 z
r(w−1)+1
1 +

2r − 1

2r
z1g1+

1

2
Ωg21z

2r−1
1 + p̄(t)z1 + f1 − ẋ1d + d̂1

)
. (18)

其中

p̄(t) =

√[ k̇b(t)
kb(t)

]2
+
[ k̇a(t)
ka(t)

]2
+ γ∗,

p11 > 0, p12 > 0且γ∗ > 0为待设计参数.显然

p̄(t) + q(z1)
k̇b(t)

kb(t)
+ (1− q(z1))

k̇a(t)

ka(t)
⩾ 0.

将式(16)∼ (18)代入(15),可得

V̇1 ⩽ − p11

( m2r

1−m2r

) v+1
2 − p12

( m2r

1−m2r

)w+1
2

+

1

2r
Ωg1z

2r
2 +

1

2
ξ22 +Ωz2r−1

1 ed1 + ed1ėd1 + V̇f2.

(19)

step 2:定义z2 = x2 − x2d,由系统 (1)可知, z2关
于时间的导数为

ż2 = f2 + g2x3 + d2 − ẋ2d. (20)

选取Lyapunov函数为

V2 = V1 +
1

2
z22 +

1

2
e2d2 + Vf3,

其中ed2 = d2 − d̂2为d2的估计误差.结合式 (20),对
V2关于时间求导,可得
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V̇2 = V̇1 + z2[f2 + g2(z3 + ξ3 + x3c)+

d2 − ẋ2d] + ed2ėd2 + V̇f3. (21)

设计虚拟控制输入

x3c = − g−1
2

(
p21z

v
2 + p22z

w
2 + f2−

ẋ2d + d̂2 +
1

2r
Ωg1z

2r−1
2

)
. (22)

将式(22)代入(21),可得

V̇2 = V̇1 + z2g2z3 + z2g2ξ3 + z2ed2 − p21z
v+1
2 −

p22z
w+1
2 − 1

2r
Ωg1z

2r
2 + ed2ėd2 + V̇f3 ⩽

− p11

( m2r

1−m2r

) v+1
2 − p21(z

2
2)

v+1
2 −

p12

( m2r

1−m2r

)w+1
2 − p22(z

2
2)

w+1
2 +

z2g2z3 + z2g2ξ3 +
1

2
ξ22 +Ωz2r−1

1 ed1+

z2ed2 +

2∑
l=1

edlėdl +

3∑
l=2

V̇fl. (23)

step i (3 ⩽ i ⩽ n− 1):定义zi = xi − xid,由系统
(1)可知, zi关于时间的导数为

żi = fi + gixi+1 + di − ẋid. (24)

选取Lyapunov函数为

Vi = Vi−1 +
1

2
z2i +

1

2
e2di + Vf,i+1,

其中edi = di − d̂i为di的估计误差.结合式(24),对Vi

关于时间求导,可得

V̇i = V̇i−1 + zi[fi + gi(zi+1 + ξi+1 + xi+1,c)+

di − ẋid] + ediėdi + V̇f,i+1. (25)

设计虚拟控制输入

xi+1,c = − g−1
i (pi1z

v
i + pi2z

w
i + fi − ẋid+

d̂i + zi−1gi−1). (26)

将式(26)代入(25),可得

V̇i = V̇i−1 + zigizi+1 + zigiξi+1 + ziedi − pi1z
v+1
i −

pi2z
w+1
i − zi−1gi−1zi + ediėdi + V̇f,i+1 ⩽

p11

( m2r

1−m2r

) v+1
2 −

i∑
l=2

pl1(z
2
l )

v+1
2 −

p12

( m2r

1−m2r

)w+1
2 −

i∑
l=2

pl2(z
2
l )

w+1
2 +

zigizi+1 +

i∑
l=2

zlglξl+1 +
1

2
ξ22 +Ωz2r−1

1 ed1+

i∑
l=2

zledl +

i∑
l=1

edlėdl +

i+1∑
l=2

V̇fl. (27)

stepn:定义zn = xn − xnd,由系统(1)可知, zn关
于时间的导数为

żn = fn + gnu+ dn − ẋnd. (28)

选取Lyapunov函数为

Vn = Vn−1 +
1

2
z2n +

1

2
e2dn,

其中edn = dn − d̂n为dn的估计误差.结合式 (28),对
Vn关于时间求导,可得

V̇n = V̇n−1 + zn(fn + gnu+ dn − ẋnd) + ednėdn.

(29)

设计实际控制输入

u = − g−1
n (pn1z

v
n + pn2z

w
n + fn − ẋnd+

d̂n + zn−1gn−1). (30)

4 稳定性分析

闭环系统的稳定性可以归纳为如下定理.
定理 2 考虑非线性系统 (1)在假设 1∼假设 4

下,通过设计控制输入 (30)使闭环系统满足zi在固定

时间内收敛到零附近的任意小邻域;输出y满足约束

条件.
证明 将式(30)和(7)代入(29),可得

V̇n = V̇n−1 + znedn − pn1z
v+1
n − pn2z

w+1
n −

zn−1gn−1zn + ednėdn ⩽

− p11

( m2r

1−m2r

) v+1
2 −

n∑
l=2

pl1(z
2
l )

v+1
2 −

n∑
l=2

1

τl
(ξ2l )

v+1
2 −

n∑
l=2

ql1

( ˜̄η2l
2

) v+1
2

−

p12

( m2r

1−m2r

)w+1
2 −

n∑
l=2

pl2(z
2
l )

w+1
2 −

n∑
l=2

1

τl
(ξ2l )

w+1
2 − 1

1 + w

n∑
l=2

ql2(˜̄η
2
l )

w+1
2
+

1

2

n−1∑
l=2

z2l g
2
l +

1

2

n∑
l=2

ξ2l +Ωz2r−1
1 ed1+

n∑
l=2

zledl + κη0

n∑
l=2

ε0l +
1

2

n∑
l=2

ql1η̄
2
l +

2

1 + w

n∑
l=2

ql2η̄
1+w
l +

n∑
l=1

edlėdl+

(1− v)

2

(v + 1

2

) v+1
1−v

n∑
l=2

ql1. (31)

存在不等式b ⩽ bb1 + bb2 ,对于b ⩾ 0, 0 < b1 < 1

且b2 ⩾ 1,有−ρ1bb1 − ρ2b
b2 + ρ3b ⩽ −(ρ1 − ρ3)b

b1 −
(ρ2 − ρ3)b

b2 ,其中ρ1, ρ2, ρ3 > 0.结合假设1,可得

V̇n ⩽
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− p11

( m2r

1−m2r

) v+1
2 −

n∑
l=2

(
pl1 −

1

2
g2lM

)
(z2l )

v+1
2 −

n∑
l=2

( 1

τl
− 1

2

)
(ξ2l )

v+1
2 −

n∑
l=2

ql1

( ˜̄η2l
2

) v+1
2

−

p12

( m2r

1−m2r

)w+1
2 −

n∑
l=2

(
pl2 −

1

2
g2lM

)
(z2l )

w+1
2 −

n∑
l=2

( 1

τl
− 1

2

)
(ξ2l )

w+1
2 − 1

1 + w

n∑
l=2

ql2(˜̄η
2
l )

w+1
2
+

Ωz2r−1
1 ed1 +

n∑
l=2

zledl + κη0

n∑
l=2

ε0l+

1

2

n∑
l=2

ql1η̄
2
l +

2

1 + w

n∑
l=2

ql2η̄
1+w
l +

n∑
l=1

edlėdl+

(1− v)

2

(v + 1

2

) v+1
1−v

n∑
l=2

ql1. (32)

由文献 [25]可知, edi、µi在固定时间Ti内收敛到

原点,故当 t > t1 = max(T1, T2, . . . , TN )时, edi =

0.结合引理7,式(32)可化简为

V̇n ⩽

− p11(2r)
v+1
2

( 1

2r
log 1

1−m2r

) v+1
2 −

n∑
l=2

(
pl1 −

1

2
g2lM

)
2

v+1
2

(z2l
2

) v+1
2

−

n∑
l=2

( 1

τl
− 1

2

)
2

v+1
2

(ξ2l
2

) v+1
2

−
n∑

l=2

ql1

( ˜̄η2l
2

) v+1
2

−

p12(2r)
w+1

2

( 1

2r
log 1

1−m2r

)w+1
2 −

n∑
l=2

(
pl2 −

1

2
g2lM

)
2

w+1
2

(z2l
2

)w+1
2

−

n∑
l=2

( 1

τl
− 1

2

)
2

w+1
2

(ξ2l
2

)w+1
2

−

1

1 + w

n∑
l=2

2
w+1

2 ql2

( ˜̄η
2
l

2

)w+1
2

+
1

2

n∑
l=2

ql1η̄
2
l +

κη0

n∑
l=2

ε0l +
2

1 + w

n∑
l=2

ql2η̄
1+w
l +

(1− v)

2

(v + 1

2

) v+1
1−v

n∑
l=2

ql1 ⩽

−A
[( 1

2r
log 1

1−m2r

) v+1
2

+
n∑

l=2

(z2l
2

) v+1
2

+

n∑
l=2

(ξ2l
2

) v+1
2

+

n∑
l=2

( ˜̄η
2
l

2

) v+1
2 ]

−

B
[( 1

2r
log 1

1−m2r

)w+1
2

+

n∑
l=2

(z2l
2

)w+1
2

+

n∑
l=2

(ξ2l
2

)w+1
2

+
n∑

l=2

( ˜̄η
2
l

2

)w+1
2 ]

+ C. (33)

其中

A = min
{
p11(2r)

v+1
2 ,

(
pl1 −

1

2
g2lM

)
2

v+1
2 , ql1,( 1

τl
− 1

2

)
2

v+1
2 , l = 2, . . . , n

}
⩾ 0,

B = min
{
p12(2r)

w+1
2 ,

(
pl2 −

1

2
g2lM

)
2

w+1
2 ,

1

1 + w
2

w+1
2 ql2,

( 1

τl
− 1

2

)
2

w+1
2

}
⩾ 0,

C = κη0

n∑
l=2

ε0l +
1

2

n∑
l=2

ql1η̄
2
i +

2

1 + w

n∑
l=2

ql2η̄
1+w
l +

(1− v)

2

(v + 1

2

) v+1
1−v

n∑
l=2

ql1.

结合引理6,式(33)可化简为

V̇n ⩽ −AV
v+1
2

n −B(3n− 2)
1−w

2 V
w+1

2
n + C. (34)

存在常量0 < κv < 1,使C ⩽ AκvV
v+1
2

n .式 (34)可化
为

V̇n ⩽ −A(1− κv)V
v+1
2

n −B(3n− 2)
1−w

2 V
w+1

2
n .

(35)

令ν =
√
Vn,则

ν̇ ⩽ −A
2
(1− κv)ν

v − B

2
(3n− 2)

1−w
2 · νw.

结合文献[24],Vn在固定时间

T ⩽ 2

A(1− κv)

1

1− v
+

2

B(3n− 2)
1−w

2

1

w − 1

内收敛到
{
Vn : Vn ⩽

( C

Aκv

) 2
v+1}

.当Vn在区域
{
Vn :

Vn ⩽
( C

Aκv

) 2
v+1}

时,有

1

2r
log 1

1−m2r
< Vn ⩽

( C

Aκv

) 2
v+1

.

因此,跟踪误差将在固定时间内收敛到

−
(
1− e−2r(C/.Aκv)

2
v+1

) 1
2r

ka(t) ⩽ z1(t) ⩽(
1− e−2r(C/.Aκv)

2
v+1

) 1
2r

kb(t).

同时,由于跟踪信号 yr有界,即−kayr(t) < yr <

kbyr(t),则−kay(t) = −(ka + kayr) < y < kb +

kbyr = kby(t).其中: kayr, kbyr > 0,且−ka(t) < z1 <

kb(t), z1 = y − yr.分析表明,输出满足约束条件. 2
注4 由稳定性分析可知,控制器参数pl1、pl2(l

= 1, . . . , n)的选取应满足 p11, p12 > 0, pl1, pl2 >
1

2
g2l (l = 2, . . . , n),滤波器参数τl满足0 < τl < 2.在
此基础上,虽然参数pl1、pl2的取值越大,系统的收敛
速度越快,但当参数pl1、pl2取值过大时,会导致控制
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输入发生饱和.所以,通过选取恰当的参数,使系统在
保证收敛速度的同时具有较好的控制效果.

5 仿真验证与分析

本节中,首先,将自适应固定时间滤波器与一阶
滤波器[5]、固定时间滤波器[7]进行对比仿真;然后,将
本文控制策略应用到永磁同步电机的角速度跟踪问

题中以验证其有效性.

5.1 自适应固定时间滤波器的对比仿真

针对本文所设计的自适应固定时间滤波器 (2),
考虑两种输入信号xic = 5,xic = 5 sin t.在相同初
始条件及参数下进行对比仿真.
仿真中,固定时间滤波器的形式为

τiẋid = sigv(xic − xid) + sigw(xic − xid).

第1种输入信号下滤波器的参数选取为τi = 0.5, v =

5/9,w = 11/7, ε0i = 0.1;第2种输入信号下滤波器的
参数选取为τi = 0.2, v = 5/9,w = 11/7, ε0i = 0.01.
仿真结果如图1所示.由图1可知,本文设计的自

适应固定时间滤波器比传统的一阶滤波器和固定时

间滤波器具有更好的估计效果.
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图 1 滤波器估计曲线

5.2 永磁同步电机角速度的跟踪控制

本节对永磁同步电机角速度的跟踪控制问题进

行仿真验证.永磁同步电机的数学模型为ẋ11 = f11 + g11x12 + d1(t),

ẋ12 = f12 + g12uq;

ẋ2 = f2 + g2ud;

y1 = x11, y2 = x2. (36)

其中

x11 = ω, x12 = iq, x2 = id,

g11 =
1.5pψf

J
, g12 = g2 =

1

L
,

f11 = −B
J
ω, f12 = −

(
pid +

pψf

L

)
ω − Rs

L
iq,

f2 = pωiq −
Rsid
L

, d1 = −TL
J
.

ω是永磁同步电机的转子角速度, id、iq分别是d轴

和 q轴的定子电流,ud、uq分别是d轴和 q轴的定子

电压,Rs是定子电阻,L是定子绕组等效电感,ψf是

永磁体磁链,B是摩擦系数, p是极对数, J是转动惯
量,TL是负载扰动.
针对由式 (36)前两式组成的第1个子系统,设计

如下虚拟控制输入:

x2c =

− g−1
11

(
p111Ω

v−1
2

1 z
r1(v−1)+1
11 + p112Ω

w−1
2

1 z
r1(w−1)+1
11 +

2r1 − 1

2r1
z11g11 +

1

2
Ω1g

2
11z

2r1−1
11 + p̄1(t)z11+

f11 − ẋ11d + d̂1

)
和实际控制输入

uq = − g−1
12

(
p121z

v
12 + p122z

w
12 + f12−

ẋ12d +
1

2r1
Ω1g11z

2r1−1
12

)
.

针对由式 (36)第 3个式子组成的第 2个子系统,
设计实际控制输入

ud =

− g−1
2

(
p21Ω

v−1
2

2 z
r2(v−1)+1
2 + p22Ω

w−1
2

2 z
r2(w−1)+1
2 +

p̄2(t)z2 + f2 − ẋ2d

)
.

其中

Ω1 =
q(z11)

k2r11b − z2r111

+
1− q(z11)

k2r11a − z2r111

,

Ω2 =
q(z2)

k2r22b − z2r22

+
1− q(z2)

k2r22a − z2r22

,

p̄1(t) =

√[ k̇1b(t)
k1b(t)

]2
+
[ k̇1a(t)
k1a(t)

]2
+ γ∗1 ,

p̄2(t) =

√[ k̇2b(t)
k2b(t)

]2
+
[ k̇2a(t)
k2a(t)

]2
+ γ∗2 .

仿真中,x11、x12和x2的初始状态为x11(0) =

0.3,x12(0) = 0.5,x2(0) = 0.1. x11和x2的参考信号

为x11d(t) = sin(πt) rad/s,x2d(t) = 0A.输出约束
为k1by(t) = 0.4 + 0.2e−5t + sin(πt) rad/s, k1ay(t) =

0.2 + 0.2e−10t − sin(πt) rad/s, k2by(t) = 0.1 +

0.2e−0.5t A, k2ay(t) = 0.1 + 0.15e−0.4t A.负载扰动
选取为TL = 90 + 30 sin(πt) (N · m).误差定义为
z11 = x11 − x11d, z12 = x12 − x12d, z2 = x2 − x2d,



2272 控 制 与 决 策 第37卷

其中x11d、x12d、x2d分别是x11、x12、x2的参考指令.
在相同模型、初始条件及控制器参数下,将考

虑输出约束与不考虑输出约束的情形进行对比仿

真.电机参数为Rs = 0.14Ω,L = 4.6mH,ψf =

0.96Wb,B = 0.004, p = 3, J = 0.054 7 kg ·m2.控
制器的参数为p111 = 1000, p112 = 2, p121 = p21 =

800, p122 = p22 = 1.6, v = 5/9,w = 11/7, r1 =

r2 = 1, γ∗1 = γ∗2 = 100, τ2 = 0.005, ε02 = 0.01,h11 =

117.5,h12 = 1,h13 = 6892,σ1 = 1/2,σ2 = 3/2.
仿真结果如图2和图3所示.图2(a)、(b)为永磁

同步电机的转子角速度ω的跟踪曲线和误差曲线,
图2(c)、(d)为d轴定子电流 id的跟踪曲线和误差曲

线.由图 2可知:转子角速度在很短时间内实现了

对其参考指令的跟踪,考虑输出约束的ω的跟踪曲

线初始波动范围较小,且 ω始终保持在约束边界

−(0.2 + 0.2e−10t − sin(πt)) rad/s ⩽ ω ⩽ 0.4 +

0.2e−5t + sin(πt) rad/s内;不考虑输出约束情形下的
ω的初始误差波动范围较大,超出了约束边界;输出
约束情形下的 id比不考虑输出约束的 id的跟踪效果

更好,跟踪误差值更小.以上结果说明所设计的控制
策略可以有效地解决系统的输出约束问题,实现了输
出在固定时间内对参考指令的稳定跟踪.图3为控制
输入uq、ud.由图3可知:控制输入uq虽然初始波动

范围较大,但在很短时间内达到了稳定状态;考虑输
出约束情形下的控制输入ud的初始波动范围比不考

虑约束的初始波动范围小.
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6 结 论

本文研究了具有非对称输出约束和外界干扰的

不确定非线性系统的控制问题,提出了基于固定时间
干扰观测器的自适应固定时间反步控制策略.采用
对数障碍Lyapunov函数解决了输出约束问题;利用
固定时间干扰观测器估计了外界干扰;通过设计自

适应固定时间滤波器,解决了“计算爆炸”问题;最后,
通过永磁同步电机的角速度跟踪控制仿真验证了所

设计的控制策略的有效性.本文没有考虑执行器故
障、全状态约束等因素对不确定非线性系统的影响,
在后续研究中,将考虑上述因素综合影响下的不确定
非线性系统的控制问题.
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