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基于超平行空间集员滤波的非线性系统状态估计方法
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摘 要: 针对噪声有界但未知条件下的非线性系统状态估计问题,提出基于超平行空间集员滤波算法.利用
Stirling矩阵将模型进行一阶展开,基于凸差规划完成线性化误差定界,采用超平行空间表示误差边界和状态可行
集,求解下一时刻预测状态可行集超平行体.在更新步将观测值分解为多个带,融入观测值的线性化误差并将带
依次与超平行体相交,得到该时刻超平行空间描述下的状态可行集更新情况.所提出算法能够避免在求解线性化
误差过程中外包误差集合带来的体积扩充,降低非线性集员滤波算法的保守性,仿真示例验证了所提出算法的可
行性和有效性.
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Abstract: For solving the problem of state estimation in nonlinear systems with bounded but unknown noise, a
hyperparallel space set-membership filtering based state estimation algorithm is proposed. The Stirling matrix is used to
expand the model into the one dimension, and the linearization error boundary is calculated based on convex difference
programming. Then, the hyperparallel space is used to represent the error boundary and the feasible state set, before
finding the predictive parallelotope incorporating true states in the next time. In the update step, the observation is
decomposed into multiple stripe, and the updating feasible state set described by the hyperparallel space is obtained by
integrating the linearization error of the observed values into stripe and intersecting them with the parallelotope in turn.
The proposed algorithm avoids the volume increase caused by sets bounding remainder in the process of solving the
linearization error, thus can reduce the conservatism of the nonlinear set-membership filtering algorithm. The
simulation example verifies the feasibility and effectiveness of the proposed algorithm.
Keywords: hyperparallel space；set-membership；filtering；nonlinear system；state estimation

0 引 言

非线性系统状态估计问题广泛存在于全球定位

系统导航、目标跟踪和系统控制等领域,准确连续
地估计出系统的状态参数是对其进行有效控制的前

提.因此,所采用的估计方法不仅要求精度高,而且应
具备处理模型误差的能力.传统的状态估计领域常

用的贝叶斯经典方法,例如卡尔曼滤波[1-2]、粒子滤

波[3-4]等,均要求对噪声的概率分布满足先验性假设,
但实际系统中并不能得到其精确分布,或者虽然已知
噪声分布但为非高斯或非白噪声的情况,这些情形使
得基于概率的状态估计结果不精确甚至失灵,导致经
典的滤波算法具有局限性.
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相比经典的卡尔曼滤波算法,集员滤波假设噪声
项为未知有界 (unknown but bounded, UBB),它只需
知道噪声的边界值而对其具体概率分布没有先验要

求,拓展了传统状态估计方法的适用领域.在使用集
员滤波方法的过程中,学者们将系统的状态可行解集
用规则的几何空间体表示,然后预测步将集合做仿射
变换,更新步不断将其与测量值条带求交集缩小可行
集得到系统的真实状态.常用的几何空间有椭球[5-6]、

多胞体[7-8]、区间[9-10]、盒子[11-12]等.
在非线性系统状态估计领域,由于传统估计算法

的固有缺陷,如扩展卡尔曼滤波在做泰勒展开时需计
算雅可比矩阵或海森矩阵,从而带来显著的计算量,
目标函数非线性程度较高引起较大高阶误差项会严

重影响算法收敛性,甚至导致算法发散,噪声项服从
高斯分布等[13],使得这些算法对于精确性和可靠性
要求较高的系统并不适用.由于椭球集员滤波计算
简单、易于迭代[14], Scholte等[15]借鉴扩展卡尔曼滤

波的思想,基于椭球集员滤波提出了扩展集员滤波算
法,用椭球包裹线性化误差,再求其外包盒以解决非
线性问题,打破了噪声分布的局限性;周波等[16]在此

基础上将外包盒的选取规则改为轴对称外包盒,降低
了算法保守性.椭球算法虽然计算简单,便于迭代,但
保守性较大,不易得到状态可行集的紧致解.
本文针对以上非线性集员滤波过程中将线性化

误差用椭球包裹再求其外包盒导致保守性偏大的问

题,采用超平行体将线性化误差包裹进行运算.首先,
预测步将模型状态值的非线性部分在上一时刻状态

估计点处进行一阶Stirling展开,按照一阶展开项形
式对上一时刻迭代结束的超平行体进行线性仿射变

换,使用凸差[17-18](difference of convex, DC)规划给展
开的高阶误差项定界并用超平行体包络,利用超平行
体的闵可夫斯基和的性质,计算预测过程的系统可行
集;然后,在更新步将观测值的非线性部分在预测步
结束的状态估计点处进行一阶Stirling展开,观测值
展开的高阶误差项融入条带表达式中并构建线性化

条带空间;最后利用条带与超平行体的依次不断相
交得到系统状态估计值.

1 问题描述

给定离散非线性系统的数学模型如下:xk+1 = f(xk) + wk,

yk = h(xk) + vk.
(1)

其中:xk ∈ X ⊆ Rn,xk为k时刻系统状态,X为参数
可行集 (feasible parameter set, FPS), yk ⊆ Rm为k时

刻输出测量值,wk和vk分别为k时刻的过程噪声和

测量噪声, f(xk)和h(xk)为关于xk的离散非线性函

数.
定义1 [16] 对于ω ∈ Rl×1, ϵ ∈ Rl×1,定义如下

符号:

∥ωi∥ϵ
i

∞ = max
(∣∣∣ωi

ϵi

∣∣∣), i = 1, 2, . . . , l, (2)

其中ωi和ϵi为ω和ϵ的第 i项.
假设1 对于系统 (1),假定噪声项wk和vk均是

UBB,且满足下式:

∥wi
k∥ϵ

i
w
∞ ⩽ 1, i = 1, 2, . . . , n; (3)

∥vjk∥
ϵjv
∞ ⩽ 1, j = 1, 2, . . . ,m. (4)

其中ϵiw和ϵjv分别为k时刻w的第i项边界值和v的第

j项边界值.
本文提出一种基于超平行空间集员滤波的非

线性系统状态估计方法,首先用 Stirling将 f(xk)和

h(xk)线性化,利用凸差 (difference of convex, DC)规
划[17-18]给线性化误差定界,再采用超平行体进行融
入高阶误差项的集合运算,解决了非线性系统 (1)
的参数估计问题.与中心差分集员滤波算法 (central
difference set-membership filter, CDSMF)[18]和最小

边全对称多胞体算法 (minimum segments zonotopic
method, MSZM)[19]相比,所提出算法具有更小的保守
性.

2 预备知䇶

2.1 超平行体与正多胞体

定义2 [20] 定义第i个观测条带为

Si = {θ ∈ Rn | ∥piθ − ci∥∞ ⩽ 1},

i = 1, 2, . . . ,m. (5)

其中: pi ∈ R1×n, θ为状态参数, ci ∈ R1×1为带Si的

中心点.
定义3 [21] 包含参数可行集的超平行体P为

P(θc, T ) =

{θ : θ = θc + Tα, ∥α∥∞ ⩽ 1} ≜ θc ⊕ TBn. (6)

其中: θc ∈ Rn×1为超平行中心点,T = [t1, t2, . . . , tn]

∈ Rn×n为形状矩阵,α ∈ Rn×1,Bn为n维盒子.
对于三维超平行体P(θc, T ),T = [t1, t2, t3],其

三维超平形体的空间结构如图1所示.
定义4 [7] 包含参数可行集的正多胞体O为

O(θc, d) = {θ : θ = θc + diag(d)w, ∥w∥∞ ⩽ 1}, (7)

其中θc、d、w ∈ Rn.
当定义3中的T = diag(d), d ∈ Rn时,定义3与

定义4等价.可见,正多胞体是一类特殊的超平行体.
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图 1 超平行体的空间表示(n = 3)

2.2 运算性质

性质1 超平行体满足如下运算性质:

LP(θ̂, T ) + k = P(Lθ̂ + k,LT ), (8)

P(θ̂1, T1)⊕ P(θ̂2, T2) = P(θ̂1 + θ̂2, [T1 T2]). (9)

式(8)是线性变换性质,式(9)是其闵可夫斯基和性质.
由式 (9)可见,两个超平行体的直和得到的是一个全
对称多胞体,且随着形状矩阵 [T1 T2]列数的增加,其
维数也越来越大,在空间上则表示全对称多胞体的面
越来越多,形状也越复杂.降维可求此全对称多胞体
的外包多面体.

3 基于超平行体的非线性集员滤波

3.1 线性化误差的外包定界

由于泰勒展开涉及到的 Jacobian矩阵或Hessian
矩阵的运算要求函数各点连续且可微,且微分导致计
算量较大、程序运行耗时,采用Stirling[18]方法,首先
将模型 (1)中的非线性函数 f(xk)和h(xk+1)作线性

化处理,分别将函数在估计值 x̂k|k和 x̂k+1|k处进行一

阶展开,高阶误差项 (H.O.T)用集合的形式包裹并参
与运算,有

f(xk) = f(x̂k|k) + Fk(xk − x̂k|k) + H.O.T1, (10)

h(xk+1) =

h(x̂k+1|k) +Hk+1(xk+1 − x̂k+1|k) + H.O.T2. (11)

其中

Fk =
1

2h


(f(x̂1+

k|k)− f(x̂1−
k|k))

T

(f(x̂2+
k|k)− f(x̂2−

k|k))
T

...
(f(x̂n+

k|k)− f(x̂n−
k|k))

T



T

, (12)

Hk+1 =
1

2h


(h(x̂1+

k+1|k)− h(x̂1−
k+1|k))

T

(h(x̂2+
k+1|k)− h(x̂2−

k+1|k))
T

...
(h(x̂n+

k+1|k)− h(x̂n−
k+1|k))

T



T

. (13)

且有

x̂i+
k|k = x̂k|k + hei, x̂

i−
k|k = x̂k|k − hei,

x̂i+
k+1|k = x̂k+1|k + hei, x̂

i−
k+1|k = x̂k+1|k − hei,

e1 = (1, 0, . . . , 0)T
n×1, e2 = (0, 1, 0, . . . , 0)T

n×1, . . . ,

en = (0, 0, . . . , 1)T
n×1,

定义h为步长,记f
(i)
L (xk) = f (i)(x̂k|k) + F

(i)
k (xk −

x̂k|k)为 f(xk)的第 i个函数的线性化部分,由式 (10)
可以得到线性化误差的表达式为

H.O.T1 =


f (1)(xk)− f

(1)
L (xk)

f (2)(xk)− f
(2)
L (xk)

...
f (n)(xk)− f

(n)
L (xk)

 . (14)

利用DC规划,函数 f(xk)可由两个凸函数之差

表示.设g1(xk)和g2(xk)为凸函数,即f(xk) = g1(xk)

− g2(xk),可设 g1(xk) = f(xk) + αxT
k xk, g2(xk) =

αxT
k xk, α > 0.则线性化误差表达式为H.O.T1 =

g1(xk) − g2(xk) − fL(xk).类似f(xk)的线性化部分

fL(xk),令 ḡ1(xk) = g1(x̂k) + Gk(xk − x̂k), ḡ2(xk) =

g2(x̂k) + Hk(xk − x̂k)分别为 g1(xk)和 g2(xk)的线

性化部分,利用凸函数的微分性质 ḡ1(xk) < g1(xk),
ḡ2(xk) < g2(xk)对H.O.T1进行放缩,可得

H.O.T(i)
1 ⩽ max

xk∈Xk

{g(i)1 (xk)− ḡ2
(i)(xk)− f

(i)
L (xk)},

(15)

H.O.T(i)
1 ⩾ min

xk∈Xk

{ḡ1(i)(xk)− g
(i)
2 (xk)− f

(i)
L (xk)},

(16)

其中Xk为xk的可行集.这里用超平行体PE去包裹,
利用超平行体的顶点值松弛求解半正定规划问题

(semi definite problem, SDP)[16],即对于xk ∈ Xk ⊆
PE , H.O.Ti

1的最大或最小值在PE的顶点处取得.
在求解函数 f (i)(xk)线性化误差H.O.T(i)

1 的边

界 [e
(i)
1,min, e

(i)
1,max]后,用超平行体PE = pe ⊕ TeB

n去

包裹.其中pe为超平行体中心点,Te为形状矩阵,有

pe =
{(e

(1)
1,max + e

(1)
1,min)

2
,
(e

(2)
1,max + e

(2)
1,min)

2
, . . . ,

(e
(n)
1,max + e

(n)
1,min)

2

}T
, (17)

Te =diag
{(e

(1)
1,max − e

(1)
1,min)

2
,
(e

(2)
1,max − e

(2)
1,min)

2
, . . . ,

(e
(n)
1,max − e

(n)
1,min)

2

}
. (18)

3.2 预测步

设 k时刻有参数可行集 Xk|k,此时系统状态
x(k|k)包裹在可行集中,即x(k|k) ∈ Xk|k.模型(1)的

状态方程中,利用线性化手段将非线性函数f(xk)线

性化,记为L(f(xk)),利用线性化集合运算性质可以
得到此时的可行集,记为L(Xk|k).设w(k)外包集合

为Wk,有Xk+1|k = L(Xk|k)⊕Wk.
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结合式(10),模型(1)的状态方程可写为

xk+1 = fL(xk) + H.O.T1 + wk, (19)

其中fL(xk)为f(xk)线性化部分.设xk ∈Xk, fL(Xk)

可以看作状态可行集Xk的线性仿射变换,它用超平
行体PL包裹; H.O.T1用超平行体PE包裹;wk用超

平行体PW包裹,则k+1时刻状态预测值xk+1|k满足

xk+1|k ∈ Xk+1|k = PL ⊕ PE ⊕ PW ,可见集合Xk+1|k

是个全对称多胞体.
定理1 设k时刻包含xk的超平行体为P(x̂k|k,

Tk|k),包含H.O.T的超平行体为PE = pe ⊕ TeB
n,包

含wk的超平行体为PW = pw ⊕ TwB
n.那么k + 1

时刻包含xk+1|k的全对称多胞体可表示为Z(x̂k+1|k,

Tk+1|k),其中

x̂k+1|k = f(x̂k|k) + pe + pw, (20)

Tk+1|k = [FkTk|k Te Tw]. (21)

证明 应用2.2节性质1,可知

xk+1|k ⊆ Z(x̂k+1|k, Tk+1|k) =

PL ⊕ PE ⊕ PW =

(f(x̂k|k) + Fk(P(x̂k|k, Tk|k)− x̂k|k))⊕

(pe ⊕ TeB
n)⊕ (pw ⊕ TwB

n) =

(f(x̂k|k) + (P(Fkx̂k|k, FkTk|k)− Fkx̂k|k))⊕

(pe ⊕ TeB
n)⊕ (pw ⊕ TwB

n) =

(f(x̂k|k)⊕ FkTk|kB
n)⊕ (pe ⊕ TeB

n)⊕

(pw ⊕ TwB
n) =

(f(x̂k|k) + pe + pw)⊕ [FkTk|k Te Tw]B
3n =

x̂k+1|k ⊕ Tk+1|kB
3n,

其中

x̂k+1|k = f(x̂k|k) + pe + pw,

Tk+1|k = [FkTk|k Te Tw]. 2
在得到 k + 1时刻预测状态的参数可行集

Z(x̂k+1|k, Tk+1|k)后,利用文献 [22]的降维方法求取
可行集的最小外包超平行体P(x̂k+1|k, Tk+1|k).对于
过程噪声项是中心点为原点的正多胞体,即wk ∈
PW = OW = 0 ⊕ diag{wk,1, wk,2, . . . , wk,n},由于
PE亦为等维数的正多胞体,计算定理1中Z(x̂k+1|k,

Tk+1|k)时,可先用如下定理求解两个正多胞体的直
和PE+W .
定理2 对于两个n维的正多胞体O1 = p1 ⊕

diag{a1, a2, . . . , an},O2 = p2 ⊕ diag{b1, b2, . . . , bn},
两者的闵可夫斯基和可以表示为

O1 ⊕O2 =

(p1 + p2)⊕


a1 + b1

a2 + b2
. . .

an + bn

 .

证明 令Bn = [B1, B2, . . . , B2n],其中的每个
元素取值为1或−1,且前n个元素构成集合Bn

1 ,后n

个元素构成集合Bn
2 .考虑两个正多胞体的形状矩阵

diag{a1, a2, . . . , an}Bn
1 和 diag{b1, b2, . . . , bn}Bn

2 ,由
超平行体性质知其闵可夫斯基和得到的形状矩阵为

[diag{a1, a2, . . . , an} diag{b1, b2, . . . , bn}]B2n,

顶点的形状矩阵表达式为 [a1B1 + b1Bn+1; a2B2 +

b2Bn+2; . . . ; anBn+ bnB2n],每行取最大值和最小值,
得其顶点边界为

[B1(a1 + b1);B2(a2 + b2); . . . ;Bn(an + bn)]. 2
求出PE+W 后再求其与仿射变换超平行体PL

的直和,所得直和集合是一个全对称多胞体.然后求
其最小外包超平行体P(x̂k+1|k, Tk+1|k),即

Z(x̂k+1|k, Tk+1|k) ⊆ P(x̂k+1|k, Tk+1|k) =

PL ⊕ PE+W . (22)

例如,当PL =

[
0.35

0.1

]
⊕

[
0.15 0.08

0.09 0.18

]
,PE+W =[

0.05

0.05

]
⊕

[
0.025 0

0 0.025

]
时,计算可得

Z =

[
0.4

0.15

]
⊕

[
0.15 0.08 0.025 0

0.09 0.18 0 0.025

]
,

P(x̂k+1|k, Tk+1|k) =

[
0.4

0.15

]
⊕

[
0.199 2 0.104 2

0.119 5 0.234 5

]
.

此时,预测过程的集员空间体包裹区域对比如图2所
示.

0 0.2 0.4 0.6 0.8

-0.2

0

0.2

0.6 PE W+ PL Z

!"#$%

P T x( , )k k k k+1| +1|

̭

x

y

0.4

图 2 预测过程集员空间体包裹区域

3.3 更新步

针对输出方程中的 h(xk)线性化,定义线性化
后的结果为 yk+1 = L(h(xk+1)) + vk+1,有观测集
Sk+1 = {x ∈ Rn | ∥yk+1 − L(h(xk+1))∥

ϵiv∞ ⩽ 1},
则更新后的状态估计为Xk+1|k+1 = Sk+1

∩
Xk+1|k.
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由于k+1时刻满足Xk+1|k ⊆ P(x̂k+1|k, Tk+1|k),
更新步的目的是求解观测集 Sk+1与前序预测步

得到的P(x̂k+1|k, Tk+1|k)交集的最小外包超平行体

P(x̂k+1|k+1, Tk+1|k+1),即

Sk+1

∩
P(x̂k+1|k, Tk+1|k) ⊆ P(x̂k+1|k+1, Tk+1|k+1).

定理3 设有观测方程yk+1 = h(xk+1) + vk+1,
其中: yk+1 ∈ Rm×1,h(xk+1)为xk+1的m维非线性

函数, y(i)k+1和h(i)(xk+1)分别代表 yk+1和h(xk+1)的

第 i个元素, 1 ⩽ i ⩽ m.令 ϵ
(i)
v 表示vk+1的第 i个元

素的边界值, H.O.T(i)
2 表示H.O.T2的第 i个元素,其

上下界为H.O.T(i)
2 ∈ [e

(i)
2,min, e

(i)
2,max],则线性化后的观

测集 Sk+1的第i个条带Sk+1,i可表示为

Sk+1,i ={x ∈ Rn | ∥pixk+1|k+1 − ci∥∞ ⩽ 1}. (23)

其中

pi =
Hk+1

ϵ
(i)
v +

e
(i)
2,max − e

(i)
2,min

2

, (24)

ci =

y
(i)
k+1 − h(i)(x̂k+1|k) +Hk+1x̂k+1|k −

e
(i)
2,max + e

(i)
2,min

2

ϵ
(i)
v +

e
(i)
2,max − e

(i)
2,min

2

.

(25)

证明 模型 (1)的观测方程在k + 1时刻的一阶

Stirling展开为

yk+1 =h(x̂k+1|k) +Hk+1(xk+1|k+1 − x̂k+1|k)+

H.O.T2 + vk+1. (26)

考虑yk+1 = [y
(1)
k+1, y

(2)
k+1, . . . , y

(m)
k+1]

T中的任一分

量 y
(i)
k+1,基于 v

(i)
k+1与H.O.T(i)

2 的有界性,Sk+1,i可写

为

Sk+1,i =

{x ∈ Rn | ∥y(i)k+1 − h(i)(x̂k+1|k) +Hk+1x̂k+1|k−

Hk+1xk+1|k+1∥
ϵ(i)v +

e
(i)
2,max−e

(i)
2,min

2∞ ⩽ 1}. (27)

作如下恒等变形:

∥y(i)k+1 − h(i)(x̂k+1|k) +Hk+1x̂k+1|k−

Hk+1xk+1|k+1∥
ϵ(i)v +

e
(i)
2,max−e

(i)
2,min

2∞ =∥∥∥ Hk+1

ϵ
(i)
v +

e
(i)
2,max − e

(i)
2,min

2

xk+1|k+1−

y
(i)
k+1 − h(i)(x̂k+1|k)

ϵ
(i)
v +

e
(i)
2,max − e

(i)
2,min

2

−

Hk+1x̂k+1|k −
e
(i)
2,max + e

(i)
2,min

2

ϵ
(i)
v +

e
(i)
2,max − e

(i)
2,min

2

∥∥∥
∞
.

参考定义2,可将Sk+1第 i个条带Sk+1,i的结构参数

改写为

pi =
Hk+1

ϵ
(i)
v +

e
(i)
2,max − e

(i)
2,min

2

, (28)

ci =

y
(i)
k+1 − h(i)(x̂k+1|k) +Hk+1x̂k+1|k −

e
(i)
2,max + e

(i)
2,min

2

ϵ
(i)
v +

e
(i)
2,max − e

(i)
2,min

2

.

(29)

定理3得证. 2
考虑到 Sk+1 =

m∩
i=1

Sk+1,i 是一个多面体,

P(x̂k+1|k, Tk+1|k)
∩

Sk+1 亦是一个形状更复杂的

不规则多面体,这样不利于迭代计算.为解决这一
问题,在计算超平行体 P(x̂k+1|k, Tk+1|k)时,每次
只与一个条带相交,即P(x̂k+1|k, Tk+1|k)

∩
Sk+1 =

{. . . {P(x̂k+1|k, Tk+1|k)
∩
Sk+1,1}, . . . ,

∩
Sk+1,m}, 在

k + 1时刻P(x̂k+1|k, Tk+1|k)
∩

Sk+1,1,计算此多面体
的最小外包超平行体,再令其与Sk+1,2相交,如此往
复直至Sk+1,m.
以计算 P(x̂k+1|k, Tk+1|k)

∩
Sk+1,1 为例, 可令

Sk+1,1 = Sk+1,1(pn+1, cn+1),首先设置迭代初始参
数

xc = x̂k+1|k, T = [t1, t2, . . . , tn] = Tk+1|k. (30)

pn+1和cn+1按照式 (28)和 (29)进行计算.设置两个参
量

ϵ+0 = (pn+1xc − cn+1) +
n∑

i=1

|pn+1ti|, (31)

ϵ−0 = (pn+1xc − cn+1)−
n∑

i=1

|pn+1ti|. (32)

当 ϵ+0 < −1或 ϵ−0 > 1时表示交集为空,即存在故
障,此时退出当前循环.若交集非空集,则开始迭代计
算.为了保证向量 t1, t2, . . . , tn方向为正方向,定义方
向性运算pn+1ti ⩾ 0,否则令ti取反.
以下3步中每一步需分别做 ti、̄ti和 t∗i的方向性

运算.
step 1:紧缩条带[20-21].有

r+n+1 = min(1, ϵ+0 ), (33)

r−n+1 = min(1,−ϵ−0 ), (34)
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p̄n+1 =
2

r+n+1 + r−n+1

pn+1, (35)

c̄n+1 =
2

r+n+1 + r−n+1

(
cn+1 +

r+n+1 − r−n+1

2

)
. (36)

这样得到的 S̄k+1,1是紧缩的.
step 2:紧缩超平行体P(xc, T )得到P(x̄c, T̄ ),对

于i = 1, 2, . . . , n,当pn+1ti ̸= 0时,有

r+i = min
(
1,

1− ϵ−0
|pn+1ti|

− 1
)
,

r−i = min
(
1,

1 + ϵ+0
|pn+1ti|

− 1
)
,

t̄i =
r+i + r−i

2
ti,

x̄c = xc +

n∑
i=1

r+i − r−i
2

ti.

(37)

当pn+1ti = 0时,当前超平行体不进行紧缩.
step 3:选择P(x̄c, T̄ )

∩
S̄k+1,1的最小外包超平行

体P(x∗
c , T

∗),即在 (n + 1)个紧缩条带中选择n个组

成最小体积超平行体,有

t̄n+1 =
p̄T
n+1

|p̄n+1|2
; (38)

i∗ = arg max
j=1,2,...,n+1

{p̄n+1t̄j}; (39)

if i∗ = n+ 1, then P(x∗
c , T

∗) = P(x̄c, T̄ ); (40)

if i∗ ̸= n+ 1, then



t∗i = t̄i −
p̄n+1t̄i
p̄n+1t̄i∗

t̄i∗ , i ̸= i∗;

t∗i =
t̄i

p̄n+1t̄i
, i = i∗;

x∗
c = x̄c +

t̄i∗(c̄n+1 − p̄n+1x̄c)

p̄n+1t̄i∗
.

(41)

由文献 [23]的引理 2可知,当 i∗p = i∗q且 p ̸= q

时,舍弃第p个或第q个条带所得到超平行体的体积

相同,都是最小外包的超平行体,故可两者选其一.令
xc = x∗

c ,T = T ∗,再次循环直至m次即可求得

x̂k+1|k+1和Tk+1|k+1.
综上,本文所提的基于超平行空间集员滤波的

非线性系统状态估计算法 (hyperparallel space based
nonlinear set membership filtering, HS-NSMF)总结如
下.

step 1:设置包含状态初值的超平行体P(T0, x0)

和过程噪声超平行体PW ,收集模型输入输出数据并
设定最大迭代次数L.

step 2:利用 Stirling和DC将 f(xk)和 h(xk+1)线

性化为式 (10)和 (11),并在式 (15)和 (16)中代入超平
行体顶点坐标计算H.O.T边界,利用式 (17)和 (18)更

新超平行体PE .
step 3:由定理2计算PE+W .
step 4:由定理1求得预测后状态 x̂k+1|k的全对称

多胞体可行集Z,并利用文献 [22]的降维方法求其最
小外包超平行体P(Tk+1|k, x̂k+1|k).

step 5:利用式(24)和(25)计算线性化之后的带空
间,进行式(30)∼ (41)的超平行体更新计算.

step 6:重复step 2,直到迭代次数达到L时退出循

环,输出系统状态估计结果.

4 仿真验证

4.1 仿真示例1

给定如下非线性离散系统:
xk+1 =

0.5x1,kx2,k

0.2x2
2,k

+ uk + wk,

yk = Hkxk + vk.

(42)

其中:输入uk = 0.6,Hk = [1 0],过程噪声 |wk|∞ ⩽
0.001,测量噪声 |vk|∞ ⩽ 0.001,初始超平行体为P0 =[
−0.2

0.3

]
⊕

[
0.1 0

0 0.1

]
,初始全对称多胞体设置与初始

超平行体一致,初始椭球形状矩阵为diag(0.12, 0.12).
将本文算法与CDSMF算法[15]、MSZM算法[16]进行

对比分析,仿真结果如图3∼图8所示.
图 3为状态可行集演化情况,可以看出 3种方

法均包裹系统真实状态并且可行集不断缩小, HS-
NSMF 的可行集包裹区域面积小于 CDSMF 和
MSZM算法,表明HS-NSMF的保守性比它们小.图
4为状态可行集随时间变化情况,随着迭代次数的增
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图 8 状态可行集面积 (仿真示例1)

加, 3种方法的状态可行集都不断变小, HS-NSMF的
可行集包裹区域面积最小.

图5为系统真值和估计值的点轨迹变化情况.相
较于CDSMF和MSZM算法,所提出的HS-NSMF算
法对系统状态的估计更贴近系统状态的真值,滤波效
果更明显.

图 6和图 7分别为状态 x1和 x2估计值边界对

比,从局部放大图可见, 3种算法均将真值包裹在
内,但HS-NSMF的边界相对于其他两种算法更加紧
致. CDSMF和MSZM边界紧致度近似,后者略小.需
要指出的是,所提出的HS-NSMF旨在减小状态可行
集的包裹区域.

图8给出了不同滤波算法空间结构包裹下状态
可行集的几何面积对比情况.由图 8可见, HSNSMF
算法相比CDSMF和MSZM算法而言,运行过程中
的状态可行集空间面积最小,表明算法的保守性最
小.原因是HS-NSMF算法在求SDP取顶点时无需求
解最小外包盒子,而是将超平行体的2n个顶点作为

选择点代入超平行体更新计算;对于中心点和轴半
径已定的H.O.T集合,超平行体表示集合总比椭球表
示集合的面积小.

4.2 仿真示例2

针对如下模型所述的弹簧阻尼系统[18]:

xk+1 = x1,k +∆Tx2,k

x2,k +∆T (−k0x1,k(1− kdx
2
1,k)− cx2,k)

+ wk,

yk = Hkxk + vk.

其中:Hk = [1 0],采样时间∆T = 0.1s, k0 = 1.5, kd =

3, c=1.24,过程噪声wk∈PW =

[
0

0

]
⊕

[
0.002 0

0 0.002

]
,

测量噪声 |vk|∞ ⩽ 0.001.初始迭代超平行体为

P0 =

[
0.2

0.3

]
⊕

[
0.2 0

0 0.2

]
,初始椭球形状矩阵大小为

diag(0.22, 0.22),初始全对称多胞体设置与初始超平
行体一致.仿真结果如图9∼图14所示.
图9是3种算法的状态可行集包裹对比情况,通

过对可行集变化的放大可以看出,所提出HS-NSMF
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图 12 状态x1估计边界 (仿真示例2)
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图 13 状态x2估计边界 (仿真示例2)
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图 14 状态可行集面积 (仿真示例2)

算法保守性比MSZM小,相比CDSMF算法优势更明
显.图 10为 3种算法的状态可行集随时间轴的演化
情况,可见随着迭代次数的增加, 3种算法可行集面积
均会减少,最终趋于稳定,且所提出的HS-NSMF算法
可行集面积比CDSMF和MSZM的可行集面积小,保
守性更好.

图11为状态真值和估计值的点轨迹,状态x1和

x2的真值均趋于 0, 3种算法都可以跟踪真值的变
化,本文算法与真值的贴合度总体高于CDSMF和

MSZM算法.图12和图13为状态的边界描述,与仿真
示例1相似,所提出HS-NSMF算法边界更加紧致.

图14为包裹状态可行集的几何形状面积对比情
况.相比CDSMF和MSZM算法, HS-NSMF算法具有
更低的保守性、面积较小的特点.超平行体的面积在
k = 38 ∼ 61时间段内波动大,原因是k = 38时求得

的超平行体状态可行集形状窄长,导致在k + 1时刻

求取线性化误差外包定界的SDP问题时出现较大的
H.O.T上界值或较小的下界值,使得超平行体PE形

状较大,最终测量更新所得P(x̂k+1|k+1, Tk+1|k+1)体

积较大导致开始波动.由图14可见,在k > 3的任意

时刻HS-NSMF算法带来的可行集几何面积始终比
MSZM和CDSMF小.

5 结 论

本文提出了一种基于超平行体的非线性系统集

员状态估计方法.利用Stirling方法将非线性函数展
开成一阶线性部分和高阶误差项,用DC规划求出高
阶误差项的边界值并用超平行体进行包络以改善其

保守性,利用超平行体直和性质得出线性化后的超平
行体.更新步将m维观测值分解为m个条带,同样求
出线性化误差并将误差融入条带表达形式,将条带依
次与超平行体求交集得到系统状态的最终可行集.
所提出算法适用于解决具有非线性特征的系统

状态估计问题,例如Hammerstein系统、Wiener系统
等,同时可以结合其他空间降维策略降低算法计算
量,并推广至解决非线性系统状态估计[24]、故障诊断

与容错控制[25-26]等其他领域问题.
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