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变阶分数阶微分方程的数值解法综述

孙 宝1†, 张文超1, 李占龙2, 范 凯1

(1. 太原科技大学应用科学学院，太原 030024；2. 太原科技大学机械工程学院,太原 030024)

摘 要: 近年来,分数阶微积分作为一种工具已经被广泛应用于工程中的各个领域.较常阶分数阶微积分算子而
言,变阶分数阶微积分算子能够更加准确地描述复杂系统的物理特性,变阶分数阶微积分建模作为一个强大的数
学工具,为工程建模提供了便利.在前人优秀研究成果的基础上,结合近几年的国内外相关学者的研究成果对变分
数阶微积分方程的研究作全面的综述.以变阶分数阶微分方程、变阶时间分数阶对流-扩散方程、变阶分数阶反
应-扩散方程、变阶分数阶积分-微分方程和时滞变阶分数阶微分方程为主要研究对象,从变分数阶微积分算子的
相关定义、模型、数值解及在工程中的相关应用等几个方面进行介绍.研究发现,近年来的算法多集中在多项式算
法的基础上,通过构建不同的运算矩阵来实现变阶微分方程到代数方程组的转换.该综述可为相关领域的研究学
者提供参考.
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Abstract: In recent years, fractional calculus as a tool has been widely used in various fields of engineering. Compared
with the constant order fractional calculus operator, the variable order fractional calculus operator can describe the physical
properties of complex systems more accurately. As a powerful mathematical tool, the variable order fractional calculus
modeling provides convenience for engineering modeling. On the basis of previous excellent research results, combined
with the research results of domestic and foreign scholars in recent years, this paper makes a comprehensive review of
the research of variable fractional calculus equations. The variable-order fractional differential equations (VO-FDEs),
the variable-order time fractional convection-diffusion equations (VOTFC-DEs), the variable-order fractional reaction-
diffusion equations (VOTFR-DEs), the variable-order fractional integral-differential equations (VO-FIDEs), the variable-
order delay fractional differential equations (VO-DFDEs) and the variable-order fractional optimal control problems (V-
FOCPs) are taken as the main research objects, which are introduced from several aspects of variable fractional calculus
operator related definitions, models, numerical solutions and applications in engineering. It is found that most of
the algorithms in recent years are based on polynomial algorithms, which can realize the transformation of variable
order differential equations to algebraic equations by constructing different operation matrices. This review can provide
reference for researchers in related fields.
Keywords: variable-order fractional calculus；fractional calculus；numerical solution；optimal control；existence and
uniqueness；polynomial algorithm

0 引 言

微积分作为一门学科,自 17世纪以来已逐渐
被大家所熟知.在整数阶微积分的基础上,为了更好

地反映一些物理现象,满足实际需求,分数阶微积分
随之出现. L’Hospital在 1695年提出的猜想:当n =

1/2时, dnf/dxn是什么意思?开创了学者们对分
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数阶微积分理论的研究,至今已有 300多年历史,
直到 1812年, Laplace才利用积分给出一个分数阶
导数的定义[1].从 19世纪初开始,数学家 Liouville、
Riemann和Holmgren等开始系统地研究分数阶微积
分.后来国内外学者根据整数阶微积分理论推导出
分数阶微积分理论. 1999年, Podlubny教授[2]在其著

作中系统地阐述了分数阶微积分的相关理论. 2010
年, Diethelm教授[3]在其著作中讨论了分数阶微积分

的重要性,为分数阶微积分以后的发展奠定了一定的
理论基础.

分数阶微积分算子的非局部性使得其在建模时,
动力学的下一个状态需要依赖于它之前的状态,从而
能够较为精准地描述物理系统的动态特性,已被广泛
应用于工程等领域,如粘弹性系统[4-5]、生物工程[6]、

生物化学[7]、力学[8]等.分数阶微积分算子大致可分
为两类,一类为常阶分数阶算子,即分数阶微积分算
子的阶次保持不变;一类为变阶分数阶算子, 是对常
阶分数阶算子的扩展,算子阶次由一类函数进行表
示,可以为任何的实数和复数阶,同时变阶微积分算
子的阶次可以定义为系统内部或外部变量的函数,可
以是关于时间、空间、温度、系统能量以及不同变量

间的组合函数,阶次的可变性为现实中的建模问题提
供了较大的自由度.但是,如何对复杂系统的建模过
程进行准确描述和分析是一个非常复杂而困难的问

题.在文献 [9]中, Sun等对整数阶导数、常阶分数阶
导数和两种变阶分数阶导数对于表征系统的记忆性

进行了比较研究,研究表明:整数阶微分可以较好地
描述系统的短记忆性,常分数阶微分在描述系统的长
记忆性方面具有一定的优势,而变阶分数阶微分具有
描述复杂系统变记忆的特性.

1993年,变阶分数阶微积分被提出[10],是对常阶
分数阶微积分的推广.相较于常阶分数阶微积分算
子,变阶分数阶算子对于模拟复杂物理系统具有一
些非常强大的特性,如能够较为准确地描述幂律现
象中出现的非局部性、频率、路径或时间依赖等特

性[11].同时,变阶分数阶微积分建模可以在不改变控
制结构的基础上,通过阶次的变化实现模型间的无缝
衔接,以用较少的模型来描述较为广泛的动力学现
象.变阶分数阶微积分算子可作为建模非线性分数
阶微分方程和混沌系统的有力工具[12],常用来描述
非线性动力学系统,如受空间变化阻尼阶次影响的振
子响应建模、复杂结构中异常扩散建模、接触和迟

滞非线性动力学建模以及复杂控制系统建模等.这
类分数阶微积分对于研究随时间和空间变化的记忆

性质极为有用,主要用于优化、稳定性分析、数值模拟
等方面[13].同时,变阶分数阶微积分算子的建模优势
使得其计算复杂性不断增加,其解析解大多不存在显
式形式,目前对于变阶分数阶的研究大多停留在数值
解的研究上[14].
变阶分数阶微积分作为一种数学工具,由于其能

更好地描述工程中的反常扩散问题,使得其在工程
领域快速发展,对于变阶分数阶微分方程解的研究
已经成为国内外研究的热点内容.由于变阶分数阶
微分方程中所含的分数阶幂项使得其在求解中存在

一定的困难,经典的算法已经不能更好地解决这些问
题.近年来,通过国内外学者的不懈努力,大量新的算
法不断地被提出.同时,由于变阶分数阶算子的核具
有变指数,在大多数情况下不可能得出变阶分数阶
方程的解析解,这为变阶分数阶解的研究带来了巨大
的挑战,对于解析解的研究仍处于初级阶段.因此,学
者们将目标转向了对其数值解的研究,越来越多的数
学物理方程已经使用更为高效的数值计算方法进行

求解.目前对于变阶分数阶方程模型的研究热点有:
1)变阶分数阶粘弹性系统的研究; 2)变阶分数阶微积
分方程数值计算理论的研究; 3)变阶分数阶微分方
程计算软件开发的研究.
对于变阶分数阶的数值解研究是非常重要的,本

文以变分数阶微积分方程的数值算法为主要研究内

容,调研了大量的国内外相关文献,较为系统地介绍
了变分数阶微积分方程数值算法的最新研究进展,旨
在为相关领域学者提供便利.

1 变阶分数阶微积分算子相关理论

随着分数阶微积分理论的不断发展,分数阶微积
分算子的定义也层出不穷,在不同的技术领域中,学
者们根据实际需求提出了不同的算子定义,较为常见
的为Riemann-Liouville(R-L型)定义、Caputo型定义、
Grünwald-Letnikov(G-L型)定义.

定义 1 (R-L型)[15] 对于任意的连续函数 f(t),
当阶数为α(t)时, Riemann-Liouville分数阶微积分定
义可表示为

RL
0 D

α(t)
t f(t) =

w t

0

(t− τ)−α(t)−1

Γ (−α(t))
f(τ)dτ, R(α(t)) ∈ R−;

f(t), α(t) = 0;

d⌈R(α(t))⌉

dt⌈R(α(t))⌉
RL
0 D

α(t)−⌈R(α(t))⌉
t f(t), R(α(t)) ∈ R+;

d
dt

RL
0 D

α(t)−1
t f(t), R(α(t)) = 0, α(t) ̸= 0.

(1)
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其中: t ∈ [0, t],当α(t)为常数时,该算子为常阶分
数阶微积分算子,当α(t)是关于 t的函数时,该算子
为变阶分数阶微积分算子,R(α(t))为 α(t)的实部,
⌈R(α(t))⌉表示对R(α(t))向上取整,下同.当α(t) >

0时,该算子为积分算子,当α(t) < 0时,该算子表示
为微分算子. Γ (·)为Gamma函数.

Riemann-Liouville定义在数学表达上更为严格,
但在实际的工程运用及数值计算中其需要考虑初边

值条件,使得其在计算中较难处理,所以在工程的实
际计算中,常用Caputo定义进行计算,其多用于关于
时间的分数阶导数计算.

定义 2 (Caputo型)[15] 对于任意的连续函数

f(t),当阶数为α(t)时, Caputo分数阶微积分定义可
表示为

C
0 D

α(t)
t f(t) =

w t

0

(t− τ)−α(t)−1

Γ (−α(t))
f(τ)dτ, R(α(t)) ∈ R−;

f(t), α(t) = 0;

w t

0

f ⌈R(α(t))⌉(t)

(t− τ)α(t)−⌈R(α(t))⌉+1
dτ

Γ (⌈R(α(t))⌉ − α(t))
, R(α(t)) ∈ R+;

C
0 D

α(t)−1
t

df(t)
dt , R(α(t)) = 0, α ̸= 0.

(2)

其中:当α(t)不再是固定值,而是关于 t的函数时,该
定义的应用领域就更为广泛,其对应的微积分方程在
求解时也更为复杂.

定义3 (G-L型)[15] 对于任意的连续函数 f(t),
当阶数为α(t)时, Grünwald-Letnikov分数阶导数定义
可表示为

GL
0 D

α(t)
t f(t) =

lim
h→0+

[t/h]∑
k=0

(−1)k

[
α(t)

k

]
f(t− kh)

hα(t)
. (3)

除此之外,近年来国内外学者在研究变阶分数阶
微积分时提出了一些其他定义. Caputo等[16]推导出

了一种新的变阶分数阶导数定义,具体表述如下.
定义4 (CF型) 对于任意的连续函数f(t),当变

阶阶数为α(t)时, Caputo-Fabrizio导数定义如下:
CF
0 D

α(t)
t f(t) =

(2− α(t))M(α(t))

2(1− α(t))

w t

0
exp

[
− α(t)

(t− τ)

1− α(t)

]
f ′(τ)dτ.

(4)

其中:α(t) (0 < α(t) < 1)为关于时间 t的函数,
M(α(t)) = 2/(2− α(t))为标准化函数.

2016年, Atangana等[17] 在 Caputo-Fabrizio定义
的基础上,结合Mittag-Leffler函数,推导出了一种新
的变分数阶导数定义,形式如下.
定义5 (ABC型) 对于任意的连续函数f(t),变

阶分数阶Atangana-Baleanu-Caputo导数定义为
ABC
0 D

α(t)
t f(t) =

B(α(t))

1− α(t)

w t

0
Eα(t)

[
− α(t)

(t− τ)α(t)

1− α(t)

]
f ′(τ)dτ. (5)

其中: 0 < α(t) < 1,B(α(t)) = 1− α(t) +
α(t)

Γ (α(t))
为

标准化函数,Eα(t)为Mittag-Leffler函数.
2020年, Heydari等[18]为解决 Atangana-Baleanu

和Caputo-Fabrizio意义下的非奇异变阶分数阶导数
的局限性,引入一种新的以Mittag-Leffler函数为核的
非奇异变阶分数阶导数,其定义如下.
定义6 (HH型) 对于任意的连续函数f(t),变阶

分数阶Heydari-Hosseininia导数定义为
HH
0 D

α(t)
t f(t) =

1

1− α(t)

w t

0
u′(t)E1

(−α(t)(t− τ)

1− α(t)

)
dτ. (6)

其中: 0 < α(t) < 1, E1为Mittag-Leffler函数.

2 变阶分数阶微积分方程的解

2.1 变阶分数阶微分方程解的存在唯一性

无论是分数阶还是整数阶微分方程,对于其解的
存在唯一性研究也是一项十分重要的课题. Daftardar
-Gejji等[19]给出了一类特殊的分数阶微分方程解的

存在唯一性理论.但是,目前对于变阶微分方程解存
在唯一性的相关文献有限,国内外学者对该领域的
研究还不够完善. Razminia等[20]给出了 4个定理证
明了变阶分数阶微分方程解的存在性,并证明在满
足Lebesgue可测性、非线性项的连续性和微分运算
条件下,变阶分数阶微分方程存在解. An等[21]利用

Banach压缩映射原理证明了变阶分数阶微分方程初
值问题解的存在唯一性. Zhang等[22]研究了变阶分

数阶导数下的微分方程初值问题解的存在唯一性,并
通过实例验证这些理论. Moualkia等[23]用 Picard迭
代法证明了一类多维分数阶微分方程解的存在性,并
提出了新的唯一性条件.

2.2 变阶分数阶微积分方程的数值解

从数学角度来讲,分数阶微分方程又可分为线性
分数阶微分方程及非线性分数阶微分方程.对于线
性分数阶微分方程,可以通过Laplace变换、Fourier
变换、变分迭代法等[24-25]算法求出解析解. 1999年,
Podlubny教授[2]在其专著中给出了经典n项常阶分

数阶微分方程的解析解形式.但是当项数太多时,解
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析解的表达式就越加复杂,解析解中含有一些特殊函
数导致求解难度增大,所以对于较为复杂的系统,常
通过数值响应来描述其物理特性.在实际的工程建
模中,往往需要运用非线性分数阶微积分方程去模拟
物理现象.较线性方程而言,非线性项为方程的求解
增加了难度,上述所介绍的方法对该类方程将不再适
用. Doha等[26]提出了将移位的 Jacobi多项式与Tau
方法相结合用来求解分数阶微分方程. Garrappa[27]

为了解决分数阶微分方程、多阶系统的分数阶微分

方程及多项分数阶微分方程,以分式线性多步法为依
托,提出了一套Matlab程序,为这 3类方程的计算提
供了便利. Bazm等[28]提出了用Legendre多项式求解
非线性微分方程.
变阶分数阶微积分研究的是算子的阶随时间

和 (或)空间变化的分数阶算子,首个变阶分数阶微
分的概念是对Riemann-Liouville和Marchaud的分数
阶微分定义通过 Fourier变换得到的,随后, Lorenzo
等[29]提出了变阶分数阶算子及分布阶分数算子的概

念.相较于常阶分数阶微积分方程,变阶分数阶微积
分方程的数值求解算法更为复杂,现有的数值算法大
多在已有的常阶分数阶微积分方程算法的基础上进

行改进,其核心是在有限差分与有限元算法等算法
的结合,以得到一些精度较高且较为稳定的数值算
法. Sun等[9]在松弛方程的基础上对不同常阶与变阶

分数阶模型表征系统记忆特性进行比较研究,结果表
明整数阶导数可用来表征系统的短记忆性,而常阶分
数阶导数在表征系统的长记忆性方面具有优势.此
外,变阶分数阶导数可以用来描述系统的变记忆.同
时, Caputo和Riemann-Liouville分数阶算子定义在表
征系统的记忆特性方面有较大的差异,它们在自然科
学和工程应用中应该有各自的应用领域.针对反常
扩散问题,变分数阶导数扩散模型建模是非常重要且
有效的手段之一,被广泛应用于生物、物理等领域,但
目前对于该模型的研究年限较短,对于一些算法的研
究仍不够成熟,在给定的条件下,该类方程存在解析
解.
对于变阶分数阶微分方程的解析解研究仍处

于起步阶段,目前国内外学者大多致力于数值逼近
算法的研究.常用的数值算法有:有限差分方法,样
条插值、谱方法等. Sun等[30]对现有的分数阶微分

方程数值逼近方法进行了综述,并将方程大致分为
FDEs (fractional-order differential equations)、FPDEs
(fractional-order partial differential equations)、FIDEs
(fractional-order integral-differential equations)、时滞

分数阶方程和变阶分数阶方程来进行详述. Bhrawy
等[31]引入 Jacobi多项式用于求解变分数阶电缆方
程. Moghaddam等[32]在有限差分近似的基础上提

出了一种具有精确鲁棒性的算法逼近任意阶的变

分数阶导数,该算法不需要对微分算子进行高阶
近似,但是网格步长的划分较难确定. Moghaddam
等[33]提出了一种求解流体力学中变阶分数阶微分

模型的逼近算法,以变阶分数阶Bagley-Torvik方程和
Basset方程为研究对象,采用分段积分二次样条插值
进行求解.随后, Solís-Pérez等[12]提出了一种新的广

义数值格式来模拟幂律、指数和Mittag-leffler核的变
阶分数阶算子,用于求解变阶非线性分数阶微分方
程. Keshi等[34]在分段积分二次样条插值的基础上,
提出了一种新的离散化方法来估计变阶分数积分算

子,并将所提出的方法改进为求解一类变阶分数阶泛
函积分方程. Abdelkawy等[35]提出了一种求解变阶

分数阶泛函微分方程的新方法,并通过求解不同类型
的变分数阶泛函微分方程来验证该算法的优越性.
无论对于常阶分数阶微分方程还是变阶分数阶

微分方程,多项式逼近一直都是一种最常用的算法,
其核心思想是在一系列简单函数的基础上,通过数
值逼近,将这些函数表示为其本身及乘积的线性组
合,以此来逼近一些复杂系统.但是,由于多项式矩
阵在实际运算中占用大量的计算空间,使得在实际
应用中需要进行大量的运算,增大了计算难度,也会
减少求解精度.所以针对不同的方程,在运用多项式
进行逼近时需要选取一些合适的多项式进行数值

逼近,同时利用多项式的正交性与谱方法相结合 (如
Galerkin方法、配置法和Tau方法等),近似代替不同
的分数阶微分算子,将复杂的变分数阶微分方程转化
为代数方程组的问题进行求解,减少求解复杂性,提
高求解精度.常见的经典正交多项式有: Jacobi多项
式、Hermite多项式、Legendre多项式、Laguerre多项
式和Chebyshev多项式等.
经典正交多项式对于变阶分数阶微分方程进

行离散逼近时,会影响数值解的精度.为解决这一问
题, Bhrawy等[36]推导出移位 Jacobi多项式的Caputo
及R-L型导数运算矩阵,用于求解多维时空变阶分数
阶 Schrodinger方程. El-Sayed等[37]构造了一种移位

的Legendre多项式运算矩阵,用于求解一类多项变
阶分数阶微分方程的数值解.研究发现, Fibonacci多
项式比经典Legendre多项式的运行时间短,运算矩
阵误差小.因此, Heydari等[38]以第 1类Chebyshev多
项式作为配置点,提出了基于Fibonacci多项式的配
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置法求解变阶时空分数阶Burgers-Huxley方程,并利
用二维Fibonacci展开截断级数进行误差分析.前4类
Chebyshev多项式用处较为广泛,可用于求解分数阶
微分方程的数值解,而第 5和第 6类Chebyshev多项
式的使用较为局限,只适用于求解分数阶常微分方
程. Sadri等[39]构造出双变量下的第6类Chebyshev多
项式作为基函数,用于求解下述变阶分数阶偏微分方
程:
C
0 D

α(x,t)
t u(x, t) + ux(x, t)− uxx(x, t) = f(x, t). (7)

初边值条件为

u(x, 0) = h(x), 0 < x < 1;

u(0, t) = u(1, t) = 0, 0 < t ⩽ 1. (8)

其中: C0 D
α(x,t)
t u(x, t)为Caputo定义下的α(x, t)阶算

子, 0 < α(x, t) < 1.
Heydari等[40]利用Heydari-Hosseininia意义下的

非奇异变阶分数阶导数,构建了一种基于移位Vieta-
Lucas多项式的数值格式,用于求解耦合变分数阶非
线性Ginzburg-Landau方程,并证明了该数值格式的
收敛性及截断误差.

小波理论是数学研究中的一门较新的学科,已成
功地应用于物理和工程学科的广泛领域.小波分析
将函数表示为各个基函数和的形式,而这些基函数是
由小波函数通过伸缩和平移后得到的,其中在信号分
析、图像处理、偏微分方程求解、积分-微分方程求
解、统计等方面发挥着重要的作用[41]. Wang等[42]提

出了求解一类非线性变阶分数阶微分方程的Euler小
波方法,并给出了Euler小波及其运算矩阵和分段函
数的性质,将该问题转化为简单的非线性代数方程
进行求解. Hosseininia等[43]利用变阶分数阶导数的

概念引入非线性变阶时间分数阶二维Klein-Gordon
方程,并利用二维Legendre小波运算矩阵对该方程
进行求解. Heydari等[44]利用Chebyshev小波逼近一
类具有变阶分数阶布朗运动特性的非线性随机微分

方程,并建立了一种构造变阶分数阶布朗运动的方
法. Hassani等[45]在经典Bernstein多项式的基础上推
导出了一种超越Bernstein级数,用于求解变阶分数
阶电报方程的数值解.

3 变阶分数阶微积分方程模型

下面根据变阶分数阶算子的性质,给出几类较为
特殊的变阶分数阶微分方程模型的数值算法.

3.1 变阶时间分数阶对流-扩散方程

变阶时间分数阶对流-扩散方程是非常重要的一
类变阶分数阶偏微分方程,其形式为

C
0 D

α(x,t)
t u(x, t) =

f(x, t)∆u(x, t)− g(x, t)∇u(x, t) + h(x, t). (9)

对于整数阶的一维对流-扩散方程可以得出其解
析解,对于二维的整数阶对流-扩散方程需要设置特
定的边界条件来求得解析解.而对于变阶分数阶对
流-扩散方程的研究大多集中在数值解方面的研究.
Du等[46]提出了一种求解任意域上分数阶扩散方程

的重构核空间无网格方法,有效避免了用Mercer核
构造形状函数处理任意域时的困难. Moghadam等[47]

在Bernoulli小波矩阵的基础上,运用Bernoulli小波
方法求解一类时空变分数阶对流-扩散方程,具有较
高的求解精度.随后, Hosseininia等[48]对二维反应-对
流-扩散方程的数值解进行研究,其方程形式如下:

HH
0 D

α(x,y,t)
t =

v(u(x, y, t)ux(x, y, t) + u(x, y, t)uy(x, y, t))+

µ∆u(x, y, t) + f(u(x, y, t)) + g(x, y, t). (10)

初值和边界条件分别为

u(x, y, 0) = h(x, y), x, y ∈ Ω;

u(x, y, t) = e(x, y, t), x, y ∈ ∂Ω, t > 0. (11)

其中: 0 < α(x, t) < 1, µ为扩散系数,u, v为非线性
函数和给定的函数, HH

0 D
α(x,t)
t u(x, y, t)为 Heydari-

Hosseininia意义下的变分数阶导数.在此基础上,提
出一种移位Bernoulli正交多项式与径向基函数相融
合的算法,并给出一种新的运算矩阵,将二维变分数
阶问题转化为代数方程组进行求解.结果表明,该方
法还适用于多分数阶过程. Yi等[49]推导出了第 2类
Chebyshev小波的变阶分数阶导数的运算矩阵,用于
求解一类变阶分数阶对流-扩散方程.

3.2 变分数阶反应-扩散方程

变分数阶反应-扩散方程是非常重要且应用广泛
的一类变分数阶偏微分方程,主要用来描述生态学中
的物种迁移变化,人或动物复杂组织的发育形成过程
以及人体生理学中的化学反应.在经典的扩散理论
中,反应扩散方程通常用热传导方程或者线性抛物线
方程来表示.一般的变分数阶时间扩散方程表示如
下:

C
0 D

α(x,t)
t − duxx(x, t) = f(x, t), (12)

u(x, 0) = φ0(x), x ∈ Ω. (13)

当0 < α(t) < 1时,方程 (12)为次扩散方程;当1 <

α(t) < 2时,方程(12)为超扩散方程,其初值为

ut(x, t)|t=0 = φ1(x), x ∈ Ω.
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Ahmadinia等[50]基于空间局部不连续Galerkin
法和时间有限差分技术,提出了一种完全离散的局
部不连续Galerkin格式来求解包含子扩散和超扩
散的变分数阶微分方程的数值解,并证明了次扩散
和超扩散时的收敛速度分别为O(hk+1 +∆t2−α(tn))

和O(hk+1 +∆t). Dehestani等[51]以 Lucas多小波函
数和修正的伪运算矩阵为基础,对 Caputo意义下
的次扩散的变分数阶反应-扩散方程进行求解,并
通过给出误差估计上界证明了该算法的有效性.
Kumar等[52]在Gegenbauer小波的基础上,利用变阶
的Gegenbauer小波运算矩阵求解了时空分数阶非线
性反应扩散方程和非线性伽利略不变平流扩散方程.
Pandey等[53]基于第 5类Chebyshev多项式的高效变
阶Chebyshev配置法,求解了一类含有Mittag-leffler
核的非线性变阶分数阶反应-扩散方程.

3.3 变分数阶积分-微分方程

变分数阶积分-微分方程的一般形式如下:

Dα(t)u(x)+
w x

0
u(t)dt+ b(x)u′(x) + c(x)u(x)=f(x).

(14)

随着变分数阶微分方程的数值解算法逐渐完善,
国内外学者致力于在现有算法的基础上进行改进,从
而求解一些较为复杂的变分数阶微积分方程.对于
VO-FIDEs,由于这类方程中含有分数阶积分算子项,
对于这一类方程在求解时需要对微分和积分算子进

行不同的处理. Doha等[54]在Legendre Gauss-Lobatto
求积的基础上,提出了一种移位 Legendre Gauss-
Lobatto配置法,用于求解具有初值条件或者非局部
条件的变阶分数阶Volterra积分-微分方程. Babaei
等[55]推导了第 6类Chebyshev多项式的变阶分数阶
导数运算矩阵,并利用配置法将一类非线性变分数
阶二次积分-微分方程简化为非线性代数方程组.同
年, Babaei等[56]通过迎风格式和分段线性插值方法

对来逼近Coimbra型变阶分数阶导数以及含核的积
分项,并采用基于单指数变换和双指数变换的Sinc配
置法分别对空间进行离散,用于求解多维下的变阶
分数阶积分-偏微分方程的数值解. Dehestani等[57]基

于分数阶Genocchi函数的配点法给出了分数阶积分
和微分的伪运算矩阵,用于逼近变阶分数阶偏积分
方程. Agarwal等[58]在移位Vieta-Fibonacci多项式的
基础上,构造新的变分数阶微积分运算矩阵,并结合
Tau方法得到VO-FIDE问题的数值解,验证了该方法
的适用性和准确性. Heydari[59]提出了一种基于移位

Chebyshev函数的非线性变阶分数阶二次积分方程
的数值计算方程. Ray[60]推导出了二维下的Legendre

小波运算矩阵,用于处理变分数阶微积分算子,求解
变阶分数阶微积分方程.

3.4 时滞变分数阶微分方程

时滞微分方程是一类特殊的具有时滞的微分方

程,即在某一时刻未知函数的导数是用前一时刻的数
值进行表示,其起源可以追溯到19世纪20年代[61].
对于时滞变分数阶微分方程, Yaghoobi等[62]提

出了一种基于三次样条插值的具有鲁棒性的高效算

法,将其应用于求解一类非线性变阶时滞分数阶方
程,并验证了该方法的准确性和有效性. Maleki等[63]

推导出了一种求解非线性变分数阶时滞方程的多步

配置方法. Zúñiga-Aguilar等[64]提出了一种基于分数

阶微积分基本定理和Lagrange多项式插值的变分数
阶时滞微分方程数值解法. Sweilam等[65]提出了一种

新的多时延变阶感知程序数学模型,并通过预估-矫
正法和五阶Adams-Moulton法对该模型进行数值研
究. Sweilam等[66]采用非标准加权平均有限差分法对

一维和二维具有比例延迟的变阶Burgers方程进行研
究,结果表明该方法是有效的. El-Sayed等[67]提出了

一种新的移位Jacobi运算矩阵,用于求解一类多项变
分数阶时滞微分方程,其表达式如下:

n∑
j=1

ajD
αj(t)
t u(t) + an+1u(t− τ) =

F (t, u(t), D
α1(t)
t , D

α2(t)
t , . . . , D

αn(t)
t , u(t− τ)). (15)

初边值条件为

u(t) = g(t), t ∈ [−τ, 0], u(0) = u0. (16)

其 中: aj ∈ R(j = 1, 2, . . . , n+ 1), an+1 ̸= 0, 0 < T,

D
αj(t)
t u(t)(j = 1, 2, . . . , n)为 Caputo定义下的变分
数阶导数.
随后, Khodabandehlo等[68]将该算法推广到求解

一类广义非线性变阶时滞微分方程,结果证明该算法
可用于求解非线性变阶时滞微分方程.

4 工程中的最优控制/变分数阶最优控制
在数学及工程科学领域,分数阶控制理论相对较

新,变阶分数阶最优控制问题是经典常阶分数阶最优
控制问题的推广[69].目前对于变阶分数阶最优控制
问题数值算法的研究多为一维和二维下的控制问题.
一维变阶分数阶最优控制问题可表述为

min J [u] =
w 1

0
F (t, x(t), u(t))dt. (17)

对应的变阶分数阶系统为

C
0 D

α(t)
t x(t) = G(t, x(t), u(t)), n− 1 < α(t) ⩽ n.

(18)
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二维变阶分数阶最优控制问题可表述为下述形式:

min J [u, v] =
w 1

0

w 1

0
F (x, t, u(x, t), v(x, t))dxdt.

(19)

对应的变阶分数阶偏微分系统为

C
0 D

α(x,t)
t u(x, t) =

G(x, t, u(x, t), ut(x, t), ux(x, t),

uxx(x, t), v(x, t)), 1 < α(x, t) ⩽ 2. (20)

针对上述一维变阶分数阶最优控制问题,
Heydari等[70]提出了一种基于Legendre小波的计算
方法,在Riemann-Liouville意义下的变阶分数阶微积
分运算矩阵,将变阶分数阶动力系统转化为可求解的
简单非线性代数方程组,结果表明,该方法对于求解
变阶分数阶最优控制十分有效.在此基础上, Heydari
等[71]将上述方法应用于求解一类二维非线性变阶

分数阶最优控制问题,结果表明该方法同样适用于
二维变阶最优控制问题的求解.随后, Heydari等[72]

基于 Taylor级数对二维变阶最优控制问题的求解
也是有效的. Heydari等[73]在Lucas多项式的基础上
设计了一种优化算法,用来求解VO分数阶对流-扩
散方程. Hassani等[74]将基于一类新的广义移位的

Legendre多项式作为基函数,对一类二阶非线性变阶
分数阶最优问题进行了研究. Sweilam等[75]利用迭代

最优控制方法和广义欧拉方法对一类具有时滞的变

阶分数阶微分模型的最优控制问题进行求解,并对两
种算法的结果进行比较.对于变阶分数阶微积分的
研究还体现在工程领域的多个方面,这里将不再进行
更为详细的介绍.

5 结 䈝

本文对近几年的有关变阶分数阶微积分方程的

数值解进行了综述,以由Riemann-Liouville、Caputo、
Grünwald-Letnikov、Atangana-Baleanu-Caputo、Caputo
-Fabrizio、Heydari-Hosseininia意义下的变分数阶微
分算子所构建的变阶分数阶微分方程、变阶时间分

数阶对流-扩散方程、变阶分数阶反应-扩散方程、变
阶分数阶积分-微分方程、时滞变分数阶微分方程、
变分数阶泛函微分方程以及变分数阶最优控制作为

主要研究对象.研究发现,目前对于变阶分数阶相关
问题的数值算法研究主要集中于多项式逼近及小波

分析算法上,都是借助一些常用的多项式,如 Jacobi、
Legendre、Fibonacci、Lucas等.在此基础上,通过推导
出不同的运算矩阵来处理方程中的变阶分数阶算子

项,进而简化方程的运算,得出方程的数值解.
变阶分数阶算子具有较好的变记忆性,能够用更

少的模型更加准确地描述较为广泛的复杂动力学现

象,尤其是对于描述非线性分数阶微分方程及混沌系
统.但是,由于变阶分数阶算子核的变指数性,使得变
阶分数阶微分方程中包含分数阶幂项,从而大大增
加了求解难度,尤其是对于解析解的研究,需要设置
较多的限制条件,较难求得.相比之下,变阶分数阶微
分方程的数值算法层出不去,但是对于不同类型的方
程,这些算法并非都通用.因此,针对不同类型的变阶
分数阶微分方程模型,如何在原有算法的基础上快速
有效地得出方程的解是目前研究的热点及难点.
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