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低阶多智能体系统快速一致性优化设计的解析方法

戴家浩, 易静文†, 柴 利

(武汉科技大学冶金自动化与检测技术教育部工程研究中心，武汉 430081)

摘 要: 在实际应用中,一大类的多智能体系统可由二阶和三阶模型描述.鉴于此,研究二阶和三阶多智能体系统
在无向图下的一致性和收敛率优化问题.针对在离散时间下的智能体,采取一个定常的控制协议.首先,给出多智
能体系统达到一致性的充要条件以及一致性状态的显示表达式;然后,将快速一致性问题转化为收敛率的优化问
题,利用劳斯判据的方法得到二阶和三阶系统最优收敛率和控制增益的直接求解公式;最后,通过仿真实验对理论
结果的有效性进行验证.
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Abstract: A large class of multi-agent systems can be described by second-order and third-order models in practical
applications. This paper consider the consensus and the optimization problem of the convergence rate of second-order
and third-order multi-agent systems under undirected topologies. A constant control protocol is applied to discrete-time
agents. Firstly, a necessary and sufficient condition for consensus is presented, as well as the explicit formula of the
consensus state. Then, the problem of accelerated consensus is transformed into the optimization problem of convergence
rate. Explicit formulas for the optimal convergence rate and control gains of second-order and third-order multi-agent
systems are obtained by applying the Routh criterion. Finally, simulation examples are given to illustrate the effectiveness
of the theoretical results.
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0 引 言

近年来,多智能体系统的群集行为激发了许多学
者的兴趣,使其在各个领域得到了广泛应用.分布式
协同控制作为一个高效的控制方法现已成为多智能

体系统群集行为研究的热点之一[1-6].一致性问题是
多智能体分布式协同控制的一个基本问题,解决该
问题的基本思路为:利用智能体与其邻居之间的信
息设计控制协议,使得所有智能体的状态达到一致
性.根据网络特性、控制方式和系统模型的不同,一
致性问题的研究可大致分为如下几类:切换拓扑上

的一致性[7]、有时延的一致性[8-9]、采样数据的一致

性[10]、量化一致性[11]和非线性系统的一致性[12]等.
收敛速度是一致性分析的一个重要参数.根据

智能体动力学分为离散和连续的情况,收敛速度的
研究分为连续时间加速一致性算法和离散时间加速

一致性算法.一阶多智能体系统加速一致性的研究
多数是在离散时间下进行的,采取的方法有半定规
划[13]、添加memory[14]和切比雪夫多项式[15]等.文献
[16]从图信号频域滤波的角度研究了一阶多智能体
系统的一致性问题,将多智能体网络的快速一致性问
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题转变为图滤波器的多项式设计问题,提供了最快收
敛速度的分布式协同一致性算法的显示求解方式.
目前,快速一致性的研究在一阶多智能体系统中

已经相对完善.实际应用中有许多系统的输入输出
关系需要通过二阶以及更高阶的动力学描述.很多
学者研究了高阶多智能体系统一致性[17-20]及其收敛

速度[21-25].文献 [21]考虑了二阶连续系统的收敛速
度,通过对系统矩阵特征值的根轨迹分析,给出收敛
速度可以任意快的条件.文献 [22]考虑了二阶离散
系统的收敛速度,在对系统矩阵特征值的实部和虚部
分类讨论后,给出复数的最优控制增益.文献 [23]在
连续时间高阶领导跟随网络中提出一种控制协议,证
明了可以通过对闭环系统进行极点配置达到任意快

的收敛速度.文献 [24]在离散时间高阶系统是能控
且不稳定特征值乘积具有上界的假设下,给出了一致
性收敛率的下界,但没有给出控制增益的选择.文献
[25]在文献 [24]的基础上,通过求解代数Riccati方程
找到一组合适的控制增益,达到了一致性收敛率的下
界.
一大类的实际工程系统可用二阶和三阶多智能

体系统进行描述,如移动机器人[26]、无人机编队[27]、

移动传感器网络[28]等.尽管针对多智能体系统一致
性已有大量的研究结果,但是仍有一些基本问题需要
解决.如对系统的模型描述不够清晰,忽视了系统达
到一致性时的状态.信息的传输一般是数字形式的,
而离散时间二阶和三阶多智能体系统加速一致性研

究的结果较少.本文的主要工作为: 1)给出临界稳定
的采样多智能体系统的一致性描述,通过分析说明临
界稳定假设不失一般性. 2)得到高阶系统渐近一致
性状态的显示表达式.智能体最终达到的状态是一
类动态的一致性. 3)将二阶和三阶多智能体系统的
快速一致性问题转化为收敛率的优化问题,利用劳斯
判据的方法得到最优一致性收敛的控制增益的解析

解.

1 预༷知䇶和问题描述

1.1 代数图论

多智能体之间的通信由一个无向图表示,记为
G=(V, E ,A).其中:V = {v1, v2, . . . , vN}为顶点集,
E ⊆ V × V为边集,A = [aij ] ∈ RN×N为加权邻接矩

阵.若顶点vi与顶点vj之间有通信,则对应的边为eij

= (vi, vj) ∈ E .令Ni = {vj ∈ V : (vi, vj) ∈ E}表示顶

点 vi邻居的集合. di =

N∑
j=1

aij表示顶点 vi的度.无

向图G的拉普拉斯矩阵定义为L = D −A,其中D =

diag{d1, d2, . . . , dN}.图拉普拉斯矩阵L为一个半正
定对称矩阵,有特征分解

L = V ΛV T.

其中:V = [v1,v2, . . . ,vN ] ∈ RN×N为一个酉矩阵,
Λ=diag{λ1, λ2, . . . , λN}. L的特征值满足

0 = λ1 < λ2 ⩽ · · · ⩽ λN ⩽ d̄,

其中 d̄ = max
i
{di}为图的最大度. λ1 = 0对应的特征

向量为v1 =
1√
N

1,其中1 = [1, 1, . . . , 1]
T.

1.2 模型描述

考虑如下离散时间多智能体系统:

x
(1)
i (k + 1) = x

(1)
i (k) + x

(2)
i (k) · τ ,

x
(2)
i (k + 1) = x

(2)
i (k) + x

(3)
i (k) · τ ,

...

x
(n)
i (k + 1) = x

(n)
i (k) + ui(k) · τ,

i ∈ {1, 2, . . . , N}. (1)

其中:x(l)
i (k) ∈Rm为智能体 i的第 l阶状态信息 (x(1)

i

为位置,x(2)
i 为速度,x(3)

i 为加速度),ui(k) ∈ Rm为控

制输入, τ ∈R+为采样周期.本文仅考虑m = 1的情

况,m>1的结果可通过克罗内克积直接得到.
令xi(k) = [x

(1)
i (k), x

(2)
i (k), . . . , x

(n)
i (k)]T,将系

统(1)写为向量形式,有

xi(k + 1) = Axi(k) +Bui(k). (2)

其中

A =


1 τ

1
. . .
. . . τ

1

 , B =


0
...
0

τ

 . (3)

注1 文献 [29]在研究多智能体系统的一致性
时指出:当开环系统稳定时,每个智能体的状态在没
有控制的情况下指数收敛到0.因此,在开环系统稳
定的情况下,研究状态一致性意义不大.当开环系统
不稳定时,研究一致性问题通常需要作出一些假设,
这些假设会使得结论变得保守,如文献 [24-25]中限
制了特征比率λ2/λN的范围.实际上,对于不稳定的
开环系统,每个节点可以先用自身状态设置局部控制
器ui(k)=Kixi(k)进行极点配置,使其自镇定到临界
稳定,然后利用邻居信息的状态反馈达到一致性.不
失一般性,将临界稳定的多积分器系统作为研究多智
能体系统一致性的模型,从某种意义上而言这样更贴
近实际应用.此外,由于数字信号是在离散时间下进
行通信的,直接考虑采样数据的多积分器系统(1).
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采用控制协议

ui(k) = K
∑
j∈Ni

aij(xj(k)− xi(k)), (4)

其中K = [K1,K2, . . . ,Kn]为控制增益.令x(k) =

[x1(k)
T,x2(k)

T, . . . ,xN (k)T]T,系统 (2)可写为如下形
式:

x(k + 1) = [IN ⊗A− L⊗BK]x(k). (5)

定义 1 考虑控制协议 (4)下的多智能体系统
(1),若对于任意的初始值,下式成立:

lim
k→∞

[x
(l)
i (k)− x

(l)
j (k)] = 0,

i, j ∈ {1, 2, . . . , N}, l ∈ {1, 2, . . . , n},

则称该系统达到了渐近一致性.
本文主要考虑采取控制协议(4)的离散时间多智

能体系统 (1)在无向通信图G=(V, E ,A)上的一致性

和收敛率.

2 主要结果

本节给出离散时间多智能体系统达到一致性的

充要条件,并分别给出二阶和三阶系统最优收敛率与
控制增益的显示表达式.

2.1 一致的充分必要条件

设Hi =A−λiBK,根据L=V ΛV T,得到式 (5)的
迭代形式为

x(k) =

(V ⊗ In)diag {A,H2, . . . , HN} (V T ⊗ In)x(k − 1) =

(V ⊗ In)diag{Ak,Hk
2 , . . . , H

k
N}(V T ⊗ In)x(0) =

1

N
(1N ⊗ In)A

k(1TN ⊗ In)x(0)+

(v2 ⊗ In)H
k
2 (v

T
2 ⊗ In)x(0) + · · ·+

(vN ⊗ In)H
k
N (vT

N ⊗ In)x(0). (6)

定义2 在控制协议(4)下,定义渐近一致性收敛
率为

r = max
i=2,3,...,N

ρ(Hi), (7)

其中ρ(·)为谱半径.
下面首先给出在此收敛率定义下的一致性条件

以及渐近一致性最终达到的状态.
定理1 考虑在控制协议 (4)下的多智能体系统

(1).当且仅当r < 1时,该系统能够达到一致性.此外,
渐近一致性状态的最终显示表达式为

lim
k→∞

x(k) = 1N ⊗


lim
k→∞

s1(k)

...
lim
k→∞

sn(k)

 , (8)

其中

sj(k) =
1

N

n−j+1∑
m=1

τm−1Cm−1
k

N∑
p=1

x(m+j−1)
p (0),

j = 1, 2, . . . , n.

证明 由于Hi是满秩矩阵,其具有分解形式

Hi = Pdiag {µ1, µ2, . . . , µn}P−1,

则 lim
k→∞

Hk
i = lim

k→∞
Pdiag

{
µk
1 , µ

k
2 , . . . , µ

k
n

}
P−1,当且

仅当r<1, lim
k→∞

Hk
i =0n×n,这意味着

lim
k→∞

x(k) =
1

N
(1N ⊗ In) lim

k→∞
Ak(1TN ⊗ In)x(0) =

1

N
lim
k→∞

(1N1TN )⊗Akx(0). (9)

对于每个智能体i,其最终的状态为

lim
k→∞

xi(k) =
1

N
lim
k→∞

Ak
N∑

p=1

xp(0), (10)

这满足了一致性的定义 lim
k→∞

[x
(l)
i (k)− x

(l)
j (k)] = 0.

另外,通过计算可以得到

Ak =



1 C1
kτ C2

kτ
2 · · · Cn−1

k τn−1

1 C1
kτ

. . .
...

. . . C1
kτ C2

kτ
2

1 C1
kτ

1


, (11)

其中Cq
p =

p!

q!(p− q)!
.将式 (11)代入 (10),得到一致性

状态如(8)所示.2
注2 令误差

e(k) = x(k)− 1

N
(1N ⊗ In)A

k(1TN ⊗ In)x(0).

由式 (6)可知:当k →∞时, ∥e(k)∥2 ∼O(rk).注意到,
采样点k对应时间 t = kτ ,在时间 t下的误差满足

lim
t→∞

∥e(t)∥2 ∼O(rt/τ ).收敛速度受收敛率 r和采样

周期τ的影响.只要r < 1,减小采样周期便会使收敛
速度加快.若τ→0,则收敛速度理论上可以达到任意
快.文献 [23]研究了连续时间高阶系统的收敛速度,
表明可以对闭环系统进行极点配置以达到任意快的

收敛速度.
注 3 智能体最终达到的是一类动态的一致

性.如二阶系统的最终速度信息达到了初始速度
的平均,位置信息最终是以初始速度的平均为斜
率、初始位置的平均为截距的一条直线.此外,可以
设置第 l + 1阶及其以后的初始状态平均为零,即
N∑
i=1

x
(m)
i (0) = 0,m ∈ {l + 1, . . . , n},使得系统达到

第 l阶状态的平均一致性.

2.2 二阶系统的优化设计

在系统 (1)中令n = 2,在本小节对此二阶多智能
体系统的收敛率进行优化设计.
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设Hi的特征多项式为hi(z) = det(zI − Hi), i ∈
{2, 3, . . . , N},可以计算得到

hi(z) = z2 + (λiτK2 − 2)z + 1+

λiτ
2K1 − λiτK2 = 0. (12)

引理1 考虑无向连通图G上的二阶多智能体
系统 (1),采取控制协议 (4),令0 = λ1 <λ2 ⩽ · · ·⩽ λN

为图拉普拉斯矩阵的特征值,当且仅当
τK1 −K2 < 0,

λ2τ
2K1 − 2λ2τK2 + 4 > 0,

λNτ2K1 − 2λNτK2 + 4 > 0

(13)

成立,系统可以达到渐近一致性.
证明 在式 (12)中,令z =

w + 1

w − 1
.经过双线性变

换,得到w的二次多项式为

h̃i(w) = λiτ
2K1w

2 + 2λiτ(K2 − τK1)w+

4 + λiτ
2K1 − 2λiτK2 = 0. (14)

由劳斯稳定判据得到式(14)稳定的充要条件为 τK1 −K2 < 0,

λiτ
2K1 − 2λiτK2 + 4 > 0.

(15)

由于λ2 ⩽ λ ⩽ λN ,不等式 (15)等价于 (13).因此,当
且仅当不等式组 (13)成立,系统可以达到渐近一致
性.2
在引理1所示的一致性区间内,定理2给出最小

的渐近收敛率r及其对应的最优控制增益.
定理2 考虑无向连通图G上的二阶多智能体

系统 (1),采取控制协议 (4),系统达到渐近一致性的最
优收敛率为

r∗ =

√
λN − λ2

λN + λ2
. (16)

对应的最优控制增益为

K∗
1 =

2λ2

τ2(λ2 + λN )λN
,

K∗
2 =

2

λNτ
. (17)

证明 在式(12)中,令z=r
w + 1

w − 1
,得到

b0(λi)w
2 + b1(λi)w + b2(λi) = 0. (18)

其中

b0(λi) = r2 + (λiτK2 − 2)r + 1 + λiτ
2K1 − λiτK2,

b1(λi) = 2r2 − 2(1 + λiτ
2K1 − λiτK2),

b2(λi) = r2 − (λiτK2 − 2)r + 1 + λiτ
2K1 − λiτK2.

(19)

基于劳斯判据,将二阶系统的加速收敛问题转化为优
化问题

min
K1,K2

r;

s.t. b0(λi) ⩾ 0, b1(λi) ⩾ 0, b2(λi) ⩾ 0,

λi ∈ {λ2, λ3, . . . , λN}. (20)

考虑λ2⩽λ⩽λN ,对式 (20)中的约束进行不等式等效
变换,得到

τK1 − (1− r)K2 +
(1− r)

2

λNτ
⩾ 0,

− 2τK1 + 2K2 −
2− 2r2

λ2τ
⩾ 0,

τK1 − (1 + r)K2 +
(1 + r)

2

λNτ
⩾ 0. (21)

将式(21)中3个不等式相加,得到
1 + r2

λNτ
− 1− r2

λ2τ
⩾ 0. (22)

最后由式(22)得到最优收敛率的下界为

r ⩾
√

λN − λ2

λN + λ2
, (23)

当且仅当

τK1 − (1− r)K2 +
(1− r)

2

λNτ
= 0,

−τK1 +K2 −
1− r2

λ2τ
= 0,

τK1 − (1 + r)K2 +
(1 + r)

2

λNτ
= 0

(24)

成立,取得最优收敛率(16)和最优控制增益(17).2
2.3 三阶系统的优化设计

在系统 (1)中令n = 3,在本小节对此三阶多智能
体系统的收敛率进行优化设计.

Hi的特征方程如下:

z3 + (λiτK3 − 3)z2 + (3− 2λiτK3 + λiτ
2K2)z−

1 + λiτK3 − λiτ
2K2 + λiτ

3K1 = 0. (25)

在式(25)中,令z=r
w + 1

w − 1
,得到

c0(λi)w
3 + c1(λi)w

2 + c2(λi)w + c3(λi) = 0. (26)

其中

c0(λi) = r3 − d1(λi)r
2 + d2(λi)r + d3(λi),

c1(λi) = 3r3 − d1(λi)r
2 − d2(λi)r − 3d3(λi),

c2(λi) = 3r3 + d1(λi)r
2 − d2(λi)r + 3d3(λi),

c3(λi) = r3 + d1(λi)r
2 + d2(λi)r − d3(λi). (27)

这里

d1(λi) = 3− λiτK3,

d2(λi) = 3− 2λiτK3 + λiτ
2K2,

d3(λi) = λiτK3 − λiτ
2K2 + λiτ

3K1 − 1.
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根据劳斯判据,将三阶系统的快速一致问题转化
为如下优化问题:

min
K1,K2,K3

r;

s.t. c0(λi) ⩾ 0, c1(λi) ⩾ 0, c2(λi) ⩾ 0, c3(λi) ⩾ 0,

c21(λi) ⩾ 0, λi ∈ {λ2, λ3, . . . , λN}. (28)

其中

c21(λi) = r6 − d2(λi)r
4 − d1(λi)d3(λi)r

2 − [d3(λi)]
2.

此优化问题有5(N − 1)个约束,而且要预知图拉
普拉斯矩阵的所有特征值.下面首先对优化问题 (28)
中的约束进行等效变换.

引理2 优化问题(28)等价于如下优化问题：

min
K1,K2,K3

r;

s.t. c0(λ2) ⩾ 0, c1(λN ) ⩾ 0, c2(λ2) ⩾ 0,

c3(λN ) ⩾ 0, c21(λ2) ⩾ 0, c21(λN ) ⩾ 0. (29)

证明 式 (28)中约束 c0(λi) ⩾ 0, c1(λi) ⩾ 0,

c2(λi) ⩾ 0, c3(λi) ⩾ 0均为关于λi的线性不等式.根
据λ2⩽λi⩽λN , 4个线性不等式成立,当且仅当

K1 +
(r − 1)

τ
K2 +

r2 − 2r + 1

τ2
K3 ⩾ −(r − 1)

3

λ2
,

− 3K1 +
(3− r)

τ
K2 +

r2 + 2r − 3

τ2
K3 ⩾

− 3(r − 1)
2
(r + 1)

λN
,

3K1 −
(3 + r)

τ
K2 −

r2 − 2r − 3

τ2
K3 ⩾

− 3(r − 1)(r + 1)
2

λ2
,

−K1 +
(r + 1)

τ
K2 −

r2 + 2r + 1

τ2
K3 ⩾

− (r + 1)
3

λN
. (30)

即c0(λ2) ⩾ 0, c1(λN ) ⩾ 0, c2(λ2) ⩾ 0, c3(λN ) ⩾ 0.
下面考虑一个二次函数,即

f(λ) = p1λ
2 + p2λ+ p3, 0 < λ2 ⩽ λ ⩽ λN .

若p3<0,则不等式f(λ) ⩾ 0等价于 p1λ
2
2 + p2λ2 + p3 ⩾ 0,

p1λ
2
N + p2λN + p3 ⩾ 0.

不等式约束c21(λi)⩾0可写为关于λi的二次形式

p1λi
2 + p2λi + p3 ⩾ 0, (31)

其中p3=(r2 − 1)3<0.因此, c21(λi)⩾0恒成立,当且
仅当c21(λ2) ⩾ 0, c21(λN ) ⩾ 0.综上,优化问题 (28)等
价于优化问题(29).2
定理3 考虑无向连通图G上的三阶多智能体

系统 (1),采取控制协议 (4),系统达到一致性的最优收
敛率为

r∗ =
(λN − λ2

λN + λ2

)1/3

, (32)

对应的最优控制增益为

K∗
1 =

1

τ3

( 2

λ2 + λN
− τK∗

3 + τ2K∗
2

)
,

K∗
2 =

1

λ2τ2
(3r∗ − λ2τK

∗
3r

∗ + 2λ2τK
∗
3 − 3),

K∗
3 =

1

2λ2λNτr∗
[3(λ2 + λN )r∗−3(λN−λ2)]. (33)

证明 将式(30)中的4个不等式相加,得到
r3 − 1

λ2τ3
+

r3 + 1

λNτ3
⩾ 0. (34)

由式(34)得到收敛率的下界为

r ⩾
(λN − λ2

λN + λ2

)1/3

, (35)

当且仅当

c0(λ2) = 0, c1(λN ) = 0, c2(λ2) = 0,

c3(λN ) = 0, c21(λ2) = 0, c21(λN ) = 0, (36)

取到最优收敛率 (32).对应的最优控制增益 (33)由解
方程组(36)得到.2
注 4 由 lim

t→∞
∥e(t)∥2 ∼O(rt/τ )可知,在收敛率

为r∗的情况下,采样周期τ越小,系统达到一致性的
收敛速度越快.若采样周期τ→0,则系统在理论上达
到任意快的收敛速度.二阶和三阶系统的最优控制
增益表达式与τ相关.若τ→0,通信是无限带宽的,则
最优控制增益的值趋向无穷大.
注5 若固定采样周期τ ,则二阶和三阶多智能

体系统在对应控制协议下的最优渐近收敛率r∗与特

征比率λ2/λN有关. λ2/λN越大,意味着拓扑结构的
连通性越好,一致性收敛速度越快.当λ2 = λN时,网
络为全连通,一步即可求得平均;当λ2 = 0时,图拉普
拉斯矩阵至少有2个零特征根,网络不连通,此时无
法达到一致.

注6 文献 [13]采用了半正定规划得到了一阶

离散时间多智能体系统的最优收敛率
λN − λ2

λN + λ2
.文

献 [24]通过对系统矩阵特征根的实部和虚部进行分
类讨论,得到了与文中相同的二阶系统最优收敛率√

λN − λ2

λN + λ2
.本文基于劳斯判据设计收敛率的优化问

题,得到三阶最优收敛率
3

√
λN − λ2

λN + λ2
.对于n阶系统,

文献 [25]从状态空间模型和Riccati方程出发,证明了

最优收敛率为
(λN − λ2

λN + λ2

)1/n

.系统阶次越高,达到一

致的状态信息便越多,收敛速度越慢.
注7 由于得到了二阶和三阶系统最优控制增

益的解析解,所设计的控制器在实际应用中易于实
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现.对于一个已知的网络,可以得到图拉普拉斯矩阵
的特征值.直接应用τ、λ2和λN即可求得最优控制增

益 (17)和 (33).在实际应用中,许多网络的规模庞大,
通常难以获得图拉普拉斯矩阵精确的特征值.然而,
在图论中已有代数方法可以有效地估计λ2和λN ,使
得 [λ2, λN ] ⊆ [λ̂2, λ̂N ].定义最坏情况的最优收敛率
γ∗ = max

λ⊆[λ̂2,λ̂N ]
ρ(A− λBK).此时,可以应用代数连

通性的下界 λ̂2和图拉普拉斯矩阵谱半径的上界 λ̂N

进行控制增益的设计,得到最坏情况的最优收敛率

γ∗=
( λ̂N − λ̂2

λ̂N + λ̂2

)1/n

, n=2, 3.

3 仿真实验

本节给出4个仿真实验用于验证所得理论的有
效性和正确性.

实验 1 验证二阶系统最优控制策略的有效

性.考虑在控制协议 (4)下的二阶多智能体系统 (1),
设λ2 = 0.5,λN = 8.5, τ = 0.05.根据定理2可以计算
得到, r∗ = 0.942 8,K∗

1 = 5.228 8,K∗
2 = 4.705 9.由式

(13)得到一致性区间,如图1所示.图1还展示了不同
收敛率r对应的控制参数的范围.随着r不断减小,对
应的控制参数可选范围也不断缩小,最终收敛至点
(K∗

1 ,K
∗
2 ),对应的收敛率为r=r∗.
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K
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K
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o
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图 1 一致性区间

下面验证特征比率λ2/λN在实际收敛中的影响.
考虑如下3个节点数为8的网络:路径图G1、环状图

G2、随机生成的小世界网络图G3 (如图2所示).设采
样周期τ = 0.05.由式 (17)分别求得对应的控制增益
为{K∗

1 = 7.911 0,K∗
2 = 10.395 6}G1

, {K∗
1 = 25.548 4,

K∗
2 = 10}G2

, {K∗
1 =13.713 6,K∗

2 =6.760 2}G3
.表1列
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图 2 小世界网络G3
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图 3 二阶系统分别在G1、G2、G3上的最优收敛

表 1 特征比率与收敛率

网络拓扑 G1 G2 G3

特征比率λ2/λN 0.039 6 0.146 4 0.112 9
二阶最优收敛率r∗2 0.961 2 0.862 9 0.892 8
三阶最优收敛率r∗3 0.974 0 0.906 3 0.927 2

出了在3个拓扑图下的特征比率λ2/λN和最优收敛

率r∗2 .由表1可见,特征比率越大,二阶系统的最优一
致性收敛率越小,收敛速度越快.在 [−1, 1]中随机生

成智能体的初始状态,二阶多智能体系统实际收敛
情况如图 3所示.由图3可见,λ2/λN的值越大,二阶
系统越快地达到一致性,此结果与理论分析一致.二
阶多智能体系统最终的一致性状态为 lim

k→∞
x(k) =

lim
k→∞

1N ⊗ [0.017 9 k + 0.079 0, 0.358 8]T.

实验2 验证三阶系统最优控制策略的有效性.
考虑在控制协议 (4)下的三阶多智能体系统 (1),设
λ2 = 0.5,λN = 8.5, τ = 0.05.根据定理3,计算得到三
阶最优收敛率r∗ = 0.961 5以及最优控制增益K∗

1 =

3.648 1,K∗
2 =7.246 2,K∗

3 =4.797 6.将K∗
1、K

∗
2、K

∗
3代

入式 (25)获得零点z(λi)的分布.通过计算求得z(λ2)

= {0.961 5, 0.959 3 ± 0.065 3 i}, z(λN ) = {−0.961 5,

0.961 3 ± 0.021 8 i},它们恰好分布在半径为r∗的圆

上,其余的根均在圆内.
下面对比不同的特征比率λ2/λN在实际收敛中

的影响,采用的网络与实验1相同.设采样周期 τ =

0.05.由式 (33)求得控制增益分别为 {K∗
1 = 3.710 0,
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K∗
2 = 10.826 9,K∗

3 = 10.532 1}G1
, {K∗

1 = 44.558 0,

K∗
2 = 37.433 8,K∗

3 = 10.482 9}G2
, {K∗

1 = 18.398 5,

K∗
2 =19.673 3,K∗

3 =7.012 2}G3
.表1列出了三阶系统

在G1、G2、G3上的最优收敛率r∗3 .由表1可见,特征比
率越大,三阶系统的最优一致性收敛率越小,收敛速
度越快.在 [−10, 10]中随机生成智能体的初始状态,
三阶多智能体系统实际收敛情况如图4所示.由图4
可见,λ2/λN的值越大,三阶系统越快地达到一致性,
此结果与理论分析一致.三阶多智能体系统最终
的一致性状态为 lim

k→∞
x(k) = lim

k→∞
1N ⊗ [1.999 0 +

0.172 0 k + 0.004 1 k2, 3.522 9 + 0.162 1 k, 3.241 1]T.
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图 4 三阶系统分别在G1、G2、G3上的最优收敛

实验3 比较一阶、二阶和三阶系统在最优控

制策略下的收敛速度.随机生成一个节点为 20的

小世界网络G4,如图5所示,其中λ2 = 0.714 9,λ20 =

7.825 8.考虑在该网络上的一阶、二阶和三阶系统,可
知一阶最优收敛率 r∗1 =

λN − λ2

λN + λ2
= 0.832 6,二阶最

优收敛率r∗2 =

√
λN − λ2

λN + λ2
=0.912 5,三阶最优收敛率

r∗3 =
3

√
λN − λ2

λN + λ2
= 0.940 8.设置 τ = 0.05.为便于观

察比较收敛速度,令
N∑
i=1

x
(2)
i (0) = 0和

N∑
i=1

x
(3)
i (0) = 0,

使得3个系统均达到位置信息的平均一致性.对3个
系统均采取各自最优的控制增益 (如表 2所示).在
[0, 10]中随机生成智能体的初始位置信息,系统的
实际收敛情况如图6所示.仿真结果与理论分析相吻
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图 5 小世界网络G4

表 2 最优控制增益与收敛率

多智能体系统阶次 一阶[13] 二阶 三阶

最优收敛率 0.832 6 0.912 5 0.940 8

K∗
1 0.234 2 8.556 8 9.281 5

K∗
2 N /A 5.111 3 12.108 7

K∗
3 N /A N /A 5.265 7
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图 6 一阶、二阶和三阶系统的最优收敛

合:更高阶的多智能体系统达到一致性所需要的状
态信息更多,收敛得更慢.
实验4 验证最优控制策略在大规模网络中的

有效性.构建一个节点为100的小世界网络模型,设
置重连概率p = 0.6.应用该网络模型随机生成一个
[λ2, λN ] ⊆ [0.5, 9.5]的无向连通图GL,如图7所示.设
置τ = 0.05,由式 (32)和 (33)分别求得三阶系统最坏
情况的最优收敛率 γ∗ = 0.965 5和对应的控制增益
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K1 = 2.628 1,K2 = 5.811 7,K3 = 4.284 0.在 [−4, 6]

中随机生成智能体的初始状态,图8为三阶系统在此
最坏情况最优控制策略下的收敛情况.下面随机生
成80个 [λ2, λN ] ⊆ [0.5, 9.5]的无向连通图.图9为三
阶系统在80个图上的最优收敛率r∗.由图8和图9可
见,最坏情况的最优控制策略在网络拓扑未知的情况
下得到了快速一致性收敛.

图 7 大规模网络GL
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图 8 三阶系统在GL上的收敛性
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图 9 80个随机图上的最优收敛率

4 结 论

本文研究了离散时间二阶和三阶多智能体系统

的一致性和收敛率.首先,采取了一个定常的控制协
议使得系统达到渐近一致性;然后,在给出多智能体
系统达到一致性的充要条件后,针对二阶和三阶系统
分别设计了优化问题以达到快速一致性收敛,其中优
化问题的约束由劳斯判据给出;最后,利用优化问题
约束中不等式的性质求得最优收敛率以及控制增益

的解析解.仿真结果验证了上述结论的正确性.
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