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基于调和犹豫模糊信息的多属性决策方法

方 冰†, 韩 冰, 朱 江

(陆军指挥学院，南京 210045)

摘 要: 实践中发现,犹豫模糊信息和概率犹豫模糊信息在计算过程中存在着计算繁琐、与数量运算规则不相容
等问题.对此,提出一套基于调和犹豫模糊元的解决方法.通过定义调和犹豫模糊元为一组概率分布相同的概率
犹豫模糊元,在犹豫模糊信息和概率犹豫模糊信息之间架起一座桥梁,将它们纳入统一处理框架.在此基础上,定
义调和犹豫模糊信息的基本运算规则、信息集成算子、距离测度和混合熵测度,构建基于调和犹豫模糊信息的多
属性决策方法,并将其应用于陆军合成旅指挥控制能力评估.数值实验表明:调和犹豫模糊决策理论克服了已有
理论的缺陷,具有计算量可控、易于编程实现、与数量运算规则相容等优势.
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Multi-attribute decision-making method based on the reconciled hesitant
fuzzy information
FANG Bing†, HAN Bing, ZHU Jiang

(Army Command College of PLA，Nanjing 210045，China)

Abstract: It has been found that hesitant fuzzy information and probabilistic hesitant fuzzy information have some
problems with calculating, such as cumbersome calculations and incompatibility with quantitative calculation rules. In
this work, we propose a set of solutions, based on the reconciled hesitant fuzzy elements (RHFEs), to solve these
problems. By defining the RHFEs as a set of probabilistic hesitant fuzzy elements (PHFEs) with the same probability
distribution, this work bridges the gap between hesitant fuzzy information and probabilistic hesitant fuzzy information,
and incorporates them into a unified processing framework. Based on this, we build a reconciled hesitant fuzzy
multi-attribute decision-making (MADM) method, by developing the operation rules, the information aggregation
operators, the distance measures and the hybrid entropy measure for RHFEs, and further apply it to evaluate the
command and control (C2) capability of the army’s combined brigades. Numerical experiments show that the theory of
reconciled hesitant fuzzy decision-making overcomes the shortcomings of existing theories, and has some advantages of
controllable calculations, easy to program and compatible with quantitative calculation rules.
Keywords: hesitant fuzzy elements；probabilistic hesitant fuzzy elements；reconciled hesitant fuzzy elements；
aggregation operator；distance measure；entropy measure

0 ᕅ 言

模糊概念来自模糊现象,模糊现象在自然界和人
类社会中是广泛存在的.模糊集(fuzzy set, FS)[1]的核

心思想是把取值为 1或 0的集合特征函数拓展为可
以在单位闭区间 [0, 1]内任意取值的隶属度函数,用
以刻画一个元素属于某个集合的可能程度.模糊集
的出现使得数学理论的研究与应用范围从精确问题

拓展至含有模糊现象的领域,是解决复杂决策问题的
重要工具.目前,模糊决策已经成为决策分析中一个
非常活跃的研究领域,涌现出一大批优秀研究成果.

2010年, Torra[2]针对在复杂多属性决策中,辅助
专家在给出评估信息时常常犹豫不决以及多个专家

互相不能说服、难以达成一致意见的情形,提出了犹
豫模糊集 (hesitant fuzzy set, HFS)的概念.作为模糊
集的一种重要拓展形式,犹豫模糊集描述了评估对象
对于指定集合有多个可能隶属度的情形,增加了决策
者评估赋值的灵活性,在现实多属性决策中有广泛的
应用场景.犹豫模糊集的基本描述工具是犹豫模糊
元(hesitant fuzzy element, HFE),它是由多个实值构成
的集合,表示评估对象对于指定集合所具有的几个可
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能隶属度[3].犹豫模糊元能够较为细腻地描述决策者
对评估对象的不确定性认知,是多属性决策问题中描
述和处理不确定性评估信息的有效工具.

随着研究的不断深入,犹豫模糊集的缺陷也在不
断显现,如它对不同评估意见的处理过于简单,无法
体现不同评估值的权重信息.为了更加准确地描述
决策者的不确定性认知,国内学者Xu等[4-5]提出了概

率犹豫模糊集 (probabilistic hesitant fuzzy set, PHFS)
的概念.概率犹豫模糊集的基本描述工具是概率犹
豫模糊元 (probabilistic hesitant fuzzy element, PHFE),
概率犹豫模糊元在犹豫模糊元的基础上增加了每个

隶属度的权重信息,即概率,因而能够包含更为丰富
的评估信息,能够更加细腻地建模决策者的不确定性
认知.从这个意义上讲,概率犹豫模糊集是对犹豫模
糊集的重要改进和推广.近年来,国内外学者在概率
犹豫模糊集的信息测度、信息集成、偏好关系和多属

性决策方法等领域取得了丰富成果,且已有研究将理
论成果应用于风险投资[6-7]、供应链管理[8]、运输管

理[9]、舆情预测[10]等领域.总之,得益于对概率信息
的有效利用,概率犹豫模糊集能够较为精确地建模不
确定性评估信息;基于概率犹豫模糊集的决策理论
和方法更具合理性和有效性,具有更为广阔的应用前
景.
然而,随着研究的持续深入和应用的不断拓展,

实践中也发现犹豫模糊元和概率犹豫模糊元在计算

中存在着逻辑不一致、计算繁琐、计算量不可控、与

数量运算规则不相容等问题,但一直没有得到系统的
解决.在对概率犹豫模糊信息的处理上,文献 [11]为
了避免人为主观添加数据以及最大限度地利用原始

评估信息,首先提出“调和概率犹豫模糊元”的概念,
并结合概率犹豫模糊元的信息不完全度提出用于测

量概率犹豫模糊元之间差异程度的交叉熵测度;文
献 [12-13]提出了具体方法将具有不同概率分布的概
率语言术语集(probabilistic linguistic term sets, PLTSs)
调整为具有相同概率分布的概率语言术语集,用以简
化概率语言术语集之间的运算规则;文献 [14]给出了
完整的概率分裂算法,用于将一组概率分布不同的概
率犹豫模糊元调整为一组概率分布相同的概率犹豫

模糊元,以此来简化概率犹豫模糊偏好关系的定义和
运算;文献 [14]同时也指出了概率犹豫模糊运算规则
中的逻辑不一致性.

犹豫模糊元和概率犹豫模糊元在实践中存在问

题的首要原因是其规范化方法,原有的规范化方法会
导致犹豫模糊元的得分值发生改变,从而影响其序关

系,计算结果的可信性存在疑问;存在问题的第 2个
原因是犹豫模糊元和概率犹豫模糊元的加法和乘法

运算是基于向量的张量积定义的,随着运算的进行,
计算量和计算结果会以指数的方式不断膨胀,从而导
致计算量和计算结果的不可控,在编程实现中,这是
需要极力避免的.这些原因也导致了犹豫模糊元和
概率犹豫模糊元的加法运算与数乘运算、乘法运算

与幂运算之间存在着逻辑上的不一致性.
本文针对上述问题,提出一套基于调和犹豫模糊

元的解决方法.这里,调和犹豫模糊元被定义为一组
概率分布相同的概率犹豫模糊元.调和犹豫模糊元
可以由一组概率犹豫模糊元通过概率分裂算法[14]进

行概率调整得到;也可以通过将一组犹豫模糊元先
映射为一组等概率分布的概率犹豫模糊元,再通过
概率分裂的方式调整得到.调和犹豫模糊元在本质
上还是概率犹豫模糊元,而且是成组出现的概率犹豫
模糊元.一组调和犹豫模糊元不仅具有相等的基数,
而且具有相同的概率分布;调和犹豫模糊元在继承
概率犹豫模糊元基本性质的基础上,也具有一些独特
性,特别是在涉及到两个元素的比较和运算时,调和
犹豫模糊元能够显示出不同于概率犹豫模糊元的独

特优势.
本文在汇总文献 [11-16]研究成果的基础上,给

出调和犹豫模糊元的定义,以及调和犹豫模糊信息的
运算规则、集成算子、距离测度和混合熵测度,构建基
于调和犹豫模糊信息的决策理论.总的来说,调和犹
豫模糊理论既适用于概率犹豫模糊信息,也适用于犹
豫模糊信息,而且能够避免已有规范化方法对原始评
估信息带来的硬性损伤.最后,本文分别基于TOPSIS
算法和调和犹豫模糊信息集成算子构建基于调和犹

豫模糊信息的多属性决策方法,并将其运用于陆军合
成旅指挥控制能力评估.

1 理论基础

1.1 犹豫模糊元[3]

定义1 设X是一个给定的有限集合,犹豫模糊
集是X的每个元素映射到 [0, 1]子集的函数.
为便于理解,文献 [17]给出了犹豫模糊集的数学

表达式

A = {⟨x, hA(x)⟩|x ∈ X}. (1)

其中:hA(x)是 [0, 1]中一些实值的集合,表示元素x ∈
X关于犹豫模糊集A的几个可能的隶属度,进一步称
h = hA(x)为犹豫模糊元.
为对犹豫模糊元进行比较,文献 [17]给出了下列

排序方法.
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定义2 设h为一个犹豫模糊元,定义h的得分

函数为

s(h) =
1

lh

∑
γ∈h

γ, (2)

其中 lh为h中的元素个数,也称为h的基数.对于任
意两个犹豫模糊元h1和h2,其比较规则为:

1) 若得分值s(h1) > s(h2),则称犹豫模糊元h1

优于h2,记为h1 ≻ h2;
2) 若得分值s(h1) < s(h2),则称犹豫模糊元h1

劣于h2,记为h1 ≺ h2;
3) 若得分值s(h1) = s(h2),则称犹豫模糊元h1

和h2无差别,记为h1 ∼ h2.
由定义2可知:犹豫模糊元的得分值s(h)直接由

h中所有元素的均值决定,均值越大,得分值 s(h)越

高,说明犹豫模糊元h越优.然而,定义2并没有考虑
两个犹豫模糊元得分值相同但偏差度不同的情形,从
统计学意义上讲,这是不全面的.
犹豫模糊元中所有元素关于其均值的偏差度能

够刻画这些元素的一致性或相容性程度,其规范性定
义如下.

定义3 给定一个犹豫模糊元h,其偏差度v(h)

可定义为

v(h) =

√
1

lh

∑
γ∈h

[γ − s(h)]
2
. (3)

其中: s(h)为统计学意义上的均值, v(h)为统计学意
义上的标准差, v(h)反映了犹豫模糊元h中的所有元

素与其平均值之间的偏差程度.
基于犹豫模糊元h的得分值s(h)和偏差度v(h),

文献 [18]提出了一种比定义2更为科学合理的比较
和排序犹豫模糊元的方法.
定义 4 给定任意两个犹豫模糊元 h1和 h2,

s(h1)和 s(h2)是其得分值, v(h1)和 v(h2)是其偏差

度.则犹豫模糊元h1和h2可作如下比较:
1) 如果得分值s(h1) > s(h2),则称犹豫模糊元

h1优于h2,记为h1 ≻ h2.
2) 如果得分值s(h1) < s(h2),则称犹豫模糊元

h1劣于h2,记为h1 ≺ h2.
3) 如果犹豫模糊元h1和h2的得分值相同,则需

进一步比较其偏差度: 1 若v(h1) < v(h2),则称h1优

于h2,记为h1 ≻ h2; 2 若v(h1) > v(h2),则称h1劣于

h2,记为h1 ≺ h2; 3 若v(h1) = v(h2),则称h1和h2无

差别,记为h1 ∼ h2.

1.2 概率犹豫模糊元[4-5]

定义5 设X是一个给定有限集合,则定义在X

上的一个概率犹豫模糊集H可表示为

H = {⟨x, hp(x)⟩|x ∈ X}. (4)

其中:集合hp(x) = {γi|pi, i = 1, 2, . . . , lp}是描述概
率犹豫模糊集H的基本工具,通常被称为概率犹豫
模糊元;隶属度γi ∈ [0, 1](i = 1, 2, . . . , lp)表示元素

x ∈ X属于概率犹豫模糊集H的若干可能性;实数
pi ∈ (0, 1](i = 1, 2, . . . , lp)表示隶属度γi出现的概

率,且满足归一化条件
lp∑
i=1

pi = 1.

为方便计,本文将涉及到的概率犹豫模糊元统
一记为 q = hp(x),其元素一律按照隶属度 γi(i =

1, 2, . . . , lp)的值升序排列.
定义6 假设q = {γi|pi, i = 1, 2, . . . , lp}为一个

给定的概率犹豫模糊元, lp是其基数,则q的得分函数

可定义为

s(q) =

lp∑
i=1

γipi. (5)

在得分函数s(q)的基础上,概率犹豫模糊元q的

偏差度可定义为

v(q) =

√√√√ lp∑
i=1

[γi − s(h)]2pi. (6)

由定义6可知,概率犹豫模糊元的得分值和偏差
度与犹豫模糊元的得分值和偏差度具有类似的统计

学意义.因此,概率犹豫模糊元的比较规则与犹豫模
糊元的比较规则相似,这里不再赘述.

2 调和犹豫模糊理论

在概率犹豫模糊理论的基础上,本节提出了调和
犹豫模糊元的定义、基本运算规则和集成算子.

2.1 调和犹豫模糊元

定义7 调和犹豫模糊元是指一组基数相同的

概率犹豫模糊元,这组概率犹豫模糊元同时也具有相
同的概率分布.数学上,任意一组调和犹豫模糊元可
定义为

rk = qk(γ
i
k|pi), i = 1, 2, . . . , l, k = 1, 2, . . . , n. (7)

其中:n表示这组调和犹豫模糊元的个数, l表示这组
调和犹豫模糊元的基数,其他符号的定义与概率犹豫
模糊元相同.
调和犹豫模糊元可以通过对一组概率犹豫模糊

元进行概率调整得到,也可以通过对一组犹豫模糊元
进行概率调整得到,因为犹豫模糊元也可以表述为具
有等概率分布的概率犹豫模糊元.这里将后文需要
用到的概率分裂算法通过两个例子进行说明.

例1 假设q1 = {0.4|1}, q2 = {0.6|0.2, 0.7|0.8}
和q3 = {0.2|0.3, 0.3|0.3, 0.8|0.4}为一组概率犹豫模
糊元.通过概率分裂算法,可以将q1、q2和q3调整为
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一组调和犹豫模糊元,即

r1 = {0.4|0.2, 0.4|0.1, 0.4|0.3, 0.4|0.4},

r2 = {0.6|0.2, 0.7|0.1, 0.7|0.3, 0.7|0.4},

r3 = {0.2|0.2, 0.2|0.1, 0.3|0.3, 0.8|0.4}.

例2 设h1 = {0.4, 0.6}和h2 = {0.3, 0.5, 0.7,
0.8}是一组犹豫模糊元.首先,可将h1和h2调整为一

组具有等概率分布的概率犹豫模糊元,即

q1 = {0.4|0.5, 0.6|0.5},

q2 = {0.3|0.25, 0.5|0.25, 0.7|0.25, 0.8|0.25};

然后,通过概率分裂算法,再将q1和q2调整为一组调

和犹豫模糊元,即

r1 = {0.4|0.25, 0.4|0.25, 0.6|0.25, 0.6|0.25},

r2 = {0.3|0.25, 0.5|0.25, 0.7|0.25, 0.8|0.25}.

由定义6可知:概率分裂算法对概率犹豫模糊元
或犹豫模糊元的得分值和偏差度没有影响.因此,调
整之后的调和犹豫模糊元能够保持原来概率犹豫模

糊元或犹豫模糊元之间的序关系.

2.2 调和犹豫模糊运算规则

定义8 设r(γi|pi), r1(γi
1|pi)和r2(γ

i
2|pi)是一组

基数为 l 的调和犹豫模糊元,其中 i = 1, 2, . . . , l或记

为 i ∈ L.给定常量λ > 0,这组调和犹豫模糊元间的
基本运算规则可定义为:

1) rc =
∪
i∈L

{1− γi|pi};

2) r1
∪
r2 =

∪
i∈L

{max(γi
1, γ

i
2)|pi};

3) r1
∩
r2 =

∪
i∈L

{min(γi
1, γ

i
2)|pi};

4) rλ =
∪
i∈L

{(γi)λ|pi};

5) λr =
∪
i∈L

{1− (1− γi)λ|pi};

6) r1 ⊕ r2 =
∪
i∈L

{γi
1 + γi

2 − γi
1γ

i
2|pi};

7) r1 ⊗ r2 =
∪
i∈L

{γi
1γ

i
2|pi}.

定理1 设r(γi|pi), r1(γi
1|pi)和r2(γ

i
2|pi)是一组

基数为 l的调和犹豫模糊元,其中 i = 1, 2, . . . , l或记

为 i ∈ L.给定常量λ > 0, λ1 > 0和λ2 > 0,则定义8
给出的基本运算规则满足以下运算定律:

1) r1 ⊕ r2 = r2 ⊕ r1;
2) r ⊕ (r1 ⊕ r2) = (r ⊕ r1)⊕ r2;
3) λ(r1 ⊕ r2) = (λr1)⊕ (λr2);
4) λ1(λ2r) = (λ1λ2)r;
5) (λ1 + λ2)r = (λ1r)⊕ (λ2r);
6) r1 ⊗ r2 = r2 ⊗ r1;
7) r ⊗ (r1 ⊗ r2) = (r ⊗ r1)⊗ r2;
8) (r1 ⊗ r2)

λ = rλ1 ⊗ rλ2 ;

9) (rλ1)λ2 = r(λ1λ2);
10) r(λ1+λ2) = rλ1 ⊗ rλ2 .
证明 限于篇幅,这里只证明运算定律3), 4), 5)

和10),其他运算定律或可不证自明,或可用类似的方
法进行证明.
先证定律3).由定义8,有

r1 ⊕ r2 =
∪
i∈L

{γi
1 + γi

2 − γi
1γ

i
2|pi},

λr =
∪
i∈L

{1− (1− γi)λ|pi}.

因此,从定律3)的等号左端可以推导为

λ(r1 ⊕ r2) =∪
i∈L

{1− (1− γi
1 − γi

2 + γi
1γ

i
2)

λ|pi} =∪
i∈L

{1− (1− γi
1)

λ(1− γi
2)

λ|pi}; (8)

由定律3)的等号右端可以推导为

(λr1)⊕ (λr2) =∪
i∈L

{1− (1− γi
1)

λ + 1− (1− γi
2)

λ−

[1− (1− γi
1)

λ][1− (1− γi
2)

λ]|pi} =∪
i∈L

{1− (1− γi
1)

λ(1− γi
2)

λ|pi}. (9)

由式(8)和(9)可得λ(r1 ⊕ r2) = (λr1)⊕ (λr2),运算定
律3)因此得到证明.
再证定律 4).由定义 8,有λr =

∪
i∈L

{1 − (1 −

γi)λ|pi}.因此,运算定律4)可以推导如下:

λ1(λ2r) =
∪
i∈L

{1− [(1− γi)λ2 ]λ1 |pi} =∪
i∈L

{1− (1− γi)λ1λ2 |pi} = (λ1λ2)r. (10)

运算定律4)因此得到证明.
然后证定律5).由定义8,有λr =

∪
i∈L

{1 − (1 −

γi)λ|pi}, r1 ⊕ r2 =
∪
i∈L

{γi
1 + γi

2 − γi
1γ

i
2|pi}.因此,从定

律5)的等号左端可以推导为

(λ1 + λ2)r =
∪
i∈L

{1− (1− γi)(λ1+λ2)|pi}; (11)

从定律5)的等号右端可以推导为
(λ1r)⊕ (λ2r) =∪
i∈L

{1− (1− γi)λ1(1− γi)λ2 |pi} =∪
i∈L

{1− (1− γi)(λ1+λ2)|pi}. (12)

根据式 (11) 和 (12)可得(λ1 + λ2)r = (λ1r) ⊕ (λ2r),
运算定律5)因此得到证明.
最后证明定律 10).由定义 8有 r1 ⊗ r2 =∪

i∈L
{γi

1γ
i
2|pi}, rλ =

∪
i∈L

{(γi)λ|pi}.因此,定律10)可推

导如下:
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r(λ1+λ2) =
∪
i∈L

{(γi)(λ1+λ2)|pi} =∪
i∈L

{(γi)λ1(γi)λ2 |pi} = rλ1 ⊗ rλ2 . (13)

运算定律10)得到证明. 2
2.3 调和犹豫模糊信息集成算子

定义9 假设 rk(γ
i
k|pi)(k = 1, 2, . . . , n)是一组

基数为 l的调和犹豫模糊元,其中 i = 1, 2, . . . , l或记

为 i ∈ L.则调和犹豫模糊加权算术平均算子可定义
为

n
⊕
k=1

µkrk =
∪
i∈L

{
1−

n∏
k=1

(1− γi
k)

µk |pi
}
. (14)

其中:µ = (µ1, µ2, . . . , µn)
T是调和犹豫模糊元rk(k

= 1, 2, . . . , n)的权重向量,且满足限制性条件µk ∈

[0, 1](k = 1, 2, . . . , n)和
n∑

k=1

µk = 1.

定义10 设rk(γ
i
k|pi)(k = 1, 2, . . . , n)是一组基

数为 l的调和犹豫模糊元,其中 i = 1, 2, . . . , l或记为

i ∈ L.则调和犹豫模糊加权几何平均算子可定义为
n
⊗
k=1

rµk

k =
∪
i∈L

{ n∏
k=1

(γi
k)

µk

∣∣∣pi}. (15)

其中:µ = (µ1, µ2, . . . , µn)
T是调和犹豫模糊元rk(k

= 1, 2, . . . , n)的权重向量,且满足限制性条件µk ∈

[0, 1](k = 1, 2, . . . , n)和
n∑

k=1

µk = 1.

3 调和犹豫模糊距离测度

调和犹豫模糊信息的独特优势,在于可以方便地
对其进行比较和运算.基于调和犹豫模糊元的距离
测度能够有效避免原有规范化方法对原始概率犹豫

模糊评估信息带来的损伤.

3.1 调和犹豫模糊距离测度的定义

定义11 任意两个调和犹豫模糊元 r1和 r2,如
果函数d(r1, r2)是其距离测度,则函数d(r1, r2)应该

满足以下3个公理性条件:
1)非负性: 0 ⩽ d(r1, r2) ⩽ 1;
2)反身性: d(r1, r2) = 0当且仅当r1 = r2;
3)交换性: d(r1, r2) = d(r2, r1).
定义12 假设r1 = q1(γ

i
1|pi)和r2 = q2(γ

i
2|pi)是

两个基数为 l的调和犹豫模糊元,其中 i = 1, 2, . . . , l,
则调和犹豫模糊Hamming距离测度可定义为

d1(r1, r2) =

l∑
i=1

|γi
1 − γi

2|pi, (16)

调和犹豫模糊Euclidean距离测度可定义为

d2(r1, r2) =

√√√√ l∑
i=1

(γi
1 − γi

2)
2pi. (17)

进一步拓展上面的距离测度定义,调和犹豫模糊广义

距离测度可定义为

d3(r1, r2) =
( l∑

i=1

|γi
1 − γi

2|λpi
) 1

λ

, (18)

其中常量λ > 0.
例3 由例1可知:概率犹豫模糊元{0.5|1}可以

调整为任意概率分布的概率犹豫模糊元,由式 (16),
任意调和犹豫模糊元r与{0.5|1}的Hamming距离测
度可表示为

d1(r, {0.5|1}) =
l∑

i=1

|γi − 0.5|pi. (19)

值得注意的是,式 (19)所示的距离公式会在下文
的距离熵定义中发挥重要作用.

3.2 调和犹豫模糊距离测度的性质

定理2 定义12给出的3个距离测度公式都能
够满足定义11所要求的调和犹豫模糊距离测度的3
个公理性条件.
证明 由于Hamming距离测度和 Euclidean距

离测度是广义距离测度的特例,这里只对广义距离测
度d3的性质进行证明.

1) 非负性.因为γi
1, γ

i
2 ∈ [0, 1], ∀i = 1, 2, . . . , l,

所以有下列不等式关系:

0 ⩽ |γi
1 − γi

2| ⩽ 1, ∀i = 1, 2, . . . , l. (20)

根据调和犹豫模糊元的概率限制条件
l∑

i=1

pi = 1和

pi ∈ (0, 1], i = 1, 2, . . . , l,可推导出如下不等式关系:

0 ⩽
l∑

i=1

|γi
1 − γi

2|λpi ⩽ 1. (21)

因此有

0 ⩽ d3(r1, r2) ⩽ 1. (22)

广义距离测度d3(r1, r2)的非负性得到证明.
2) 反身性.为了证明广义距离测度的反身性,需

要证明如下的充分必要关系:
d3(r1, r2) = 0 ⇔ r1 = r2. (23)

1 必要性.在两个调和犹豫模糊元相同的条件
下,即r1 = r2时,必定存在如下等式关系:

γi
1 = γi

2, ∀i = 1, 2, . . . , l. (24)

从这个等式关系出发,必定会有下式成立:

d3(r1, r2) =
( l∑

i=1

|γi
1 − γi

2|λpi
) 1

λ

= 0. (25)

必要性关系d3(r1, r2) = 0 ⇐ r1 = r2得到证明.
2 充分性.在广义的调和犹豫模糊距离等于零

的条件下,因为pi ∈ (0, 1], ∀i = 1, 2, . . . , l,所以有

γi
1 = γi

2, ∀i = 1, 2, . . . , l. (26)
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充分性关系d3(r1, r2) = 0 ⇒ r1 = r2得到证明.
3) 交换性.根据式 (18)所示的广义调和犹豫模

糊距离测度定义,可得如下等式关系:

d3(r1, r2) = d3(r2, r1). (27)

广义距离测度d3(r1, r2)的交换性得到证明.
所以说,定义12所给出的3个距离测度公式能够

满足定义11所要求的调和犹豫模糊距离测度的3个
公理性条件. 2
4 调和犹豫模糊熵测度

本质上,调和犹豫模糊元是一组概率分布相同的
概率犹豫模糊元.因此,本节针对调和犹豫模糊元的
熵测度定义同样适用于概率犹豫模糊元.

4.1 距离熵测度

根据文献 [15]中犹豫模糊元的距离熵定义,调和
犹豫模糊元的距离熵测度可定义如下.

定义13 给定一组基数为 l的调和犹豫模糊元

r = q(γi|pi), i = 1, 2, . . . , l.如果函数E(r)是其距离

熵测度,则E(r)应满足以下5个公理性条件:
1) 0 ⩽ E(r) ⩽ 1;
2) E(r) = 0当且仅当r = {0|1}或r = {1|1};
3) E(r) = 1当且仅当r = {0.5|1};
4) E(r) = E(rc);
5) E(r)的值关于距离测度d(r, {0.5|1})递减.
在定义13所要求的公理性条件下,基于距离公

式(16),可以构建如下的距离熵公式:

E1(r) =
l∑

i=1

(1− 2|γi − 0.5|)pi, (28)

其中分项
l∑

i=1

|γi−0.5|pi正是d1(r, {0.5|1})的表达式,

如式(19)所示.显然,距离熵公式E1(r)能够满足定义

13所要求的5个公理性条件.

4.2 伪距离熵测度

定义14 给定两个基数为 l的调和犹豫模糊元

r1 = q1(γ
i
1|pi)和r2 = q2(γ

i
2|pi), i = 1, 2, . . . , l.则调

和犹豫模糊元r1和r2之间的伪距离测度可定义为

d′(r1, r2) =
∣∣∣ l∑
i=1

γi
1p

i −
l∑

i=1

γi
2p

i
∣∣∣ = |s(r1)− s(r2)|,

(29)

其中函数s(r1)和s(r2)分别为调和犹豫模糊元r1和

r2的得分函数.
根据文献 [16]中概率犹豫模糊元的伪距离熵定

义,调和犹豫模糊元的伪距离熵测度可定义如下.
定义15 给定基数为 l的调和犹豫模糊元 r =

q(γi|pi), i = 1, 2, . . . , l.如果函数E(r)是其伪距离熵

测度,则E(r)应满足以下5个公理性条件:
1) 0 ⩽ E(r) ⩽ 1;
2) E(r) = 0当且仅当r = {0|1}或r = {1|1};
3) E(r) = 1当且仅当r = {0.5|1};
4) E(r) = E(rc);
5)E(r)的值关于伪距离测度 d′(r, {0.5|1})递减.
在定义15所要求的公理性条件下,基于伪距离

公式(29),可以构建如下伪距离熵公式:

E2(r) = 1− 2
∣∣∣ l∑
i=1

γipi − 0.5
∣∣∣ = 1− 2|s(r)− 0.5|,

(30)

其中函数s(r)为调和犹豫模糊元r的得分函数.

4.3 混合熵测度

本质上讲,距离熵是对个体不确定性的加权平
均,而伪距离熵是对整体不确定性的度量.因此,可在
整体不确定性与个体不确定性之间进行适当权衡,提
出如下式所示的混合熵测度:

E3(r) = (1− α)E1(r) + αE2(r) =

1− 2α|s(r)− 0.5| − 2(1− α)

l∑
i=1

|γi − 0.5|pi, (31)

其中α ∈ [0, 1]为权衡系数.根据混合熵的定义,距离
熵和伪距离熵只是其特例而已.
为了对上述3种熵测度进行比较,本文对5个调

和犹豫模糊元的熵测度的计算结果如表1所示,对另
外5个概率犹豫模糊元的熵测度的计算结果如表2
所示.在计算中,混合熵的权衡系数取为α = 0.5.

表 1 调和犹豫模糊熵计算示例 (α = 0.5)

调和犹豫模糊元 E1(r) E2(r) E3(r)

r = {0.0|0.5, 1.0|0.5} 0 1 0.5
r = {0.2|0.5, 0.8|0.5} 0.4 1 0.7
r = {0.4|0.5, 0.6|0.5} 0.8 1 0.9
r = {0.6|0.5, 0.6|0.5} 0.8 0.8 0.8
r = {0.4|0.5, 0.4|0.5} 0.8 0.8 0.8

表 2 概率犹豫模糊熵计算示例 (α = 0.5)

概率犹豫模糊元 E1(q) E2(q) E3(q)

q = {0.4|0.5, 0.6|0.5} 0.8 1 0.90
q = {0.4|0.4, 0.6|0.6} 0.8 0.96 0.88
q = {0.4|0.3, 0.6|0.7} 0.8 0.92 0.86
q = {0.4|0.2, 0.6|0.8} 0.8 0.88 0.84
q = {0.4|0.0, 0.6|1.0} 0.8 0.80 0.80

由表 1和表 2的计算结果可知:伪距离熵对得
分值相同的调和犹豫模糊元无法区分,如表 1中的
E2(r)所示;距离熵对隶属度和隶属度的补无法区分,
如表2中的E1(q)所示;但是,混合熵能够在保留距离
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熵和伪距离熵的优点的同时克服它们的缺点.

5 调和犹豫模糊多属性决策方法

本节以调和犹豫模糊理论为基础,分别基于
TOPSIS算法,加权算术平均算子和加权几何平均算
子构建了调和犹豫模糊多属性决策方法.

5.1 问题描述

假设一个多属性决策问题包括m个备选方案和

n个评价属性.令集合X = {x1, x2, . . . , xm}为备选
方案集,集合A = {a1, a2, . . . , an}为评价属性集,w
= (w1, w2, . . . , wn)

T为属性权重向量.进一步假设属
性权重向量w为未知,但满足限制条件wj ∈ [0, 1] (j

= 1, 2, . . . , n)和
n∑

j=1

wj = 1.本文目标是在属性权重

向量未知的条件下,对多个备选方案 xi(i = 1, 2,

. . . ,m)进行优劣排序.由于受环境压力、问题复杂性
和自身认知程度等因素的影响,决策者在评估时往往
会在一些评估值之间犹豫不决.因此,决策者给出方
案xi(i = 1, 2, . . . ,m)关于属性aj(j = 1, 2, . . . , n)的

评估值通常为概率犹豫模糊元.将决策者给出的评
估信息按照矩阵的形式排列出来,可以得到如下的概
率犹豫模糊决策矩阵:

R =


r11 r12 . . . r1n

r21 r22 . . . r2n
...

...
. . .

...
rm1 rm2 . . . rmn

 , (32)

矩阵R中的所有列向量均为一组调和犹豫模糊元.

5.2 基于混合熵确定属性权重向量

根据式 (31)中混合熵测度的定义,关于各属性的
调和犹豫模糊信息的平均熵可计算为

Ej =
1

m

m∑
i=1

E3(rij), j = 1, 2, . . . , n. (33)

由信息熵理论可知,平均熵Ej(j = 1, 2, . . . , n)的值

越小,相应属性包含的确定性评价信息越多,关于该
属性的评价信息越有价值.因此,各属性的权重可以
计算为

wj =
1− Ej

n∑
j=1

(1− Ej)

, j = 1, 2, . . . , n. (34)

5.3 基于TOPSIS的多属性决策方法

TOPSIS方法是基于双基点的经典排序算法,其
正负理想解可定义如下.

定义 16 根据得分值的大小,概率犹豫模糊
决策矩阵R的正理想解 (reference positive ideal

solution, R-PIS)可定义为

R+ = {r+j = max
i=1,2,...,m

s(rij), j = 1, 2, . . . , n}; (35)

其负理想解 (reference negative ideal solution, R-NIS)
可定义为

R− = {r−j = min
i=1,2,...,m

s(rij), j = 1, 2, . . . , n}. (36)

根据定义16,各备选方案xi(i = 1, 2, . . . ,m)与

概率犹豫模糊决策矩阵R的正理想解之间的加权距

离可计算为

D+
i =

n∑
j=1

wjd2(rij , r
+
j ), i = 1, 2, . . . ,m; (37)

各备选方案xi(i = 1, 2, . . . ,m)与R的负理想解之间

的加权距离可计算为

D−
i =

n∑
j=1

wjd2(rij , r
−
j ), i = 1, 2, . . . ,m. (38)

式 (37)和 (38)中均使用了调和犹豫模糊Euclidean距
离测度.因此,各备选方案xi(i = 1, 2, . . . ,m)与决策

矩阵R的正理想解之间的相对贴近度可定义为

CI(xi) =
D−

i

D−
i +D+

i

, i = 1, 2, . . . ,m. (39)

根据CI(xi)(i = 1, 2, . . . ,m)的值即可对各备选方案

进行排序, CI(xi)的值越大,备选方案xi越优秀.

5.4 基于信息集成的多属性决策方法

基于信息集成的方式进行决策需要对决策矩阵

R在横向上进一步概率调整,使R在整体上成为一

个调和犹豫模糊决策矩阵.然后按照式 (14)或 (15)所
示的加权平均方式对各属性的评价信息进行综合集

成,再比较其综合得分值即可.

6 实例分析

信息化战争时代,新型陆军合成旅是执行“能打
仗、打胜仗”使命任务的基本作战单元,指挥控制能力
是其完成体系作战任务的核心要素.加强合成旅指
挥控制能力评估是贯彻习主席“加快把指挥能力搞

过硬”指示精神的重要途径.积极探索建立合成旅指
挥控制能力评估指标体系,并构建相应的评估模型和
评估方法,能够帮助各级指挥员厘清指挥控制的本质
内涵,科学组织合成旅指挥控制能力评估,加快推进
陆军合成部队转型建设.本文以打赢未来体系化战
争为目标,根据陆军转型建设需要和指挥控制体系建
设现状,基于OODA环提出了如表3所示的合成旅指
挥控制能力评估指标体系.为准确掌握所属合成部
队能力建设底数,某集团军机关综合运用调阅查询、
汇报座谈、问卷调查、理论考查、技能考核、系统验
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表 3 合成旅指挥控制能力评估指标体系

评估指标 指标含义

态势评估能力a1 能够将零散、杂乱、表象的战场情报资料融合成完整、精确、有序的情报结论

筹划决策能力a2 能够提出关键信息需求,高效完成“以指挥员决策为中心”的作战筹划,及时定下决心
协调控制能力a3 部队行动有序,与友邻协同顺畅,参战分队效能发挥明显,部队整体优势明显,作战重点突出

表 4 概率犹豫模糊决策矩阵R

属性 方案 R

a1

x1 {0.72|0.4, 0.72|0.2, 0.76|0.2, 0.76|0.2}
x2 {0.75|0.4, 0.75|0.2, 0.75|0.2, 0.75|0.2}
x3 {0.54|0.4, 0.58|0.2, 0.58|0.2, 0.60|0.2}
x4 {0.52|0.4, 0.55|0.2, 0.55|0.2, 0.55|0.2}

a2

x1 {0.53|0.2, 0.55|0.1, 0.55|0.2, 0.56|0.1, 0.56|0.1, 0.56|0.3}
x2 {0.59|0.2, 0.59|0.1, 0.62|0.2, 0.62|0.1, 0.62|0.1, 0.66|0.3}
x3 {0.64|0.2, 0.64|0.1, 0.64|0.2, 0.67|0.1, 0.67|0.1, 0.67|0.3}
x4 {0.55|0.2, 0.55|0.1, 0.55|0.2, 0.55|0.1, 0.58|0.1, 0.58|0.3}

a3

x1 {0.68|0.5, 0.68|0.1, 0.77|0.4}
x2 {0.58|0.5, 0.62|0.1, 0.62|0.4}
x3 {0.62|0.5, 0.62|0.1, 0.62|0.4}
x4 {0.67|0.5, 0.71|0.1, 0.71|0.4}

证、战备演练、战备拉动和检验性演习等方法,对所属
4个合成旅{x1, x2, x3, x4}的指挥控制能力进行了专
项评估.为清晰表达不同意见,评估数据以概率犹豫
模糊元的形式给出,并经过一定的预处理,最终得到
了如表4所示的概率犹豫模糊决策矩阵R.在决策矩
阵R 中,每个列向量都是一组调和犹豫模糊元,其代
表的评估信息是某个分项的综合评估结果.本文目
标是根据决策矩阵R,对 4个合成旅 {x1, x2, x3, x4}
的指挥控制能力进行综合排序.

6.1 确定属性权重向量

论文采用熵权法确定属性权重向量,并采用混合
熵的概念,其具体步骤如下.

step 1: 根据式 (28)计算决策矩阵R的距离熵矩

阵为

E1 =


0.528 0 0.898 0 0.568 0

0.500 0 0.754 0 0.800 0

0.864 0 0.690 0 0.760 0

0.924 0 0.876 0 0.620 0

 .

step 2: 根据式 (30)计算决策矩阵R的伪距离熵

矩阵

E2 =


0.528 0 0.898 0 0.568 0

0.500 0 0.754 0 0.800 0

0.864 0 0.690 0 0.760 0

0.924 0 0.876 0 0.620 0

 .

step 3: 确定决策矩阵R的混合熵矩阵E3 =

E1 = E2.这里E3 = E1 = E2是特例,因为决策矩
阵R中所有概率犹豫模糊元的隶属度均大于0.5.

step 4:基于混合熵矩阵E3,根据式(34)将各属性

的权重确定为:w1 = 0.367 9, w2 = 0.243 0, w3 =

0.389 1.

6.2 基于TOPSIS算法进行排序

TOPSIS算法是一种基于理想参考点的决策方
法,其具体步骤如下.

step 1:根据式(5),决策矩阵R的得分矩阵计算为

S =


0.736 0 0.551 0 0.716 0

0.750 0 0.623 0 0.600 0

0.568 0 0.655 0 0.620 0

0.538 0 0.562 0 0.690 0

 .

step 2: 基于得分矩阵S,根据定义 (16),将决策矩
阵R的正理想解确定为R+ = {r21, r32, r13};负理想
解确定为R− = {r41, r12, r23}.

step 3: 根据式 (17),计算4个合成旅各属性值与
正理想解R+各属性值的Euclidean距离测度矩阵

D+ =


0.024 1 0.104 4 0

0 0.036 9 0.119 8

0.183 6 0 0.105 6

0.212 5 0.093 4 0.039 7

 .

step 4: 根据式 (17),计算4个合成旅各属性值与
负理想解R−各属性值的Euclidean距离测度矩阵

D− =


0.198 5 0 0.119 8

0.212 5 0.074 7 0

0.031 9 0.104 4 0.028 3

0 0.015 8 0.090 0

 .

step 5: 根据式 (39), 4个合成旅与正理想解的相
对贴近度可计算为: CI(x1) = 0.777 6,CI(x2) =

0.634 1,CI(x3) = 0.307 0,CI(x4) = 0.250 3.
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step 6: 根据相对贴近度的值,可以将4个合成旅
按其指挥控制能力排序为x1 ≻ x2 ≻ x3 ≻ x4.

6.3 基于信息集成算子进行排序

采用信息集成的方式,需要对表4所示的决策矩
阵R进一步进行概率调整,其步骤如下:

step 1: 调整后的调和犹豫模糊决策矩阵R如表

5所示.

step 2:根据式 (14),采取加权算术平均的方式,将
决策矩阵R中的评估信息进行横向集成,并求其得
分值,如表6所示;也可采取加权几何平均的方式,根
据式 (15),将决策矩阵R中的评估信息进行横向集

成,并求其得分值,如表7所示.
step 3:根据表6和表7的计算结果,可将4个合成

旅按其指挥控制能力排序为x1 ≻ x2 ≻ x3 ≻ x4.

表 5 调和犹豫模糊决策矩阵R

属性 方案 R

a1

x1 {0.72|0.2, 0.72|0.1, 0.72|0.1, 0.72|0.1, 0.72|0.1, 0.76|0.1, 0.76|0.1, 0.76|0.2}
x2 {0.75|0.2, 0.75|0.1, 0.75|0.1, 0.75|0.1, 0.75|0.1, 0.75|0.1, 0.75|0.1, 0.75|0.2}
x3 {0.54|0.2, 0.54|0.1, 0.54|0.1, 0.58|0.1, 0.58|0.1, 0.58|0.1, 0.58|0.1, 0.60|0.2}
x4 {0.52|0.2, 0.52|0.1, 0.52|0.1, 0.55|0.1, 0.55|0.1, 0.55|0.1, 0.55|0.1, 0.55|0.2}

a2

x1 {0.53|0.2, 0.55|0.1, 0.55|0.1, 0.55|0.1, 0.56|0.1, 0.56|0.1, 0.56|0.1, 0.56|0.2}
x2 {0.59|0.2, 0.59|0.1, 0.62|0.1, 0.62|0.1, 0.62|0.1, 0.62|0.1, 0.66|0.1, 0.66|0.2}
x3 {0.64|0.2, 0.64|0.1, 0.64|0.1, 0.64|0.1, 0.67|0.1, 0.67|0.1, 0.67|0.1, 0.67|0.2}
x4 {0.55|0.2, 0.55|0.1, 0.55|0.1, 0.55|0.1, 0.55|0.1, 0.58|0.1, 0.58|0.1, 0.58|0.2}

a3

x1 {0.68|0.2, 0.68|0.1, 0.68|0.1, 0.68|0.1, 0.68|0.1, 0.77|0.1, 0.77|0.1, 0.77|0.2}
x2 {0.58|0.2, 0.58|0.1, 0.58|0.1, 0.58|0.1, 0.62|0.1, 0.62|0.1, 0.62|0.1, 0.62|0.2}
x3 {0.62|0.2, 0.62|0.1, 0.62|0.1, 0.62|0.1, 0.62|0.1, 0.62|0.1, 0.62|0.1, 0.62|0.2}
x4 {0.67|0.2, 0.67|0.1, 0.67|0.1, 0.67|0.1, 0.71|0.1, 0.71|0.1, 0.71|0.1, 0.71|0.2}

表 6 加权算术平均的方式

方案 综合评估信息 得分值

x1 {0.665 5|0.2, 0.669 0|0.1, 0.669 0|0.1, 0.669 0|0.1, 0.670 8|0.1, 0.726 5|0.1, 0.726 5|0.1, 0.726 5|0.2} 0.691 5

x2 {0.655 0|0.2, 0.655 0|0.1, 0.661 3|0.1, 0.661 3|0.1, 0.674 3|0.1, 0.674 3|0.1, 0.682 9|0.1, 0.682 9|0.2} 0.668 5

x3 {0.597 6|0.2, 0.597 6|0.1, 0.597 6|0.1, 0.610 9|0.1, 0.619 0|0.1, 0.619 0|0.1, 0.619 0|0.1, 0.625 8|0.2} 0.611 0

x4 {0.591 6|0.2, 0.591 6|0.1, 0.591 6|0.1, 0.601 2|0.1, 0.620 7|0.1, 0.627 0|0.1, 0.627 0|0.1, 0.627 0|0.2} 0.609 6

表 7 加权几何平均的方式

方案 综合评估信息 得分值

x1 {0.653 6|0.2, 0.659 6|0.1, 0.659 6|0.1, 0.659 6|0.1, 0.662 4|0.1, 0.709 2|0.1, 0.709 2|0.1, 0.709 2|0.2} 0.678 5

x2 {0.640 2|0.2, 0.640 2|0.1, 0.647 9|0.1, 0.647 9|0.1, 0.665 0|0.1, 0.665 0|0.1, 0.675 2|0.1, 0.675 2|0.2} 0.657 2

x3 {0.593 8|0.2, 0.593 8|0.1, 0.593 8|0.1, 0.609 7|0.1, 0.616 5|0.1, 0.616 5|0.1, 0.616 5|0.1, 0.624 2|0.2} 0.608 3

x4 {0.581 8|0.2, 0.581 8|0.1, 0.581 8|0.1, 0.593 9|0.1, 0.607 4|0.1, 0.615 3|0.1, 0.615 3|0.1, 0.615 3|0.2} 0.599 0

6.4 比较分析

表4中的数据来源于文献 [4],并以加权算术平均
的方式进行了预处理.数据预处理使用的是式 (14), 4
个专家的权重相等,结果保留两位小数.论文所用 3
种方法的排序结果与文献 [4]所用3种方法的排序结
果如表8所示.

表 8 排序结果比较

方法 排序结果

TOPSIS算法 x1 ≻ x2 ≻ x3 ≻ x4

加权算术平均 x1 ≻ x2 ≻ x3 ≻ x4

加权几何平均 x1 ≻ x2 ≻ x3 ≻ x4

文献 [4]中HPFOaWA算子 x1 ≻ x2 ≻ x3 ≻ x4

文献 [4]中HPFOiWA算子 x2 ≻ x1 ≻ x3 ≻ x4

文献 [4]中HPFOWA算子 x1 ≻ x3 ≻ x2 ≻ x4

由表8的排序结果可知:本文所用3种方法的排

序结果完全一致,并与文献 [4]所用方法的排序结果
基本一致,这充分说明了本文方法的合理性和有效
性.从计算过程来看,基于调和犹豫模糊信息的多属
性决策方法具有以下优势:

1)调和犹豫模糊信息的运算规则利于编程实现,
计算量可控;

2) 概率犹豫模糊元和犹豫模糊元都可经过简单
的数据预处理转换成调和犹豫模糊元,从而实现处理
方法的统一;

3) 基于概率分裂算法的概率调整过程不会改变
原来概率犹豫模糊元的得分值、偏差度和熵测度等,
能够有效避免原有规范化方法带来的信息结构改变;

4) 调和犹豫模糊混合熵测度能够克服原有熵测
度的缺点,具有较强的区分能力;
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5)调和犹豫模糊基本运算规则能够满足交换律、
结合律、分配律、封闭性和相容性等特点.

7 结 论

本文针对犹豫模糊信息和概率犹豫模糊信息在

实践应用中出现的问题,提出了基于调和犹豫模糊元
的解决方法,新方法能够把犹豫模糊信息和概率犹豫
模糊信息纳入统一处理框架.在调和犹豫模糊元定
义的基础上,本文系统地定义了调和犹豫模糊信息的
基本运算规则、集成算子、距离测度和混合熵测度,基
本构建了调和犹豫模糊决策理论.最后,本文将理论
成果应用于陆军合成旅指挥控制能力评估.数值实
验表明:本文所提出基于调和犹豫模糊信息的多属
性决策方法具有逻辑结构清晰、易于编程实现、计

算量可控、计算结果客观有效等特点.
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