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基于加权信息熵的直觉模糊信息系统的三支决策
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摘 要: 讨论直觉模糊信息系统上的三支决策问题.首先,定义一个由模糊因子、均值因子和概率因子3部分组成
的相似度函数,从而建立直觉模糊信息系统上的三支决策模型,并指出该模型从理论上统一了各种双论域模型;其
次,考虑论域对象的评价值不同,提出一种基于评价值的划分测度:加权信息熵,并且证明划分越细,加权信息熵越
大;最后,基于加权信息熵的性质,给出最优三划分的合理解释,从而提出一种新的阈值求解方法.
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Three-way decision of intuitionistic fuzzy information systems based on
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Abstract: This paper discusses three-way decision problems on intuitionistic fuzzy information systems. Firstly, a
similarity degree function is defined, which is composed of the fuzzy factor, the mean factor and the probability factor,
and then a three-way decision model on intuitionistic fuzzy information systems is established, and it is pointed out that
the model theoretically unifies all kinds of two-universe models. Secondly, considering the different evaluation values
of objects in the universe, this paper proposes a partition measure based on evaluation values: the weighted information
entropy, and it is proved that the finer the partition is, the greater the weighted information entropy is. Finally, based on
the property of the weighted information entropy, a reasonable explanation of the optimal tri-partition is given, and a new
thresholds solution method is proposed.
Keywords: three-way decision；intuitionistic fuzzy sets；information systems；the weighted information entropy

0 引 言

为了给决策粗糙集的概率正域、负域和边界域

提供一个合理的语义解释, Yao[1-3]提出了三支决策

理论.该理论以一种“三分而治”的思想,改进了传统
的“非此即彼”的二支决策,为解决复杂问题提供了
一种有效方法[4].近年来,学者们在三支决策领域取
得了许多成果[5-11].例如, Hu等[5]提出了在粗糙集理

论中用结构近似作为基础来研究三支决策; Jiao等[6]

讨论了在单值中智信息系统中基于决策理论粗糙集

的三支决策;胡峰等[7]将三支决策理论应用到机器学

习领域中,提出了一种基于三支决策理论的主动学习

方法; Yao[8]将三支决策应用于冲突分析领域,提出了
三支冲突分析的概念.经过10多年的发展,三支决策
理论已经在冲突分析[8-9]、聚类分析[10]等诸多领域有

着广泛的应用.
将经典Pawlak粗糙集模型中的等价关系推广为

两个论域间的一般二元关系,再定义相应的近似算
子就产生了双论域粗糙集模型[12].不同二元关系 (例
如,兼容关系、模糊关系等)上的近似算子,会诱导出
各种各样的双论域模型[13-15].值得注意的是, Shakiba
等[16]定义的S-近似空间其实也是一种双论域模型.
Li等[17]分析了各种(分明)双论域粗糙集模型的特点,
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指出了双论域模型的三要素:信息表、评价函数和划
分方法,进而提出了一种统一各种双论域模型的新
模型,即0-1表上的三支决策模型.这里所谓0-1表,就
是属性值只有两种选择的特殊信息系统.进一步, Li
等[18]讨论了一般信息表上的三支决策问题,并研究
了该模型的数学结构性质.

直觉模糊集[19]是处理不确定性、不精确性和

模糊性问题的重要工具.直觉模糊背景下的属性约
简、规则提取、多属性决策、冲突分析等问题一直

是粒计算研究领域的热点.如前所述,虽然统一了各
种经典 (即0-1表上)双论域模型,但并未涉及模糊情
况[20-21].因此,研究直觉模糊背景下的三支决策问题、
将各种 (分明或模糊)双论域模型统一到直觉模糊信
息系统的三支决策模型下就成了一个非常必要的工

作,这是本文的第1个研究动机.现有涉及决策粗糙
集或三支决策模型的研究中,规则提取或决策结果往
往与阈值有关.而传统方法是用基于贝叶斯最小风
险原理的决策粗糙集理论来计算阈值,该方法计算阈
值时需要确定较多参数,使得计算结果主观性较大且
缺乏解释性.为克服上述缺点,本文提出一种基于加
权信息熵的阈值求解方法.首先利用评价函数 (可以
是相似度函数、包含度函数等,取决于具体问题)给对
象排序;然后用加权信息熵去度量三划分从而选出
最优结果.该方法中一旦评价函数和三划分测度选
定,就不需要确定任何参数.虽然评价函数的设定也
具有主观性,但对具体问题而构造的评价函数往往具
有可解释性;熵也早被用于不确定性的度量,针对新
模型而改进的加权熵也有合理的解释.因此,相比于
传统方法诸多参数的随机选取,本文提供了一种相对
客观的方法,这是本文的第2个研究动机.
综上,本文将一般信息系统的三支决策模型推广

到直觉模糊信息系统上.首先,定义直觉模糊信息系
统的评价函数为一种由模糊因子、均值因子和概率

因子三部分组成的相似度函数;其次,建立基于相似
度函数的三支决策模型,提出一种基于知识划分测度
的阈值求解方法;最后,证明加权信息熵作为知识划
分测度的合理性,从而提出一种基于加权信息熵的最
优三划分方法.

1 相关知识

下面回顾直觉模糊集的概念及相关运算法则.
定义1 [19] 设U = {x1, x2, . . . , xn}是非空有限

的对象集,称为论域.集合A = {⟨x, µA(x), νA(x)⟩|
x ∈ U}称为直觉模糊集,µA(x)和νA(x)分别称为对

象x属于U的隶属度和非隶属度,即

µA(x) : U → [0, 1], x 7→ µA(x) ∈ [0, 1];

νA(x) : U → [0, 1], x 7→ νA(x) ∈ [0, 1];

其中0 ⩽ µA(x) + νA(x) ⩽ 1.另外,πA(x) = 1 −
µA(x)− νA(x),代表直觉模糊集A中元素x的犹豫度

或者直觉模糊指标. U上的全体直觉模糊集所构成
的集合记为IF(U).

Xu等[22]将直觉模糊集中的每个元素称为直觉

模糊数.通常情况下,直觉模糊数可以用a = ⟨µA(x),

νA(x)⟩表示.在不引起混淆的情况下,可以简记为
a = ⟨µA, νA⟩.
定义 2 [19] 设A = {⟨xi, µA(xi), νA(xi)⟩|xi ∈

U}, B = {⟨xi, µB(xi), νB(xi)⟩|xi ∈ U}为两个直觉
模糊集,则其相关运算法则和关系有以下几种:

1) A
∪
B = {⟨xi, µA(xi)

∨
µB(xi), µA(xi)

∧
µB(xi)⟩|xi ∈ U};

2) A
∩
B = {⟨xi, µA(xi)

∧
µB(xi), µA(xi)

∨
µB(xi)⟩|xi ∈ U};

3) A ⊆ B ⇔ µA(xi) ⩽ µB(xi), νA(xi) ⩾
νB(xi), ∀xi ∈ U ;

4) A = B ⇔ µA(xi) = µB(xi), νA(xi) = νB(xi),

∀xi ∈ U.

直觉模糊信息系统,也称为直觉模糊信息表,它
在粗糙集、三支决策等诸多领域得到广泛应用.下面
回顾直觉模糊信息系统的定义.

定义 3 [23] 直觉模糊信息系统可以用一个四

元数组 Q̃ = (U,AT, V, f)来表示.其中:U为非空有
限的对象集,称为论域; AT为属性集,V =

∪
a∈AT

Va

为属性值的集合,Va为属性a的直觉模糊值域;信息
函数f : U × AT → V 为U到V 上的直觉模糊映

射,使得对于任意的x ∈ U和a ∈ AT,有f(x, a) =

⟨µa(x), νa(x)⟩ ∈ A (A为U上的直觉模糊集).
例1 表1给出了一个直觉模糊信息系统.采用

Pawlak[24]冲突分析研究中关于中东冲突问题经典

例子的解释,可赋予表1如下含义:对象集U中的元

素代表国家;属性集A中的元素代表事件;表1中的
每个直觉模糊数表示所对应国家对相关事件的态

表 1 冲突分析的直觉模糊信息系统

U \ AT a1 a2 a3 a4

x1 ⟨0.5, 0.5⟩ ⟨0.1, 0.8⟩ ⟨0.2, 0.3⟩ ⟨0, 0.8⟩

x2 ⟨0.1, 0.6⟩ ⟨0.1, 0.6⟩ ⟨0.5, 0.3⟩ ⟨0.2, 0.6⟩

x3 ⟨0.5, 0.4⟩ ⟨0.2, 0.3⟩ ⟨0.1, 0.5⟩ ⟨0.7, 0.2⟩

x4 ⟨0.3, 0.3⟩ ⟨0.3, 0.4⟩ ⟨0.4, 0.6⟩ ⟨0.2, 0.6⟩

x5 ⟨0.4, 0.2⟩ ⟨0.5, 0.3⟩ ⟨0.7, 0.2⟩ ⟨0.8, 0.2⟩

x6 ⟨0.1, 0.2⟩ ⟨0.7, 0.1⟩ ⟨0.9, 0⟩ ⟨0.7, 0.2⟩
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度.例如x6对事件a1的态度为⟨0.1, 0.2⟩.从中可以看
出支持 (肯定)度或反对 (否定)度都很低,而犹豫度为
0.7实际上反映出对该事件一种未置可否的态度.

2 直觉模糊信息系统上的三支决策模型

在本节中,首先定义一个由模糊因子、均值因子
和概率因子三部分组成的相似度函数,其次通过相似
度函数建立直觉模糊信息系统上的三支决策模型.
相似度用来测量两个集合之间的相似程度.直

觉模糊集的相似度不仅受隶属度的影响,也受非隶属
度的影响,因此,应同时考虑这两个因素来构造模糊
因子和均值因子.前者通过与最负理想的直觉模糊
数 (即隶属度为0,非隶属度为1的直觉模糊数)的接
近程度来反映,后者通过直觉模糊集与其均值的分散
程度来反映.
定义4 设A = {⟨xi, µA(xi), νA(xi)⟩|xi ∈ U} ∈

IF(U),则A的模糊因子F (A)定义为

F (A) =
1

2n

n∑
i=1

(|µA(xi)− 0|+ |νA(xi)− 1|).

定义5 设A = {⟨xi, µA(xi), νA(xi)⟩|xi ∈ U} ∈
IF(U),则A的均值因子E(A)定义为

E(A) =

1

2n

∣∣∣( n∑
i=1

µA(xi)− µ̄A

)
−

( n∑
i=1

νA(xi)− ν̄A

)∣∣∣,
其中

µ̄A =

n∑
i=1

µA(xi)
/
n, ν̄A =

n∑
i=1

νA(xi)
/
n

分别是隶属度、非隶属度的均值.
模糊集有许多推广,例如二型模糊集、犹豫模糊

集、直觉模糊集、区间值模糊集、中智集、毕达哥拉斯

模糊集等.注意到,直觉模糊集与区间值模糊集在数
学形式上是等价的.下面回顾区间值模糊集的定义.
定义 6 [25] 设U为论域,在U上存在一个映射

M : U → [I], x 7→ M(x),则称映射M为U上的区

间值模糊集,其中 [I] = {ā = [a−, a+]|a− ⩽ a+}是有
界闭区间.
直觉模糊集中的元素和区间值模糊集中的元素

是一一对应的,因此,直觉模糊集中的问题可以转化
到区间值模糊集中.由于直觉模糊集中隶属度µA(x)

与非隶属度νA(x)间的关系为0 ⩽ µA(x) + νA(x) ⩽
1,即0 ⩽ µA(x) ⩽ 1 − νA(x) ⩽ 1,则直觉模糊集
A = {⟨x, µA(x), νA(x)⟩|x ∈ U}可表示为区间值模
糊集A : U → [µA(x), 1− νA(x)], x 7→ A(x),即直
觉模糊数 ⟨µA(x), νA(x)⟩可以转化为区间值 [µA(x),

1− νA(x)].
下面根据隶属度µA(x)与非隶属度 νA(x)的大

小不同,给出 6种不同的情况.以两个直觉模糊数
进行分析,设 m̃ = ⟨µm(x), νm(x)⟩和 ñ = ⟨µn(x),

νn(x)⟩为两个直觉模糊数,根据两个直觉模糊数之间
不同的位置关系,会出现6种不同的情况(见表2).

表 2 两个直觉模糊数之间的位置关系

序号 位置关系 p(m̃
∩

ñ) p(m̃
∪

ñ)

1 µm(x) ⩽ 1 − νm(x) ⩽ µn(x) ⩽ 1 − νn(x) 0 1 − νn(x) − µn(x) + 1 − νm(x) − µm(x)

2 µm(x) ⩽ µn(x) ⩽ 1 − νm(x) ⩽ 1 − νn(x) 1 − νm(x) − µn(x) 1 − νn(x) − µm(x)

3 µm(x) ⩽ µn(x) ⩽ 1 − νn(x) ⩽ 1 − νm(x) 1 − νn(x) − µn(x) 1 − νm(x) − µm(x)

4 µn(x) ⩽ 1 − νn(x) ⩽ µm(x) ⩽ 1 − νm(x) 0 1 − νm(x) − µm(x) + 1 − νn(x) − µn(x)

5 µn(x) ⩽ µm(x) ⩽ 1 − νm(x) ⩽ 1 − νn(x) 1 − νm(x) − µm(x) 1 − νn(x) − µn(x)

6 µn(x) ⩽ µm(x) ⩽ 1 − νn(x) ⩽ 1 − νm(x) 1 − νn(x) − µm(x) 1 − νm(x) − µn(x)

设m̃ = ⟨µm(x), νm(x)⟩和 ñ = ⟨µn(x), νn(x)⟩为
两个直觉模糊数,则m̃和 ñ之间的概率因子为

P (m̃, ñ) =
p(m̃

∩
ñ)

p(m̃
∪
ñ)

.

其中: p(m̃
∩

ñ)表示 m̃
∩
ñ所占区间 [0, 1]的比例,

p(m̃
∪

ñ)表示m̃
∪

ñ所占区间 [0, 1]的比例.特别地,
如果p(m̃

∩
ñ) = 0, p(m̃

∪
ñ) = 0,则记P (m̃, ñ) = 1.

显然,两个直觉模糊数的概率因子可推广到两个
直觉模糊集上.下面给出两个直觉模糊集之间概率
因子的定义.
定义7 设A和B是论域U上的两个直觉模糊

集,则A与B之间的概率因子定义为

P (A,B) =
1

n

n∑
i=1

p(Ai

∩
Bi)

p(Ai

∪
Bi)

.

其中:Ai和Bi分别表示直觉模糊集A和B中的第 i

个元素,即第 i个直觉模糊数; p(Ai

∩
Bi)表示Ai

∩
Bi所占区间 [0, 1]的比例; p(Ai

∪
Bi)表示Ai

∪
Bi所

占区间 [0, 1]的比例.特别地,如果 p(Ai

∩
Bi) = 0,

p(Ai

∪
Bi) = 0,则记P (A,B) = 1.

注1 因为直觉模糊数可以转化为区间数,所以
Ai和Bi可以转化为两个区间数,Ai

∩
Bi和Ai

∪
Bi

表示两个区间数进行交运算和并运算.因此,“Ai

∩
Bi所占区间 [0, 1]的比例”,以及“Ai

∪
Bi所占区间

[0, 1]的比例”分别表示两个区间数进行交运算和并
运算之后得到的新区间所占区间[0, 1]的比例.
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根据模糊因子、均值因子和概率因子,定义相似
度如下.
定义8 设A和B是论域U上的两个直觉模糊

集,定义S(A,B)为

S(A,B) =

1

3

[F (A)
∧

F (B)

F (A)
∨

F (B)
+

E(A)
∧

E(B)

E(A)
∨

E(B)
+ P (A,B)

]
.

下面证明S(A,B)是一种相似度,也即满足相似
度的4条公理[26]:

1) 0 ⩽ S(A,B) ⩽ 1;

2)如果A = B,则有S(A,B) = 1;

2) S(A,B) = S(B,A);

4)如果A ⊆ B ⊆ C,则有S(A,B) ⩾ S(A,C)和

S(B,C) ⩾ S(A,C)成立.
定理1 设U为论域,A和B是论域U上的两个

直觉模糊集,则S(A,B)是直觉模糊集的相似度.
证明 为了证明 S(A,B)是相似度,只需证明

S(A,B)满足上述1)∼ 4)即可.
1)显然0 ⩽ S(A,B) ⩽ 1.
2)如果A = B,有P (A,B) = 1,则

S(A,B) =

1

3

[F (A)
∧

F (B)

F (A)
∨

F (B)
+

E(A)
∧

E(B)

E(A)
∨

E(B)
+ P (A,B)

]
=

1

3

[F (A)

F (A)
+

E(A)

E(A)
+ 1

]
= 1,

故S(A,B) = 1.
3)因

∨
和

∧
满足交换律,且

P (A,B) =

1

n

n∑
i=1

p(Ai

∩
Bi)

p(Ai

∪
Bi)

=
1

n

n∑
i=1

p(Bi

∩
Ai)

p(Bi

∪
Ai)

= P (B,A),

故S(A,B) = S(B,A).
4)如果A ⊆ B ⊆ C,则有(i = 1, 2, . . . , n)

0 ⩽ µA(xi) ⩽ µB(xi) ⩽ µC(xi) ⩽ 1,

1 ⩾ νA(xi) ⩾ νB(xi) ⩾ νC(xi) ⩾ 0.

1 模糊因子.有

F (A) =
1

2n

n∑
i=1

(|µA(xi)− 0|+ |νA(xi)− 1|) =

1

2n

n∑
i=1

(µA(xi) + 1− νA(xi)) =

1

2n

n∑
i=1

(µA(xi)− νA(xi) + 1) ⩽

1

2n

n∑
i=1

(µB(xi)− νB(xi) + 1) =

F (B).

同理可得F (B) ⩽ F (C),故F (A) ⩽ F (B) ⩽
F (C).

2 均值因子,有

E(A) =

1

2n

∣∣∣( n∑
i=1

µA(xi)− µ̄A

)
−

( n∑
i=1

νA(xi)− ν̄A

)∣∣∣ =
1

2n

∣∣∣(1− 1

n

)
(µA(x1) + µA(x2) + . . .+ µA(xn))−(

1− 1

n

)
(νA(x1) + νA(x2) + . . .+ νA(xn))

∣∣∣ ⩽
1

2n

∣∣∣(1− 1

n

)
(µB(x1) + µB(x2) + . . .+ µB(xn))−(

1− 1

n

)
(νB(x1) + νB(x2) + . . .+ νB(xn))

∣∣∣ =
E(B).

同理可得E(B) ⩽ E(C),故E(A) ⩽ E(B) ⩽
E(C).

3 概率因子.
如果A ⊆ B ⊆ C,则P (A,B)出现两种情况,即

表2中的第1种和第2种位置关系.
第1种情况P (A,B) = 0,此时,显然有S(A,B)

⩾ S(A,C)和S(B,C) ⩾ S(A,C)成立.
第2种情况

P (A,B) =
1

n

n∑
i=1

1− νA(xi)− µB(xi)

1− νB(xi)− µA(xi)
⩾

1

n

n∑
i=1

1− νA(xi)− µC(xi)

1− νC(xi)− µA(xi)
=

P (A,C),

此时

S(A,B) =

1

3

[F (A)
∧

F (B)

F (A)
∨

F (B)
+

E(A)
∧

E(B)

E(A)
∨

E(B)
+ P (A,B)

]
=

1

3

[F (A)

F (B)
+

E(A)

E(B)
+ P (A,B)

]
⩾

1

3

[F (A)

F (C)
+

E(A)

E(C)
+ P (A,C)

]
=

1

3

[F (A)
∧

F (C)

F (A)
∨

F (C)
+

E(A)
∧

E(C)

E(A)
∨

E(C)
+ P (A,C)

]
=

S(A,C),

即S(A,B) ⩾ S(A,C).同理,S(B,C) ⩾ S(A,C). 2
注2 当定义8中的1/3权值改为ω1、ω2、ω3时,

定理1仍成立.即可以证明

Sω(A,B) =

ω1

(F (A)
∧
F (B)

F (A)
∨
F (B)

)
+ ω2

(E(A)
∧
E(B)

E(A)
∨
E(B)

)
+

ω3(P (A,B))
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也是直觉模糊集的相似度,其中ω1 + ω2 + ω3 = 1且

0 ⩽ ω1, ω2, ω3 ⩽ 1.本文认为模糊因子、均值因子和
概率因子同等重要,故取ω1 = ω2 = ω3 = 1/3.

现在根据上面定义的相似度来建立直觉模糊信

息系统上的三支决策模型.
定义9 设 Q̃ = (U,AT, V, f)是一个直觉模糊

信息系统,S : IF(U) × IF(U) → [0, 1]是相似度函

数,设0 ⩽ β < α ⩽ 1,对于任意的ξ = {⟨x, µξ(x),

νξ(x)⟩|x ∈ U} ⊆ IF(U), ξ的正域、负域和边界域定
义为

POSα(ξ) = {xi ∈ U |S(f(xi), ξ) ⩾ α},

NEGβ(ξ) = {xi ∈ U |S(f(xi), ξ) ⩽ β},

BNDα
β(ξ) = {xi ∈ U |β < S(f(xi), ξ) < α},

其中f(xi)表示对象xi在所有属性下的直觉模糊数

的集合,即f(xi) = {⟨µa1
(xi), νa1

(xi)⟩, . . . , ⟨µaj
(xi),

νaj
(xi)⟩}.
正域、负域和边界域3个集合两两互不相交且它

们的并集为U ,则称Ω = (Q̃, S, α, β)为直觉模糊信息

系统上的三支决策模型.
注3 直觉模糊信息系统上的三支决策模型是

一般信息系统上三支决策模型的推广,而后者又统一
了各种双论域模型[18],因此,定义9中的新模型理论
上统一了现有的双论域模型.

注4 根据定义9可以看出正域、负域和边界域
受阈值α和β的影响而变化.具体而言:一方面,α越
大,正域越小;另一方面, [0, 1]区间可被划分为许多
小区间,在每个小区间内,正域是不变的.这样正域
就随α的变化形成了一种“塔”状结构,称之为正域
塔[27].此外,阈值决定着3个区域,下一节将讨论阈值
的求解.

3 阈值确定和模型求解

在本节中,首先定义加权信息熵这一度量,然后
提出模型求解的方法.

3.1 加权信息熵

根据相似度的值,基于一对阈值α和β将对象集

进行三划分,而不同的阈值会得到不同的三划分.实
际问题中,需要确定一组最优三划分来进行决策.为
了解决这个问题,先介绍Liang等[28]提出的一种知识

划分的度量—–信息熵.
定义10 [28] 令K = (U,R)是近似空间,其中U

是论域,R = {R1, R2, . . . , Rn}是论域U上的一个划

分,则信息熵定义为

E(R) =

n∑
i=1

|Ri|
|U |

|U\Ri|
|U |

=

n∑
i=1

|Ri|
|U |

(
1− |Ri|

|U |

)
.

其中:
|Ri|
|U |
表示Ri在论域U上的概率,

|U\Ri|
|U |

表示

Ri的补集在论域U上的概率.
在第2节提出的三支决策模型中,如果相似度给

定,则U中的每个对象都有对应的相似度的值.即在
决策问题时,U中的每个对象都占有不同的权重,当
计算多组三划分的信息熵时,应考虑到每个对象所占
权重的不同.因此,本文将文献 [28]中的信息熵加以
改进,给出加权信息熵的概念.
定义11 设S是U上的相似度量,其中U是非空

有限集合,称为论域,R = {R1, R2, . . . , Rn}是论域U

上的一个划分,则R上的加权信息熵定义为

Eω(R) =

n∑
i=1

∑
x∈Ri

|S(x)|∑
x∈U

|S(x)|

∑
x∈U\Ri

|S(x)|

∑
x∈U

|S(x)|
=

n∑
i=1

∑
x∈Ri

|S(x)|∑
x∈U

|S(x)|

(
1−

∑
x∈Ri

|S(x)|∑
x∈U

|S(x)|

)
.

下面给出加权信息熵的一个重要性质.
设P和Q是U上的两个划分,如果有P ⩽ Q ⇔

∀Pi ∈ P, ∃Qj ∈ Q, s.t. Pi ⊆ Qj ,则称划分Q 比划分

P粗糙 (或者划分P比划分Q精细),记为P ⩽ Q.如
果P ⩽ Q且P ̸= Q,则称划分Q比划分P严格粗糙

(或者划分P比划分Q严格精细),记为P < Q.另外,
还有P ⩽ Q ⇔ ∀Qi ∈ Q,∃Pi1, Pi2, . . . , Pik ∈ P,

s.t. Qi =
k∪

j=1

Pij .

定理2 设P = {P1, P2, . . . , Pk}和Q = {Q1,

Q2, . . . , Ql}是论域U上的两个划分,如果P < Q,则
有Eω(Q) < Eω(P ).

证明 由于P < Q,对于每一个Qi ∈ Q,存在
Pi1, Pi2, . . . , Pimi

∈ P满足Qi =
mi∪
j=1

Pij .

显然有
l∑

i=1

mi = k.令

pij =

∑
x∈Pij

|S(x)|∑
x∈U

|S(x)|
, qij =

∑
x∈Pij

|S(x)|∑
x∈Qi

|S(x)|
,

pi =

∑
x∈Qi

|S(x)|∑
x∈U

|S(x)|
.

其中: ∀i ∈ {1, 2, . . . , l}; j ∈ {1, 2, . . . ,mi}.则有pij =

piqij ,

mi∑
j=1

qij = 1.

根据定义11,有
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Eω(P ) =

k∑
i=1

∑
x∈Pi

|S(x)|∑
x∈U

|S(x)|

(
1−

∑
x∈Pi

|S(x)|∑
x∈U

|S(x)|

)
=

l∑
i=1

m∑
j=i

pij(1− pij) =

l∑
i=1

m∑
j=i

piqij(1− piqij) =

l∑
i=1

( mi∑
j=1

qij

)
pi(1− pi) +

l∑
i=1

mi∑
j=1

p2i qij(1− qij) =

l∑
i=1

pi(1− pi)+

l∑
i=1

p2i

mi∑
j=1

qij(1− qij) =

Eω(Q) +
l∑

i=1

p2iEω({Pi1, Pi2, . . . , Pimi
}).

注意到 Eω({Pi1, Pi2, . . . , Pimi
})是 Qi 的划分

{Pi1, Pi2, . . . , Pimi
}的加权信息熵,故 Eω(Q) <

Eω(P )成立. 2
注5 由定理2可知,划分越细,加权信息熵值越

大.用粒计算的术语从粗糙集的观点来看,知识粒(划
分)越细,知识的表达越精确.因此在一族知识中,加
权信息熵值最大的知识是所关注的对象.

3.2 基于加权信息熵的模型求解方法

本小节介绍一种计算阈值和最优三划分的方法.
此方法中,用相似度函数将论域U上的每一个元素都

转换成区间 [0, 1]上的数值,也即根据相似度函数先
求出对象的满意度.这些数值作为阈值可以将论域
U进行三划分,即分为正域、负域和边界域三部分.不
同的阈值会导致不同的三划分,需要用加权信息熵
将得到的三划分进行度量,从而得到一组最优的三划
分.根据定理2寻找加权信息熵值最大的三划分.
为了便于叙述,下面用W 表示加权信息熵,即

W
∆
= Eω(R).令Wi∗j∗ = max{Wij |0 ⩽ j < i},其中

Wij是阈值α = αi、β = βj所对应三划分的加权

信息熵,则最大的熵值Wi∗j∗所对应的阈值α = αi∗、

β = βj∗以及三划分就是所需要的.下面给出算法的
步骤.
算法1 基于直觉模糊信息系统的计算阈值和

最优三划分的方法.
输入: 直觉模糊信息系统 Q̃ = (U,AT, V, f),一

个直觉模糊集ξ;
输出: α, β,POSα(ξ),NEGβ(ξ),BNDα

β(ξ).

step 1: 对每一个xi ∈ U ,计算出相似度S(f(xi),

ξ)的值;
step 2: 将计算出S(f(xi), ξ)的不同值按升序排

列,令 {S(f(xi), ξ)|i = 1, 2, . . . , |U |} = {l1, l2, . . . ,
lm},其中 l1 < l2 < . . . < lm;

step 3: 如果m = i (i = 1, 2),则α = li, β = 0,执
行step 5;

step 4: 如果m > 2,则 i∗, j∗ = arg max
i,j j<i−1

Wij , α =

li∗ , β = lj∗ ;
step 5:计算POSα(ξ),NEGβ(ξ),BNDα

β(ξ);
step 6:返回α, β,POSα(ξ),NEGβ(ξ),BNDα

β(ξ).

3.3 例 子

下面用本文提出的方法对采购空调的例子进行

计算和分析.购买空调时考虑如下5个属性:价格合
理a1,质量好a2,售后服务好a3,噪音小a4,耗电量低
a5,假设有8台空调x1 ∼ x8可供买家选择.表3是关
于这8台空调信息的一个直觉模糊信息系统.这些数
值可根据专家打分、空调参数、用户评价等途径产生.
例如 f(x5, a1) = ⟨0.5, 0.4⟩表示 50 %的评估专家
认为空调的价格合理, 40 %的专家认为不合理,而
10%的专家没有作出评估.如果一个买家想购买
一台空调,则他所偏好的空调类型可用一个直觉模
糊集来表示,即 ξ = {⟨0.8, 0.1⟩, ⟨0.9, 0⟩, ⟨0.7, 0.2⟩,
⟨0.7, 0.1⟩, ⟨0.6, 0.2⟩}.作为一名空调销售,应该给顾
客推荐哪些空调呢?
根据上节的算法1,首先计算所有对象和 ξ的相

似度S(f(xi), ξ),见表4.

表 3 直觉模糊信息系统

U\AT a1 a2 a3 a4 a5

x1 ⟨0.3, 0.6⟩ ⟨0.2, 0.6⟩ ⟨0.4, 0.5⟩ ⟨0.1, 0.8⟩ ⟨0.3, 0.6⟩

x2 ⟨0.1, 0.2⟩ ⟨0.2, 0.6⟩ ⟨0.4, 0.3⟩ ⟨0.3, 0.6⟩ ⟨0.3, 0.5⟩

x3 ⟨0.5, 0.3⟩ ⟨0.6, 0.2⟩ ⟨0.4, 0.5⟩ ⟨0.6, 0.2⟩ ⟨0.7, 0.1⟩

x4 ⟨0.2, 0.7⟩ ⟨0.3, 0.5⟩ ⟨0.4, 0.5⟩ ⟨0.3, 0.6⟩ ⟨0.1, 0.8⟩

x5 ⟨0.5, 0.4⟩ ⟨0.6, 0.3⟩ ⟨0.7, 0.2⟩ ⟨0.6, 0.3⟩ ⟨0.7, 0.2⟩

x6 ⟨0.6, 0.3⟩ ⟨0.9, 0.1⟩ ⟨0.8, 0.1⟩ ⟨0.7, 0.2⟩ ⟨0.7, 0.1⟩

x7 ⟨0.1, 0.2⟩ ⟨0.3, 0.2⟩ ⟨0.2, 0.4⟩ ⟨0.4, 0.5⟩ ⟨0.3, 0.5⟩

x8 ⟨0.1, 0.3⟩ ⟨0.2, 0.5⟩ ⟨0.3, 0.3⟩ ⟨0.4, 0.6⟩ ⟨0.3, 0.5⟩
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表 4 相似度的值

x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 x8

S(f(xi), ξ) 0.325 2 0.265 5 0.473 2 0.325 2 0.558 5 0.694 2 0.239 0 0.265 5

根据经验,一般不会只推荐一台空调 (例如表 4
中的x6);另一方面,也不能无休止地按表4的排序推
荐,这样顾客会厌烦.基于加权信息熵的三支决策方
法为可以提供一种解决方案,即把对象集分为3部分:
哪些是要推荐的,哪些是不要推荐的,哪些是无法确
定的 (或延迟推荐).根据算法1计算出基于表4的各
种三划分的加权信息熵Eω(R)(见表5).显然,表5中

最大的加权信息熵Eω(R) = 0.654 0,而此时所对应
的阈值为α = 0.558 5和β = 0.265 5,所对应的三划
分为POSα(ξ) = {x6, x5},NEGβ(ξ) = {x2, x8, x7}
和BNDα

β(ξ) = {x1, x3, x4}(见表5).因此,x6和x5 应

该推荐给买家;而空调x2、x8和x7不应推荐;至于空
调x1、x3和x4,需要额外的信息才能作出决策或者延
迟决策.

表 5 阈值和三划分

α POSα(ξ) β NEGβ(ξ) Eω(R)

0.558 5 {x5, x3, x1, x4, x2, x8, x7} 0.343 9

0.473 2 {x3, x1, x4, x2, x8, x7} 0.557 6

0.694 2 {x6} 0.325 2 {x1, x4, x2, x8, x7} 0.640 0

0.265 5 {x2, x8, x7} 0.605 6

0.239 0 {x7} 0.450 8

0.558 5 {x6, x5}

0.473 2 {x3, x1, x4, x2, x8, x7} 0.479 3

0.325 2 {x1, x4, x2, x8, x7} 0.615 0

0.265 5 {x2, x8, x7} 0.654 0

0.239 0 {x7} 0.559 1

0.473 2 {x6, x5, x3}

0.325 2 {x1, x4, x2, x8, x7} 0.495 3

0.265 5 {x2, x8, x7} 0.596 5

0.239 0 {x7} 0.552 3

0.325 2 {x6, x5, x3, x1, x4}
0.265 5 {x2, x8, x7} 0.369 7

0.239 0 {x7} 0.395 3

0.265 5 {x6, x5, x3, x1, x4, x2, x8} 0.239 0 {x7} 0.140 4

3.4 对比分析

下面将本文所提出方法与传统方法 (即基于贝
叶斯最小风险决策原理的阈值求解方法)进行对
比分析.由决策粗糙集理论,基于直觉模糊信息系
统的三支决策模型由两个状态 {X,¬X}和 3个行
动{aP, aB, aN}组成,相关损失函数矩阵见表6,其中
λ̃PP < λ̃BP < λ̃NP, λ̃NN < λ̃BN < λ̃PN.

根据贝叶斯最小风险决策原理,在考虑隶属度的

情形下,可以推导出以下3条规则 (非隶属度的情形
可类似得到):

(P) 如果P (X|[x]) ⩾ α, P (X|[x]) ⩾ γ,则x ∈
POS(X);

(B) 如果P (X|[x]) ⩽ α, P (X|[x]) ⩾ β,则x ∈
BND(X);

(N) 如果P (X|[x]) ⩽ β, P (X|[x]) ⩽ γ,则x ∈
NEG(X).

表 6 不同状态下的直觉模糊损失函数矩阵

X ¬X

aP λ̃PP = ⟨µ(λPP), ν(λPP)⟩ λ̃PN = ⟨µ(λPN), ν(λPN)⟩

aB λ̃BP = ⟨µ(λBP), ν(λBP)⟩ λ̃BN = ⟨µ(λBN), ν(λBN)⟩

aN λ̃NP = ⟨µ(λNP), ν(λNP)⟩ λ̃NN = ⟨µ(λNN), ν(λNN)⟩
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其中

α =

log 1− µ(λBN)

1− µ(λPN)

/
log

(1− µ(λPP)

1− µ(λBP)
· 1− µ(λBN)

1− µ(λPN)

)
,

β =

log 1− µ(λNN)

1− µ(λBN)

/
log

(1− µ(λBP)

1− µ(λNP)
· 1− µ(λNN)

1− µ(λBN)

)
,

γ =

log 1− µ(λNN)

1− µ(λPN)

/
log

(1− µ(λPP)

1− µ(λNP)
· 1− µ(λNN)

1− µ(λPN)

)
.

由上面3条规则可知,正域、负域和边界域取决
于两个因素:一是条件概率P (X|[x])的定义,二是损
失函数 (阈值取决于损失函数).文献 [29-30]直接给
定了条件概率值和损失函数的取值,从而计算3个区
域.文献 [31-32]定义了 [x],从而可以客观计算条件概
率值.下面将文献 [31]中计算3个区域的方法运用到
本文的例子中,计算结果如表7所示.

表 7 传统方法不同参数下的三划分结果

α β 参数 POS BND NEG

λ̃PP = ⟨0.4, 0.5⟩, λ̃PN = ⟨0.6, 0.3⟩

0.51 0.39 λ̃BP = ⟨0.6, 0.3⟩, λ̃BN = ⟨0.5, 0.4⟩ {x1, x3, x4} {x2, x5, x7, x8} {x6}

λ̃NP = ⟨0.9, 0.1⟩, λ̃NN = ⟨0.3, 0.7⟩

λ̃PP = ⟨0.5, 0.4⟩, λ̃PN = ⟨0.6, 0.3⟩

0.51 0.45 λ̃BP = ⟨0.6, 0.3⟩, λ̃BN = ⟨0.5, 0.4⟩ {x1, x3, x4, x5, x6} ∅ {x2, x7, x8}

λ̃NP = ⟨0.7, 0.2⟩, λ̃NN = ⟨0.3, 0.6⟩

λ̃PP = ⟨0.2, 0.4⟩, λ̃PN = ⟨0.8, 0.1⟩

0.42 0.53 λ̃BP = ⟨0.3, 0.3⟩, λ̃BN = ⟨0.7, 0.2⟩ {x5, x6} {x1, x3, x4} {x2, x7, x8}

λ̃NP = ⟨0.8, 0.2⟩, λ̃NN = ⟨0.6, 0.4⟩

从表7中可以看出:当参数为 λ̃PP = ⟨0.2, 0.4⟩,
λ̃PN = ⟨0.8, 0.1⟩, λ̃BP = ⟨0.3, 0.3⟩, λ̃BN = ⟨0.7, 0.2⟩,
λ̃NP = ⟨0.8, 0.2⟩, λ̃NN = ⟨0.6, 0.4⟩时,划分结果与本
文的一致;但是如果参数改变,则结果也改变.即用传
统的基于贝叶斯最小风险决策原理给出阈值求解方

法的缺点是需要人为给定多个参数,主观性强且参数
选择缺乏解释.而本文所提出的基于最大加权信息
熵的阈值求解方法,一方面不需要确定参数,另一方
面也可以看作是对某种选择作出了客观解释.

4 结 论

本文将直觉模糊集与三支决策理论结合起来,提
出了直觉模糊信息系统上的三支决策模型.一方面,
所提出的新模型从理论上统一了各种双论域模型;
另一方面,文中提出了一种相对客观的阈值求解方
法.即先利用评价函数给论域中的对象排序,再用加
权信息熵度量三划分从而选出最优结果.新方法中
涉及两个关键要素:一是评价函数;二是划分测度.对
于评价函数而言,可以是相似度函数、包含度函数
等,这取决于具体问题.但一般而言,由具体问题构
造的评价函数具有一定的可解释性 (例如,文献 [18]
中构造了一种一般信息表上三支决策模型的评价函

数).至于划分测度,本文采用了新定义的加权熵.熵
是用来度量系统无序程度的量,如今熵被广泛用于不
确定性的度量.考虑到对象的评价值不同,本文改进

了Liang等[28]提出的知识划分测度—–信息熵,从而
提出了加权信息熵,并证明了知识划分越细,加权信
息熵越大.虽然评价函数和划分测度的设定也具有
主观性,但对具体问题而构造的评价函数和划分测度
往往具有较合理的解释.因此,相比于传统基于贝叶
斯最小风险决策原理的阈值求解方法中诸多参数的

随机选取,本文为三支决策理论提供了一种相对客观
的阈值求解方法.
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