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基于非光滑采样控制算法的二阶有向多智能体系统的一致性

都海波†, 陈维乐
(合肥工业大学电气与自动化工程学院，合肥 230009)

摘 要: 针对二阶有向多智能体系统的一致性问题,在连续时间域和离散时间域分别提出一种非光滑控制协
议.首先,提出一种连续时间非光滑一致性协议,通过李雅普诺夫理论和齐次系统理论,证明在无扰动情况下可以
实现智能体状态的有限时间一致,而在有扰动情况下智能体状态之间的误差将收敛到一个与控制参数和外部扰
动相关的范围内;然后,基于采样控制,提出离散非光滑一致性协议,进一步分析采样周期对智能体状态之间误差
的影响,并给出误差收敛区间与控制参数、外部扰动和采样周期关系的显性表达式;最后,通过仿真实例验证理论
的正确性和有效性.
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Consensus of second-order directed multi-agent system based on non-
smooth sampled-data control algorithm
DU Hai-bo†, CHEN Wei-le
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Abstract: A non-smooth control protocol is proposed in the continuous time domain and the discrete time domain
respectively for the consensus problem of second-order directed multi-agent systems. Firstly, a continuous-time non-
smooth consensus protocol is proposed. By the Lyapunov theory and homogeneous system theory, it is proved that the
finite time consensus of agents’ states can be achieved in the absence of external disturbance, and the errors between the
agents’ states will converge to a range related to the control parameters and external disturbance in the presence of external
disturbance. Then, based on sampled-data control, a discrete-time non-smooth consensus protocol is proposed, and the
influence of the sampling period on the errors between agents’ states is further analyzed, and the explicit expression of
the influence of external disturbance, control parameters and the sampling period on the errors of any two agents is given.
Finally, a simulation example is given to verify the correctness and effectiveness of the proposed theory.
Keywords: complex network；multi-agent systems；finite-time control；nonlinear control；sampled-data control

0 引 䀰

近些年来,多智能体的一致性问题在多个领域得
到了广泛的研究,如多移动机械手[1-4]、姿态同步[5-8]、

编队[9-14]、群集[5-18]等.所谓一致性指的是:在没有中
心协调控制或全局通信的情况下,任意两个智能体相
应状态 (如位置、速度、加速度等)的误差通过智能体
之间的局部相互作用收敛到0.此时称这种局部相互
作用为一致性协议.

考虑到二阶系统是许多机械系统的模型,如机器

人[19-20]、Buck变换器[21-22]等,研究二阶多智能体系统
的一致性具有重要意义.为了加快收敛速度和增强
抗干扰能力,一些学者引入了有限时间控制方法,主
要有齐次系统理论[23]、终端滑模控制[24]、加幂积分

法[25]3种方法,可以实现二阶多智能体系统的有限时
间一致性.其中,文献 [25]解决了无向连通拓扑下的
二阶多智能体系统一致性问题,但是对有向拓扑的问
题并未提及,这是本文要解决的关键问题之一.
此外,这 3种方法都是在连续时间域设计控制
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器.在实际应用中,越来越多的控制器采用采样控制
方法来实现[26-31].在文献 [29]中,针对二阶多智能体
系统的一致性问题,提出了一种周期间歇采样数据控
制策略,建立了耦合增益、通信宽度、采样周期和拉普
拉斯矩阵频谱的充要条件.文献 [30]研究了一般有
向通信图条件下具有速度和输入约束的二阶多智能

体系统的一致控制问题,并研究了在通信速率受限时
领导者-跟随者多智能体系统的情况.此外,文献 [31]
研究了由连续时间子系统和离散时间子系统组成的

具有切换动态的二阶多智能体系统的一致控制问题.
本文的主要贡献分为两个部分: 1)在文献 [25]的

基础上,进一步将加幂积分法引入有向通信拓扑下的
二阶多智能体系统; 2)基于采样控制方式,得到了对
应的离散一致性协议.在理论上,基于齐次系统理论
和李雅普诺夫函数理论,得到了任意两个智能体之间
误差收敛区间与控制参数、外部扰动和采样周期关

系的显性表达式.最后,通过仿真实例验证了所提理
论的有效性和正确性.

1 亴༷知䇶和问题描述

在本文中,P > 0表示矩阵P是对称正定矩阵.
令λmax(P )和λmin(P)分别代表P的最大特征值和最

小特征值.此外,令1 = [1, . . . , 1]T,0 = [0, . . . , 0]T.

1.1 图理论

多智能体系统一般采用图理论中有向图来描述

其通讯拓扑.具体地,对于无领导者多智能体系统,假
设有n个智能体,记为Γ = {1, 2, . . . , n},每个智能体
代表一个节点,其通信拓扑用下列有向图表示,G =

{V,E,A}.其中:V = {vi, i = 1, 2, . . . , n}是节点的
集合,E ⊆ V × V 是边的集合,A = [aij ] ∈ Rn×n

是邻接矩阵.如果 (vj , vi) ∈ E,则aij > 0,并称智
能体vj是智能体vi的一个邻居智能体;否则, aij =

0.智能体vi的所有邻居智能体的集合用Ni = {j :

(vj , vi) ∈ E}表示, vi的输出度定义为degout(vi) =

di =

n∑
j=1

aij =
∑
j∈Ni

aij .图G的度矩阵为D =

diag{d1, d2, . . . , dn}, Laplacian矩阵为L = D −A.图
G中从vi到vj的路径是由不同的顶点组成的序列,
以vi开始,以vj结束,每一步都包含在集合E中.如
果有向图G中每一对不同的顶点 vi和 vj之间都有

一条从vi到vj的路径,则称G是强连通的.此外,如果
AT = A,则称G(A)是无向图.如果每一对不同的顶
点vi和vj之间都有一条从vi到vj的路径,则称G是

连通的.

1.2 问题描述

本文研究下列具有外部干扰的二阶有向多智能

体系统:

ẋi = vi, v̇i = ui + di(t), i ∈ Γ = {1, 2, . . . , n}. (1)

其中:xi、vi和ui分别是第 i个智能体的位置、速度和

控制输入, di(t)是外部扰动,满足如下假设.
假设1 对于任意i ∈ Γ ,存在已知的常数 l使得

|di(t)| ⩽ l, ∀t ⩾ 0. (2)

考虑到在实际中,许多智能体只在采样时刻点发
送和接收信息,控制器通常是数字实现的,其中常见
的实现方式是使用零阶保持器

u(t) = u(tk), ∀t ∈ [tk, tk+1),

tk+1 = tk + T, k ∈ N = {0, 1, 2, . . .}.

其中: tk和 tk+1是采样时刻点,T是采样周期.基于
此,本文的最终目标是设计一个分布式采样控制器
u(tk),该控制器仅基于自身和邻居智能体的采样数
据信息,使所有智能体的状态达到一致.具体的设
计分为两步: 1)设计一种分布式连续时间控制器,
该控制器仅基于自身和邻居智能体的实时数据信

息; 2)使用零阶保持器,将分布式连续时间控制器离
散化,得到分布式采样控制器u(tk).

1.3 重要引理

引理1 [32] 考虑下列系统:

ẋ = f(x), f(0) = 0, x ∈ Rn, (3)

其中f(·) : Rn → Rn是一个连续函数.假设存在一个
正定连续函数V (x) : U → R,这里有实数c > 0,α ∈
(0, 1)和一个原点的开区域U0 ⊂ U使得 V̇ (x) +

c(V (x))α ⩽ 0, x ∈ U0\{0},那么V (x)将在有限时间

内收敛到0.此外,稳定时间T ⩽ V (x(0))1−α

c(1− α)
.

引理 2 [33] 如果 0 < p = p1/p2 ⩽ 1,其中
p1 > 0, p2 > 0是正奇数,则 |xp − yp| ⩽ 21−p|x− y|p.
引理3 如果p = p1/p2 ⩾ 1,其中p1 > 0, p2 > 0

是正奇数,则 |xp − yp| ⩾ 21−p|x− y|p.
引理4 [33] 对于任意c, d, γ > 0,x, y ∈ R,有

|x|c|y|d ⩽ c

c+ d
γ|x|c+d + d

c+ d
γ−c/d|y|c+d.

引理5 [34] 对于任何的xi ∈ R, p ∈ (0, 1],有( n∑
i=1

|xi|
)p

⩽
n∑
i=1

|xi|p ⩽ n1−p
( n∑
i=1

|xi|
)p
.

引理6 [35] 对于无向连通图G,其Laplacian矩阵
L有如下性质.对于任意 [x1, x2, . . . , xn]

T ∈ Rn,有
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xTLx =
1

2

n∑
i,j=1

aij(xi − xj)
2 =

1

2

n∑
i=1

∑
j∈Ni

aij(xi − xj)
2,

也就是说L是半正定的. 0是L的一个单特征值并且

1是对应的特征向量.假设L的特征值用 0, λ2, . . . ,

λn表示,那么0 ⩽ λ2 ⩽ . . . ⩽ λn.其中,第2个最
小的特征值λ2 > 0.此外, 1Tx = 0时,有xTLx ⩾
λ2x

Tx;对于所有的i ∈ Γ ,xTLx ⩽ λnx
Tx.

引理 7 [36] 假设有向图G(A)是强连通的,则
存在元素全为正数的列向量w使得wTL(A) =

0T.此外,无向连通图(diag(w)A + ATdiag(w))/2的

Laplacian矩阵是(diag(w)L(A) + L(A)Tdiag(w))/2,
它是半正定的, 0是它的代数简单特征值, 1是对应的
特征向量.

引理8 [36] 假设有向图G(A)有一棵生成树,L
是其Laplacian矩阵,那么0是L的代数单特征值, 1是
对应的特征向量,其他特征值都有正实部.

2 主要结果

2.1 连续时间非光滑一致性协议

定理1 对于无领导者多智能体系统 (1),在假设
1前提下,如果有向图G是强连通的,且控制输入ui设

计为

ui(t) = − k1

{
v

1
1+τ

i + k
1

1+τ

2

[ ∑
j∈Ni

aij(xi − xj)
]}1+2τ

,

i ∈ Γ. (4)

其中

k2 ⩾ 2−τ (γ2 + nγ3) + γ4 + nγ5 + k3
2γ1

, k3 > 0,

k1 ⩾

2−τk
1+ 1

1+τ

2

[
(γ4 + nγ5)

(1
2
+

2−τ

k2

)
+
γ2 + nγ3
21+τ

+ k3

]
,

γ1 = min
ψ∈Π0

ψTBψ, γ2 = max
∀i∈Γ

{
wi

∑
j∈Ni

aij

}
,

γ3 = max
∀i,j∈Γ

{wiaij}, γ4 = max
∀i∈Γ

{ ∑
j∈Ni

aij

}
,

γ5 = max
∀i,j∈Γ

{aij}, w = [w1, w2, . . . , wn]
T,

−1/2 < τ = −q/p < 0, q是偶数, p是奇数.
1)如果di(t) = 0,∀i ∈ Γ ,则所有智能体的状态

在有限的时间内达成一致.
2)如果di(t) ̸= 0, ∃i ∈ Γ ,则所有智能体的状态

误差都将在有限时间内收敛到区域

Ω1 =
{
(xT, vT)

∣∣∣|xi − xj | ⩽ c1

( 21+τ l

k
1+ 1

1+τ

2 k3

) 1
1+2τ

,

|vi − vj | ⩽ c2

( 21+τ l

k
1+ 1

1+τ

2 k3

) 1+τ
1+2τ

}
, (5)

其中c1和c2是一些常数.
证明 由引理7可知,存在一个正列向量w =

[w1, w2, . . . , wn]
T使得

wTL(A) = 0T. (6)

构造Lyapunov函数

V = V0 +

n∑
i=1

Vi. (7)

其中

V0 =

n∑
i=1

wi
2 + τ

|qi|2+τ ;

q = [q1, q2, . . . , qn]
T;

Vi =
1

2−τk
1+ 1

1+τ

2

w vi

v∗i
(s

1
1+τ − v∗i

1
1+τ )ds, i ∈ Γ ;

qi =
∑
j∈Ni

aij(xi − xj);

v∗i = −k2q1+τi . (8)

首先,V0沿系统(1)轨迹的导数为

V̇0 =
n∑
i=1

wiq
1+τ
i q̇i =

n∑
i=1

wiq
1+τ
i

n∑
j=1

aij(vi − vj) =

n∑
i=1

wiq
1+τ
i

n∑
j=1

aij(v
∗
i − v∗j )+

n∑
i=1

wiq
1+τ
i

n∑
j=1

aij [(vi − v∗i ) + (vj − v∗j )]. (9)

令 q1+τ = [q1+τ1 , q1+τ2 , . . . , q1+τn ]T, (qT)1+τ =

(q1+τ )T.对于式(9)中的第1项,有
n∑
i=1

wiq
1+τ
i

n∑
j=1

aij(v
∗
i − v∗j ) =

− k2

n∑
i=1

wiq
1+τ
i

n∑
j=1

aij(q
1+τ
i − q1+τj ) =

− k2(q
T)1+τdiag(w)L(A)q1+τ =

− k2(q
T)1+τBq1+τ , (10)

其中B =
1

2
(diag(w)L(A) + L(A)Tdiag(w)).

对式 (10)的估计参考了文献 [37]中的处理方
式.令Π = {χ : χ1, χ2, . . . , χn},其中的非零项符
号不完全相同,Π0 = Π

∩
{χTχ = 1}.显然,Π0是有
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界闭集,即一个紧集.令ψ ∈ Π0,那么ψ /∈ span(1),并
通过引理7可知,ψTBψ > 0.考虑到函数ψTBψ是连

续的,并且Π0是紧集,ψTBψ必然有一个大于0的下
界,即存在一个正常数

γ1 = min
ψ∈Π0

ψTBψ > 0. (11)

注意到q = L(A)x,那么wTq = wTL(A)x = 0,这意
味着q /∈ span(1) and q ∈ Π .因此有

(qT)1+τBq1+τ

(qT)1+τq1+τ
=

(qT)1+τ√
(qT)1+τq1+τ

B
q1+τ√

(qT)1+τq1+τ
⩾ γ1. (12)

式 (12)是在
q1+τ√

(qT)1+τq1+τ
∈ Π0和q ̸= 0前提下得

到的.
进一步,无论q是否等于0,下式成立:

(qT)1+τBq1+τ ⩾ γ1(q
T)1+τq1+τ . (13)

因此,结合式(10),有
n∑
i=1

wiq
1+τ
i

n∑
j=1

aij(v
∗
i − v∗j ) = −k2(qT)1+τBq1+τ ⩽

− k2γ1(q
T)1+τq1+τ = −k2γ1

n∑
i=1

|qi|2+2τ . (14)

接下来,令 ξi = v
1

1+τ

i − (v∗i )
1

1+τ = v
1

1+τ

i + k
1

1+τ

2 qi.对
于式(9)中的第2项,由引理2和引理4可知
n∑
i=1

wiq
1+τ
i

n∑
j=1

aij [(vi − v∗i ) + (vj − v∗j )] ⩽

n∑
i=1

γ2|qi|1+τ |vi−v∗i |+
n∑
i=1

n∑
m=1

γ3|qi|1+τ |vm − v∗m| ⩽

n∑
i=1

γ22
−τ |qi|1+τ |ξi|1+τ+

n∑
i=1

n∑
m=1

γ32
−τ |qi|1+τ |ξm|1+τ ⩽

n∑
i=1

γ22
−τ

(1
2
|qi|2+2τ +

1

2
|ξi|2+2τ

)
+

n∑
i=1

n∑
m=1

γ32
−τ

( 1

2
|qi|2+2τ +

1

2
|ξm|2+2τ

)
=

γ2 + nγ3
21+τ

( n∑
i=1

|qi|2+2τ +

n∑
i=1

|ξi|2+2τ
)
. (15)

其次,给出Vi沿着系统(1)的导数

V̇i =

1

2−τk
1+ 1

1+τ

2

ξi(ui + di)−
vi − v∗i

2−τk
1+ 1

1+τ

2

d(v∗i
1

1+τ )

dt =

ξi(ui + di)

2−τk
1+ 1

1+τ

2

+
vi − v∗i
2−τk2

n∑
j=1

aij(vi − vj). (16)

对于式(16)的第2项,由引理2得
vi − v∗i
2−τk2

n∑
j=1

aij(vi − vj) ⩽

|vi − v∗i |
2−τk2

∣∣∣ n∑
j=1

aij(vi − vj)
∣∣∣ ⩽

1

k2
|ξi|1+τ

(
γ4|vi|+ γ5

n∑
m=1

|vm|
)
. (17)

由引理2和引理4可得

|ξi|1+τ |vm| ⩽

|ξi|1+τ |vm − v∗m|+ |ξi|1+τ |v∗m| ⩽

2−τ |ξi|1+τ |ξm|1+τ + k2|ξi|1+τ |qm|1+τ ⩽
1 + 2τk2
21+τ

|ξi|2+2τ +
|ξm|2+2τ

21+τ
+
k2
2
|qm|2+2τ . (18)

将不等式(18)和(17)代入(16)中,发现

V̇i ⩽
ξi(ui + di)

2−τk
1+ 1

1+τ

2

+
|ξi|2+2τ

k2

(1 + 2τk2)(γ4 + nγ5) + γ4
21+τ

+

γ4
2
|qi|2+2τ +

γ5
21+τk2

n∑
m=1

|ξm|2+2τ +
γ5
2

n∑
m=1

|qm|2+2τ .

(19)

然后,结合式(7), (9), (14), (15)和(19),得到

V̇ ⩽

−
(
k2γ1−

2−τ (γ2 + nγ3) + γ4 + nγ5
2

) n∑
i=1

|qi|2+2τ−

(
(γ4 + nγ5)

(1
2
+

2−τ

k2

)
+
γ2 + nγ3
21+τ

) n∑
i=1

|ξi|2+2τ+

n∑
i=1

ξi(ui + di)

2−τk
1+ 1

1+τ

2

. (20)

将式(20)代入定理1中的控制律(4),得到

V̇ ⩽ − k3
2

n∑
i=1

|qi|2+2τ − k3

n∑
i=1

|ξi|2+2τ+

n∑
i=1

|ξi|l

2−τk
1+ 1

1+τ

2

. (21)

令h = 21+τ l/[k
1+ 1

1+τ

2 k3],对于式 (21)中的最后1项,
结合引理4,有

|ξi|l

2−τk
1+ 1

1+τ

2

=
k3
2
|ξi|(h

1
1+2τ )1+2τ ⩽

k3
2

1

2 + 2τ
|ξi|2+2τ +

k3
2

1 + 2τ

2 + 2τ
h

2+2τ
1+2τ ⩽

k3
2
|ξi|2+2τ +

k3
2

1 + 2τ

2 + 2τ
h

2+2τ
1+2τ . (22)
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根据不等式(22),得到

V̇ ⩽ − k3
2

( n∑
i=1

|qi|2+2τ +
n∑
i=1

|ξi|2+2τ
)
+

k3
2

(1 + 2τ)n

2 + 2τ
h

2+2τ
1+2τ . (23)

另一方面,由引理2和引理7可知

V =

n∑
i=1

wi
2 + τ

|qi|2+τ+

1

2−τk
1+ 1

1+τ

2

w vi

v∗i
(s

1
1+τ −v∗i

1
1+τ )ds=

n∑
i=1

wi
2 + τ

|qi|2+τ +
1

2−τk
1+ 1

1+τ

2

|vi − v∗i ||ξi| ⩽

n∑
i=1

wi
2 + τ

|qi|2+τ +
|ξi|2+τ

k
1+ 1

1+τ

2

⩽

γ6

( n∑
i=1

|qi|2+τ +
n∑
i=1

|ξi|2+τ
)
, (24)

其中γ6 = max
i∈Γ

{ wi
2 + τ

,
1

k
1+ 1

1+τ

2

}
.

根据不等式(24),由引理5得到( V
γ6

) 2+2τ
2+τ ⩽

( n∑
i=1

|qi|2+τ +
n∑
i=1

|ξi|2+τ
) 2+2τ

2+τ ⩽

n∑
i=1

|qi|2+2τ +

n∑
i=1

|ξi|2+2τ . (25)

将不等式(25)代入(23)后,有

V̇ ⩽ −k3
2

( V
γ6

) 2+2τ
2+τ

+
k3
2

(1 + 2τ)n

2 + 2τ
h

2+2τ
1+2τ . (26)

根据不等式 (26),当di(t) = 0, ∀i ∈ Γ时,h = 0,则
V 会在有限的时间内收敛到0,这意味着所有智能体
的状态将在有限的时间内达成一致.而当 di(t) ̸=
0, ∃i ∈ Γ时,所有智能体的状态误差将在有限时间
内收敛到区域

Ω2 = {(xT, vT)|V ⩽ γ7h
2+τ
1+2τ }, (27)

其中γ7 = γ6

(1 + 2τ

1 + τ
n
) 2+τ

2+2τ

.

假设系统初始状态误差在Ω2外,即 V (0) >

γ7h
2+τ
1+2τ ,则当系统状态误差在Ω2外时,结合式(26)可

知

V̇ ⩽ −k3
4

( V
γ6

) 2+2τ
2+τ

= −k3
4
γ6

− 2+2τ
2+τ V

2+2τ
2+τ . (28)

由引理1可知,所有智能体的状态误差将在有限时间
收敛到Ω2,且有限收敛时间为

T1 =
γ6

2+2τ
2+τ V (0)

−2τ
2+τ

k3
4

−2τ

2 + τ

.

基于式 (27),接下来将估计任意两个智能体状态
之间的误差.令 |qi,m| = max

i∈Γ
{|qi|}, qi见式 (8),那么

由式(7)和(27)可知

|qi,m| ⩽
(2 + τ

wi,m

) 1
2+τ

V
1

2+τ

0 ⩽(2 + τ

wi,m

) 1
2+τ

V
1

2+τ ⩽ γ8h
1

1+2τ , (29)

其中γ8 =
(2 + τ

wi,m
γ7

) 1
2+τ

.

注意到 q = L(A)x,对该式进行初等行变换,由
引理8可知,最终形式有

xn−1 − xn =
n−1∑
j=1

βn−1,jqj , (30)

其中βn−1,j是常数.进一步,结合式(29),有

|xn−1 − xn| ⩽
n−1∑
j=1

|βn−1,j ||qi,m| ⩽

n−1∑
j=1

|βn−1,j |γ8h
1

1+2τ . (31)

考虑在任意i, j ∈ Γ情况下,对 |xi − xj |进行估计.由
于智能体彼此地位相同,只需要重新编号,便可以得
到类似的结论,因此有

|xi − xj | ⩽ c1h
1

1+2τ , (32)

其中c1是一个正的常数.另一方面,由引理3得到

|s 1
1+τ − v∗i

1
1+τ | ⩾ 21−

1
1+τ |s− v∗i |

1
1+τ . (33)

因此,当vi ⩾ v∗i 时,有

Vi =
1

2−τk
1+ 1

1+τ

2

w vi

v∗i
(s

1
1+τ − v∗i

1
1+τ )ds ⩾

21−
1

1+τ

2−τk
1+ 1

1+τ

2

w vi

v∗i
(s− v∗i )

1
1+τ ds =

21−
1

1+τ (2 + τ)

21−τ (1 + τ)k
1+ 1

1+τ

2

(vi − v∗i )
2+τ
1+τ . (34)

当vi ⩽ v∗i 时,类似地,可以得到式 (34),故省略.基于
式(34),得到

|vi − v∗i | ⩽
( 21−

1
1+τ (2 + τ)

21−τ (1 + τ)k
1+ 1

1+τ

2

)− 1+τ
2+τ

V
1+τ
2+τ

i =

γ9V
1+τ
2+τ

i ⩽ γ9V
1+τ
2+τ . (35)

结合不等式(35)以及(29),有

|vi| ⩽ |vi − v∗i |+ |v∗i | ⩽

γ9V
1+τ
2+τ + k2|qi|1+τ ⩽

γ9V
1+τ
2+τ + k2

(2 + τ

wi,m

) 1+τ
2+τ

V
1+τ
2+τ ⩽



2902 控 制 与 决 策 第37卷

γ10V
1+τ
2+τ ⩽ γ10γ

1+τ
2+τ

7 h
1+τ
1+2τ . (36)

所以

|vi − vj | ⩽ |vi|+ |vj | ⩽ 2γ10γ
1+τ
2+τ

7 h
1+τ
1+2τ = c2h

1+τ
1+2τ .

(37)

最后,将 h = 21+τ l/[k
1+ 1

1+τ

2 k3]代入式 (32)和
(37),式(5)得证. 2
2.2 离散时间非光滑一致性协议

如果连续时间一致性协议以采样控制的形式实

现,则可以得到如下离散时间一致性协议:

ui(t) = ui(tk) =

− k1

{
v

1
1+τ

i (tk)+

k
1

1+τ

2

( ∑
j∈Ni

aij(xi(tk)− xj(tk)
)}1+2τ

,

∀t ∈ [tk, tk+1), i ∈ Γ. (38)

其中k1, k2与定理1中相同.
定理2 对于有向多智能体系统 (1),在假设1前

提下,如果有向图G是强连通的,并且控制输入ui设

计如式 (38),则所有系统的状态误差都将最终收敛到
区域

Ω3 ={
(xT, vT)

∣∣∣|xi − xj | ⩽ m3, |vi − vj | ⩽ m4,

m3 = max
{
c3T

− 1
τ , c4

( 21+τ l

k
1+ 1

1+τ

2 k3

) 1
1+2τ

}
,

m4 = max
{
c5T

− 1+τ
τ , c6

( 21+τ l

k
1+ 1

1+τ

2 k3

) 1+τ
1+2τ

}}
, (39)

其中c3, c4, c5, c6是一些常数.
证明 使用与式 (7)相同的Lyapunov函数,结合

式(23),有

V̇ ⩽

− k3
2

( n∑
i=1

|qi|2+2τ +

n∑
i=1

|ξi|2+2τ
)
+

k3
2

(1 + 2τ)n

2 + 2τ
h

2+2τ
1+2τ +

n∑
i=1

|ξi||ui − ui(tk)|

2−τk
1+ 1

1+τ

2

. (40)

首先,基于引理2,有

|ui − ui(tk)| = k1|ξ1+2τ
i − ξ1+2τ

i (tk)| ⩽

k12
−2τ |ξi − ξi(tk)|1+2τ . (41)

注意到

|ξi − ξi(tk)| =
∣∣∣ w t

tk
ξ̇i(t)dt

∣∣∣ ⩽ w t

tk
|ξ̇i(t)|dt. (42)

因此,对 |ξ̇i(t)|的估计将是证明的关键所在.

|ξ̇i(t)| =∣∣∣ 1

1 + τ
v

1
1+τ −1

i v̇i + k
1

1+τ

2 q̇i

∣∣∣ ⩽∣∣∣ 1

1 + τ
v

1
1+τ −1

i (−k1ξ1+2τ
i (tk) + di)

∣∣∣+
k

1
1+τ

2

∣∣∣ n∑
j=1

aij(vi − vj)
∣∣∣ ⩽

k1
1 + τ

|vi|
−τ
1+τ |ξi(tk)|1+2τ +

k
1+ 1

1+τ

2 k3
(1 + τ)21+τ

|vi|
−τ
1+τ h+

k
1

1+τ

2

(
γ4|vi|+ γ5

n∑
m=1

|vm|
)
. (43)

由式(29)和(36)可知

|ξi| = |v
1

1+τ

i + k
1

1+τ

2 qi| ⩽ |vi|
1

1+τ + k
1

1+τ

2 |qi| ⩽

γ
1

1+τ

10 V
1

2+τ + k
1

1+τ

2

(2 + τ

wi,m

) 1
2+τ

V
1

2+τ = γ11V
1

2+τ .

(44)

令Vmax(t) = max
u∈[tk,t]

V (u).基于引理4、式 (36)和

(44),必然存在常数γ12和γ13使得

|ξ̇i| ⩽ γ12V
1+τ
2+τ

max + γ13h
1+τ
1+2τ . (45)

进一步,结合式(42)可得

|ξi − ξi(tk)| ⩽ γ12TV
1+τ
2+τ

max + γ13Th
1+τ
1+2τ . (46)

根据不等式 (46)、(42)和引理4,必存在一个正的常数
γ14使得

|ξi||ui − ui(tk)|

2−τk
1+ 1

1+τ

2

⩽

2−τk1

k
1+ 1

1+τ

2

|ξi||ξi − ξi(tk)|1+2τ ⩽

k3
4
|ξi|2+2τ + γ14|ξi − ξi(tk)|2+2τ ⩽

k3
4
|ξi|2+2τ + γ14γ

2+2τ
12 T 2+2τV

(1+τ)(2+2τ)
2+τ

max +

γ14γ
2+2τ
13 T 2+2τh

(1+τ)(2+2τ)
1+2τ . (47)

将式(47)代入(40),有

V̇ ⩽

− k3
4

( n∑
i=1

|qi|2+2τ +

n∑
i=1

|ξi|2+2τ
)
+

k3
2

(1 + 2τ)n

2 + 2τ
h

2+2τ
1+2τ + γ15T

2+2τV
(1+τ)(2+2τ)

2+τ
max +

γ16T
2+2τh

(1 + τ)(2 + 2τ)

1 + 2τ . (48)
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其中: γ15 = nγ14γ
2+2τ
12 , γ16 = nγ14γ

2+2τ
13 .进一步,由

式(25)可得

V̇ ⩽

− k3
4

( V
γ6

) 2+2τ
2+τ

+
k3
2

(1 + 2τ)n

2 + 2τ
h

2+2τ
1+2τ +

γ15T
2+2τV

(1+τ)(2+2τ)
2+τ

max + γ16T
2+2τh

(1+τ)(2+2τ)
1+2τ . (49)

定义集合

Ω4 = {(xT, vT)|V ⩽ max{γ17T− 2+τ
τ , γ18h

2+τ
1+2τ }},

(50)

其中

γ17 =

max
{(
γ

2+2τ
2+τ

6

16γ15
k3

)− 2+τ
τ(2+2τ)

,
(
γ

2+2τ
2+τ

6

16γ16
k3

)− 2+τ
τ(2+2τ)

}
,

γ18 = max
{
γ6

(8n(1 + 2τ)

2 + 2τ

) 2+τ
2+2τ

, 1
}
. (51)

如果系统的状态不在区域内,则

V > γ17T
− 2

τ , V > γ18

(2h
k3

) 2
1+2τ

,

这意味着

V̇ ⩽ −2γ15T
2+τV

(1+τ)(2+τ)
2 + γ15T

2+τV
(1+τ)(2+τ)

2max (t).

(52)

通过这个关系,可以通过反证法证明

max
∀τ∈[tk,tk+1]

V (τ) = V (tk). (53)

假设在时间间隔 [tk, tk+1]中有一个时刻点 t∗使

得V (t∗) > V (tk).注意到

V̇ (tk) ⩽ −γ15T 2+τV
(1+τ)(2+τ)

2 (tk) < 0,

那么V (t)将在 tk开始一段时间内减小.因此存在时
刻点t∗∗ ∈ [tk, t

∗]使得:
1)V (t∗∗) = V (tk);
2) V̇ (t∗∗) > 0;
3)V (t) ⩽ V (tk), ∀t ∈ [tk, t

∗∗].
考虑1)和3),结合式(52)可知

V̇ (t∗∗) ⩽ −γ15T 2+τV
(1+τ)(2+τ)

2 (t∗∗) < 0,

这与2)矛盾.所以,式 (53)得证.进一步,将式 (53)代
入(52)可得

V̇ ⩽

− 2γ15T
2+τV

(1+τ)(2+τ)
2 (t) + γ15T

2+τV
(1+τ)(2+τ)

2 (tk).

(54)

显然,∀t ∈ [tk, tk+1),V (t)总存在两种情况: 1)V (t) >

0.5V (tk); 2)V (t) ⩽ 0.5V (tk).第1种情况总是存在并

首先出现,也就是说,在V (t) ⩽ 0.5V (tk)之前,有

V̇ ⩽ −(2− 2
(1+τ)(2+τ)

2 )γ15T
2+τV

(1+τ)(2+τ)
2 (t). (55)

不管第2种情况是否发生,如下不等式总是成立的:

V (tk+1) ⩽ γ19V (tk), (56)

其中0 < γ19 < 1.因此,V (tk)将收敛到Ω4.
在此基础上,后面的分析类似于连续时间情况,

系统状态误差最终将收敛到区域Ω3. 2
注1 当τ = 0时,非光滑一致性协议 (38)将转

变为光滑一致性协议

ui(t) = ui(tk) =

− r1vi(tk)− r1r2

[ ∑
j∈Ni

aij
(
xi(tk)− xj(tk)

)]
,

∀t ∈ [tk, tk+1), i ∈ Γ, (57)

其中

r2 ⩾ (γ2 + nγ3) + γ4 + nγ5 + r3
2γ1

, r3 > 0;

r1 ⩾ r2

[
(γ4 + nγ5)

(1
2
+

1

r2

)
+
γ2 + nγ3

2
+ r3

]
.

通过类似的证明,很容易知道所有智能体的状态误差
都收敛到区域

Ω5 =
{
(xT, vT)

∣∣∣ |xi − xj | ⩽ m3, |vi − vj | ⩽ m4,

m3 = c4

( 2l

r22r3

)
, m4 = c6

( 2l

r22r3

)}
, (58)

其中c4, c6是一些常数.
注2 当τ = 0时,即在光滑一致性协议下,考虑

一种特殊情况,
n∑
i=1

qi = 0,则

1Tq = 1TLx = 0, ∀x ∈ Rn.

由于x的任意性,有1TL = 0,此时w可以取1.进一
步,结合引理6,式(13)变为

qTBq ⩾ λ2(B)qTq,

其中B = (LT + L)/2.也就是说,注1中的γ1可用

λ2(B)代替.
注3 定理2和注1通过严格的数学证明,给出了

系统稳态误差与控制参数之间的显式关系.为了提
高系统的抗干扰性能,在光滑一致协议 (57)的作用
下,控制参数需要非常大,以确保稳定误差足够小.然
而,在实际中, k2, r2和k3, r3不能过大.此时,由于附
加参数 τ ,在k2和k3无法无限增加的情况下,调节 τ

便能显著提高系统鲁棒性.具体地,可以选择k2和k3

使得0 < 21+τ l/k
1+ 1

1+τ

2 k3 < 1,并且选择 τ接近于

−1/2,则Ω1和Ω3中的1/(1 + 2τ)将远大于1,进一步
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有(21+τ l/k
1+ 1

1+τ

2 k3)
1

1+2τ ≪ 2l/r22r3.此外,在实际中,
采样周期T一般非常小 (连续的情况可以看作T =

0),这意味着m3 ≪ m3和m4 ≪ m4.也就是说,Ω3的

范围远远小于Ω5的范围,这表明非光滑一致性协议
比一般光滑一致性协议具有更好的抗干扰能力.

3 仿真实例

考虑含有4个智能体的多智能体系统 (1),智能
体之间的信息交换如图1所示.采样周期选择T =

1
0 05.

2 3

4

0 05.
0 05.

0 05.

图 1 有向多智能体系统通讯拓扑图
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图 2 非光滑协议下的系统响应

0.01 s.初始条件:x(0) = [0, 1, 3, 2]T, v(0) = [−1, 2,

−1,−1]T.外部扰动: d1(t) = 0.9 sin(8t − 1), d2(t)

= −0.5 cos(2t) + 0.5 cos(1.8t), d3(t) = 0.6 sin t +

0.7 cos t, d4(t) = 0.2 cos(11t− 4),所以 l = 1.
为了对比的公平性,非光滑控制器增益与光滑控

制器增益取值相同,具体地,取k1 = r1 = 16, k2 =

r2 = 3.此外,非光滑协议的附加参数取τ = −2/9.
两种协议下的闭环系统的响应曲线分别如图2和图3
所示,其中, (a)和 (c)分别是 4个智能体的位置和速
度, (b)和 (d)分别是 (a)和 (c)的局部放大后的示意
图.为了对比明显,图2和图3对应的子图坐标范围
大致相同.显然,由图2和图3可以看出,非光滑协议
(38)比光滑协议 (57)具有更快的收敛速度和更好的
抗干扰性能.
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图 3 光滑协议下的系统响应
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4 结 论

针对二阶有向多智能体系统的一致性问题,本文
设计了连续非光滑控制协议和离散非光滑控制协议,
后者在前者的基础上并结合采样控制得到.通过严
格的理论证明,在连续且无外部扰动时,可以实现系
统状态的有限时间一致.而在外部扰动存在或是采
样控制下,系统任意两个智能体状态的误差将收敛到
一个区域,该区域的范围受控制参数、外部扰动和采
样周期影响.本文给出了这种关系的显性表达式,说
明非光滑一致性协议相比光滑一致性协议具有更强

的鲁棒性.此外,仿真实例进一步验证了所提理论的
正确性.
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