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非结构化环境中基于拓扑约束的地面

无人驾驶路径规划算法

刘东升, 王俊生†

(东北大学信息科学与工程学院，沈阳 110004)

摘 要: 针对非结构化环境地面无人驾驶路径规划过程中路径避障以及多车路径冲突的难题,通过同调以及de
Rham上同调对环境中障碍物拓扑信息的精确描述,提出一种拓扑约束下基于A*算法且用时更短的路径规划算
法.该算法可实现非结构化环境中多无人车全局路径的拓扑分类,从而为多车的协同规划提供一种新的研究思
路.此外,结合C-空间动态广义Voronoi图 (GVD)的路径拓扑分离特性,提出一种拓扑约束下可用于多无人车全局
路径规划的高效算法—– C-空间-GVD-hS增广A*算法.最后,通过Gazebo仿真平台模拟的具有多障碍物以及狭
窄区域的非结构化环境,验证所提出方法的有效性以及与现有方法相比的优越性.
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Path planning algorithm for ground unmanned vehicles based on
topological constraints in unstructured environments
LIU Dong-sheng, WANG Jun-sheng†

(College of Information Science and Engineering，Northeastern University，Shenyang 110004，China)

Abstract: In allusion to the research problems of path avoidance and multi-vehicles path conflicts during the path planning
process of ground unmanned driving in unstructured environments, a shorter time-consuming path planning algorithm
based on the A* algorithm under topology constraints is proposed by using homology and de Rham cohomology to
accurately describe the topological information of obstacles. The algorithm realizes the topological classification of the
global paths of multi-vehicles in unstructured environments, thereby providing a new research idea for the collaborative
planning of multiple ground unmanned vehicles. Furthermore, combined with the topological separation characteristics
of paths on the C-space dynamic generalized Voronoi diagram (GVD), an efficient algorithm called C-space-GVD-hS

augmented A* algorithm for global path planning of multi-vehicles under topological constraints is proposed. Finally, the
unstructured environment with multiple obstacles and narrow areas simulated by the Gazebo simulation platform verifies
the effectiveness of the proposed method and its superiority compared with the existing methods.
Keywords: path planning；de Rham cohomology；topological constraints；generalized Voronoi diagram；C-space-
GVD-hS augmented A* algorithm

0 引 䀰

近年来,对于存在障碍物栅格图上任两点间无人
驾驶的最短路径规划方法,人们相继提出了一些针
对车体运动学约束的改进型图搜索算法.文献 [1]利
用Dubins曲线和Reeds-Shepp曲线完成非结构化环

境中非完整约束下的路径规划;文献 [2]针对经常出
现不确定障碍物的情形给出一种基于A*算法的快
速响应算法;文献 [3]提出一种用于处理复杂环境中
机器人导航和移动的新型分层路径规划方法;文献
[4]给出一种利用先验信息对障碍物进行预测和估计
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的规划算法.另一方面,文献 [5]首次结合A*搜索及
优化方法提出了Hybrid A*算法,并在DARPA挑战赛
中表现优异.此外,文献 [6]基于Rips-复形及Dijkstra
算法提出了Basic S*算法,可生成几何上的最短路
径.关于具有拓扑分离特性的路径规划方法亦有较
多研究.文献 [7]给出一种海面无人舰艇在复杂多狭
窄水域环境中基于Voronoi图的快速动态路径规划
算法,其在动态避障上有着较好的效果;文献 [8]提出
了一种使用基于GVD上并行稀疏算法的路径规划算
法,利用Voronoi图上路径的拓扑稀疏分离特性,实现
了多机器人在交通拥堵时协同规划的目的.此外,针
对Voronoi图上存在的路径安全隐患问题,文献 [9]提
出了一种基于形态扩张Voronoi道路图 (MVDRM)的
路径规划方法,该方法在应对复杂环境中移动机器人
路径安全性低以及时间和空间计算复杂度高的问题

上均有较好的表现.针对多无人车协同规划问题,文
献 [10]提出了一种基于质心Voronoi图 (CVT)上机器
人集群自组织路径规划的智能控制算法;文献 [11]在
事件触发决策与控制体系结构中,研究了如何通过分
布式优化团队代价函数来实现动态编队问题;文献
[12]针对一般线性多智能体系统的一致性问题,提出
了一种减少智能体间不必要的数据交换以及降低执

行器更新频率的新型分布式事件触发通信机制;文
献 [13]通过基于自适应事件触发观测器的分布式控
制,解决了多智能体系统实际中的主从问题,并避免
了多智能体之间不必要的信息传输,减小了通信网络
的延迟.

综合图搜索算法的最优性以及基于几何、拓扑

约束和优化的规划方法满足车体非完整约束的特点,
本文针对非结构化环境中无人驾驶路径规划的常见

问题,基于de Rham上同调的相关定理及推论,应用路
径拓扑分类不变量和动态GVD上路径的拓扑分离特
性,提出一种拓扑约束下具有先验信息且满足车体非
完整约束的高效实时全局最短路径规划算法.最后,
通过双车在同一或不同拓扑分类约束下的规划以及

在栅格图上A*算法的仿真分析对比,验证所提出的
C-空间-GVD-hS增广A*算法的有效性及优越性.

1 算法流程

本文算法流程如图 1所示.其中:图 1(a)用于生
成多条隶属于不同拓扑分类的全局规划路径,图1(b)
用于生成隶属于特定拓扑分类的单条路径.算法根据
起始与终止点是否位于广义Voronoi图上决定二值
栅格图上和Voronoi图上的A*搜索 (虚线区域)以及
单纯Voronoi图上的A*搜索(点划线区域).
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2 理论推导

2.1 空间中连续与离散的内蕴等价

本节通过奇异同调和单纯同调的同构,建立空间
中连续与离散的内蕴等价联系,由此表明无向图上路
径拓扑分类不变量计算的合理性.

定义1 对于所有的n ⩾ 0,拓扑空间X上的n阶

奇异同调定义为如下关于复形Cn(X)和边界算子∂

的商群[14]:

Hn(X) =
Ker{∂n : Cn(X) → Cn−1(X)}
Im{∂n+1 : Cn+1(X) → Cn(X)}

. (1)

其中: Ker ∂n : = {a ∈ Cn(X)|∂na = 0}, Im ∂n+1 : =

{∂n+1b = c|b ∈ Cn+1(X), c ∈ Cn(X)}.可通过类似
方式定义单纯同调H∆

n (X).
同调理论表明,拓扑空间中由障碍物表示的

“洞”可通过非边界的环z进行表示.对应于式 (1),由
于 ∂n+1 ◦ ∂n = 0,所有的链 b ∈ Cn+1(X)必属于

Ker ∂n,但并非所有的a ∈ Cn(X)都在 Im ∂n+1内.依
据空间中障碍物的个数,可将对应拓扑空间划分为单
连通及多连通空间,称障碍物个数小于1的情形为单
连通空间,其余情况称为多连通空间.当可三角剖分
空间上的复形Cn(X)无法表示为任两个子复形的非

交并Ci
n(X)

⨿
Cj

n(X)时,称此空间连通.多连通拓
扑空间上的同调由如下定理所述的同调基本同构给

出,从而可将单连通情形下的路径拓扑分类不变量扩
展到多连通情形.
定理 1 若多连通复形Cn(X)由连通子复形

Ci
n(X)构成,则复形Cn(X)及其子复形Ci

n(X)的同

调满足Hn

(⨿
i

X
)
=

p⊕
i=1

Hi
n(X).

由于无人车路径规划空间必定可三角剖分,有如
下定理所示的单纯同调与奇异同调同构.
定理2 对于所有的n，有H∆

n (X) ∼= Hn(X)[14].

2.2 路径拓扑分类不变量的积分表示

现引入流形用以表征特定拓扑空间.流形局部
同胚于欧氏空间,即若p ∈ X为拓扑空间X上一点,
则存在该点的邻域U使得同胚φ : U → Rm,m ⩾ 0

成立,称对应于m的最小值为流形X的维度.基于形
式的线性空间Ωn(X)以及外微分算子d : Ωn(X) →
Ωn+1(X),有如下de Rham上同调定义[15]:

Hn
dR(X) =

Ker{dn : Ωn(X) → Ωn+1(X)}
Im{dn−1 : Ωn−1(X) → Ωn(X)}

, (2)

其中,称Ker(dn)和Im(dn−1)中的形式分别为闭形式

及恰当形式.定理7和定理8指出,非恰当的闭形式将
用来等价刻画拓扑空间中的“洞”.类比于定理1,便
可得到如下定理所述的de Rham上同调基本同构.

定理3 若{Xj}为光滑流形X的一个有限集,
则X可由非交并X =

⨿
j

Xj表示.且含入映射 ij :

Xj → X将诱导由Hn
dR(X)到直积

∏
j

Hn
dR(Xj)的群

同态同构i∗dR : Hn
dR(X)

∼=−→
∏
j

Hn
dR(Xj).

奇异同调与de Rham上同调之间存在内蕴等价,
因此在拓扑空间结构的描述上,具有微分结构的 de
Rham上同调不仅可用于表示拓扑不变量,还可对空
间中的路径拓扑分类进行计算.为了得到路径拓扑
分类不变量的积分表达式,还需借助Mayer-Vietoris
正合列[15]及带拐角流形上的广义Stokes定理.对于
微分同胚φ : U → Rn,称 (U,φ)及{(Uα, φα)}分别
为X上的坐标卡及图册.对于满足Uα

∩
Uβ ̸= ∅的

坐标卡(Uα, φα)和(Uβ, φβ),考虑微分同胚T = φα ◦
φ−1
β : φα(Uα

∩
Uβ) → φβ(Uα

∩
Uβ),其中 xi =

xi ◦ T (y1, . . . , yn) = Ti(y1, . . . , yn).令 J(T ) =

det(∂xi/∂yj)为 T 的雅可比行列式,则有 dx1
∧
. . .∧

dxn = dT1
∧
. . .

∧
dTn = J(T )dy1

∧
. . .

∧
dyn成

立.定义T ∗(ω) = (f ◦ T )dT1
∧
. . .

∧
dTn,则有下式:w

Rn
T ∗(ω) = ±

w
Rn
ω. (3)

由上式看出形式的积分取决于J(T ).当T为Rn

上开子集的微分同胚且J(T )处处为正时,称T具有

保向性.若所有的变换函数都具有保向性,则称对应
流形X可定向.流形的可定向性与可三角剖分等价,
下面的定理4给出了形式中函数的设计依据.

定理4 n维流形X可定向的充要条件为其上

有一个全局且处处非零的n形式[15].
定理 5 形式的积分不依赖于图册 {(Uα, φα)}

及单位划分{ρα}的选取[15].
引理1 令T : HRn → HRn为正半欧氏空间上

J(T )处处为正的微分同胚,则T在边界上的诱导映

射Tb : ∂(HR
n) → ∂(HRn)为欧氏空间Rn−1上的微

分同胚,且其上J(Tb)处处为正
[15].

综合定理4、定理5及引理1可证明下面带拐角
流形上的广义Stokes定理,基于该定理并结合光滑奇
异单纯形的形式拉回映射便可证明de Rham上同调
及光滑奇异上同调间的交换性.
定理6 给定带边界的n维可定向流形X ,若ω

为其上紧支的(n− 1)形式,则有下式[16]:w
X

dω =
w
∂X

ω. (4)

给定带拐角光滑流形上微分同胚的诱导保向映

射F0, n : ∆n−1 → ∂∆n,则链c =
∑
σ

nσσ ∈ C∞
n (X)
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上的积分为w
c
ω =

∑
σ

nσ

w
σ
ω =

∑
σ

nσ

w
∆n

σ∗ω. (5)

上式给出了de Rham上同调的上链群Ωn(X)与

光滑链群C∞
n (X)之间的链映射.为此,令Ψ(ω)(c) =w

c
ω.可知有映射Ψ(ω) ∈ Hom(C∞

n (X), R) : C∞
n (X)

→ R及Ψ : Ωn(X) → Hom(C∞
n (X), R).给定Rn中

满足e0 = 0的一组标准基e1, e2, . . . , en,令π : e0 7→
ei, e1 7→ e0, . . . , ei 7→ ei−1, ei+1 7→ ei+1, . . . , en 7→ en

且Fi,n = π ◦ F0,n,则Fi,n的定向性由F0,n : ∆n−1 →
∂∆n决定.令ω ∈ Ωn−1(X), σ ∈ C∞

n (X),则可基于
定理6并结合式(5)及下式:w

∆n−1
F ∗
i,n ◦ σ∗ω = ±

w
Fi,n(∆n−1)

σ∗ω, (6)

在Fi,n保向和非保向的情形下证明 δ(Ψ(ω))(σ) =

Ψ(dω)(σ)成立,即存在Ψ : Ωn(X) → Hom(C∞
n (X),

R)的诱导同态Ψ∗ : Hn
dR(X) → Hn

∞(X).定义 n

维流形X的一个开覆盖 {Uα},若其上的Uα及每个

非空有限交集Uα0

∩
Uα1

∩
. . .

∩
Uαp
微分同胚于Rn,

则称该流形具有良好开覆盖,相关定理表明紧致流
形都具有有限良覆盖.进一步,由上述同胚关系知同
态Ψ∗ : Hn

dR(X) → Hn
∞(X)同构,此时称该覆盖为

de Rham覆盖,且称每个满足上述同构的子流形为de
Rham流形.
引理2 光滑流形上的有限良覆盖与de Rham覆

盖等价.
证明 因为光滑流形上有限开覆盖的每个Uα

及非空有限交集Uα0

∩
Uα1

∩
. . .

∩
Uαp
皆微分同胚

于Rn,故而存在可逆映射f : Uα → Rn及g : Rn →
Uα使得其诱导上同调同态同构,因此,每个Uα及非

空有限交集Uα0

∩
Uα1

∩
. . .

∩
Uαp
都为 de Rham流

形,且开覆盖为de Rham覆盖. 2
定理7 若光滑流形X有de Rham覆盖,则X为

de Rham流形.
证明 考虑有限de Rham开覆盖{U, V }上的同

构.关于de Rham上同调和光滑奇异上同调的Mayer-
Vietoris正合列的交换图如下:

Hn−1
dR (U)⊕Hn−1

dR (V )
i∗−j∗−−−→ Hn−1

dR (U
∩
V )

Λ−→
↓(Ψ

∗
U ,Ψ∗

V ) ↓Ψ
∗
U∩V

Hn−1
∞ (U)⊕Hn−1

∞ (V )
i∗−j∗−−−→ Hn−1

∞ (U
∩
V )

∂∗

−→

Hn
dR(X)

k∗⊕l∗−−−−→ Hn
dR(U)⊕Hn

dR(V )
i∗−j∗−−−→

↓Ψ
∗

↓(Ψ
∗
U ,Ψ∗

V )

Hn
∞(X)

k∗⊕l∗−−−−→ Hn
∞(U)⊕Hn

∞(V )
i∗−j∗−−−→

Hn
dR(U

∩
V )

↓Ψ
∗
U∩V

Hn
∞(U

∩
V ).

(7)

令([ω]dR[ω
′]dR) ∈ Hn−1

dR (U)⊕Hn−1
dR (V ),有

Ψ∗
U

∩
V ◦ (i∗ − j∗)([ω]dR[ω

′]dR) =

Ψ∗
U

∩
V ([ω|U ∩

V ]dR − [ω′|U ∩
V ]dR) =

Ψ∗
U

∩
V ([ω|U ∩

V ]dR)− Ψ∗
U

∩
V ([ω

′|U ∩
V ]dR) =

[ΨU
∩

V (ω|U ∩
V )]− [ΨU

∩
V (ω

′|U ∩
V )] =

(i∗ − j∗)([ΨU (ω)][ΨV (ω
′)])(i∗ − j∗)◦

(Ψ∗
U , Ψ

∗
V )([ω]dR[ω

′]dR).

由 Cn
∞(U

∩
V ) = Hom(C∞

n (U
∩
V ), R)知

Hn
∞(U

∩
V ) ∼= Hom(H∞

n (U
∩
V ), R).令 [ω]dR =

Hn−1
dR (U

∩
V )及 [µ] ∈ H∞

n (X),令∂∗ : Hn−1
∞ (U

∩
V ) → Hn

∞(X)的对偶映射为光滑奇异同调的连接同

态∂∗ : H∞
n (X) → H∞

n−1(U
∩
V ),因此有∂∗([µ]) =

[c] ∈ H∞
n−1(U

∩
V )且存在d ∈ C∞

n (U), d′ ∈ C∞
n (V )

使得 [k∗d+ l∗d
′] = [µ]且(i∗c− j∗c) = (∂d, ∂d′).则

∂∗ ◦ Ψ∗
U

∩
V ([ω]dR)([µ]) =

w
c
ω,

Ψ∗ ◦ Λ([ω]dR)([µ]) =
w
µ
σ.

(8)

令η ∈ Ωn−1(U), η′ ∈ Ωn−1(V ),则有σ = dη使
得ω = η|U ∩

V − η′|U ∩
V ,同时c = ∂d使得d + d′表

示与µ相同的同调类,由于∂d + ∂d′ = ∂µ = 0,dω =

dη|U ∩
V − dη′|U ∩

V = 0,故而由Stokes公式知w
c
ω =

w
∂d
ω =

w
∂d
η −

w
∂d
η′ =

w
µ
σ, (9)

所以式(8)成立.令 [ω]dR ∈ Hn
dR(X),则有

(Ψ∗
U , Ψ

∗
V ) ◦ (k∗ ⊕ l∗)([ω]dR) =

(Ψ∗
U , Ψ

∗
V )([ωU ]dR, [ωV ]dR) =

(Ψ∗
U ([ωU ]dR), Ψ

∗
V ([ωV ]dR)) =

(Ψ∗([ωU ]dR), Ψ
∗([ωV ]dR)) = ([ΨU (ωU )],

[ΨV (ωV )]) = (k∗([Ψ(ω)]), l∗([Ψ(ω)])) =

(k∗ ⊕ l∗) ◦ Ψ∗([ω]dR).

从而可知式 (7)所示交换图成立.由引理 2可知 (Ψ∗
U

和 Ψ∗
V )Ψ

∗
U

∩
V 均为同构映射,利用 Five引理[14] 可

知Ψ∗为同态同构.现考虑有限 de Rham开覆盖,令
U = U0

∪
U1

∪
. . .

∪
Up−1, V = Up.因为U和V 都

为de Rham流形且U
∩
V = (U0

∩
Up)

∪
(U1

∩
Up)∪

. . .
∪
(Up−1

∩
Up),而U0

∩
Up, U1

∩
Up, . . . , Up−1

∩
Up都为 de Rham流形的开子集,所以U

∩
V 亦为 de

Rham流形的开子集,故可知光滑流形为de Rham流
形. 2
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定理8 若多连通光滑流形X上的每个连通区

域Xj ⊆ X都为de Rham流形,则关于Xj的任何有限

集{Xj}的非交并X =
⨿
j

Xj亦为de Rham流形.

证明 由定理3知含入映射 ij : Xj → X的诱

导群同态同构为i∗dR : Hn
dR(X)

∼=−→
∏
j

Hn
dR(Xj),其中

i∗dR([ω]dR) = ([ωXj
]dR)j .类比可知 ij诱导光滑奇异

上同调群同态同构 i∗∞ : Hn
∞(X)

∼=−→
∏
j

Hn
∞(Xj).同

时若fXj
: C∞

n (Xj) → R由定义fXj
(σj) = f(ij ◦

σj), σj : ∆n → Xj给出,则由映射f : C∞
n (X) → R

知 i∗∞([f ]∞) = ([fXj
]∞)j .由题设知对于每个连通

流形,有同态同构Ψ∗
j : Hn

dR(Xj) → Hn
∞(Xj),因

此,有群同态非交并同构
∏
j

Ψ∗
j :

∏
j

Hn
dR(Xj)

∼=−→∏
j

Hn
∞(Xj)成立.令ω ∈ Ωn(X),则有

∏
j

Ψ∗
j ◦ i∗dR([ω]dR) = (Ψ∗

j ([ωXj
]dR))j , (10)

i∗∞ ◦ Ψ∗([ω]dR) = ([(Ψ(ω))Xj
]
∞
)
j
. (11)

为证明式 (10)与 (11)相等,需等价证明Ψj(ωXj
)

= (Ψ(ω))Xj
.令σj : ∆n → Xj为Xj上的奇异单纯

形,则根据de Rham上同调的积分定义有

Ψj(ωXj
)(σj) =

w
σj

ωXj
=

w
∆n

σ∗
jωXj

, (12)

(Ψ(ω))Xj
(σj) =

w
∆n

σ∗
j i

∗
jω =

w
∆n

σ∗
jωXj

. (13)

因此,由式(12)、(13)相等可知式(10)、(11)相等,故∏
j

Ψ∗
j ◦ i∗dR([ω]dR) = i∗∞ ◦ Ψ∗([ω]dR) ⇒

Ψ∗ = (i∗∞)
−1 ◦

∏
j

Ψ∗
j ◦ i∗dR,

即Ψ∗为同态同构. 2
2.3 路径拓扑分类不变量的计算依据

由于紧致流形具有de Rham开覆盖,其上满足de
Rham上同调和奇异上同调的同构;另一方面,若流形
上存在一个处处为正的形式,则该流形可定向.可定
向流形上的de Rham上同调所对应的奇异同调有洞
无挠,进而与单纯同调同构,从而建立起离散空间路
径的拓扑分类理论基础.由于欧氏空间闭有界与紧
致性等价,下文将针对欧氏空间的紧支de Rham上同
调Hr

dR,c(R
n)讨论.考虑映射π∗ : Ω

r+1
c (Rn × R1) →

Ωr
c (R

n)及 e∗ : Ωr
c (R

n) → Ωr+1
c (Rn × R1),紧支

Poincaré引理[15]通过群同态 ϵ : Hr+1
dR,c(Rn × R1) →

Hr
dR,c(R

n)同构以及ω ∈ Ωk
c (R

n), c ∈ Ck(Rn × R1),
给出微分同胚层面其与Stokes公式的等价关系.

2.4 路径拓扑分类不变量的对偶关系

定义 2 给定线性空间Ωn(X),则称由Ωn(X)

到 R的线性映射所在的线性空间 Ωn(X)
∗

=

Hom(Ωn(X), R)为Ωn(X)的对偶空间,称Ωn(X)
∗

中的线性映射为线性形式.
定义 3 给定线性形式ω ∈ Ωn(X)和 η∗ ∈

Ωn(X)
∗,令运算η∗(ω) = ⟨η∗, ω⟩为η∗作用于ω.因此,

该定义方法给出了双线性运算 ⟨−,−⟩ : Ωn(X)
∗ ⊗

Ωn(X) → R,且满足 ⟨η∗1 + η∗2 , ω⟩ = ⟨η∗1 , ω⟩ +

⟨η∗2 , ω⟩, ⟨η∗, ω1+ω2⟩ = ⟨η∗, ω1⟩+⟨η∗, ω2⟩, ⟨λη∗, ω⟩ =
λ⟨η∗, ω⟩且⟨η∗, λω⟩ = λ⟨η∗, ω⟩.
定义4 当且仅当线性空间Θn(X)和Ωn(X)的

双线性映射⟨−,−⟩ : Θn(X) ⊗ Ωn(X) → R满足: 1)
若对于每个 θ ∈ Θn(X)及所有的ω ∈ Ωn(X),当
⟨θ, ω⟩ = 0时,有θ = 0; 2)若对于每个ω ∈ Ωn(X)

及所有的θ ∈ Θn(X),当⟨θ, ω⟩ = 0时,有ω = 0.则称
该双线性映射非退化,其等价于存在对偶空间的线性
单射 l⟨−,−⟩ : Θ

n(X) → Ωn(X)
∗
及r⟨−,−⟩ : Ω

n(X) →
Θn(X)

∗.
引理3 对于有限维线性空间Θn(X)和Ωn(X),

双线性映射 ⟨−,−⟩ : Θn(X) ⊗ Ωn(X) → R非退化

的充要条件为由映射θ 7→ ⟨θ, ⟩定义的单射 l⟨−,−⟩ :

Θn(X) → Ωn(X)
∗
为同构映射.

定理9 若光滑可定向n维流形X有有限良覆

盖,则双线性映射
w
X
: Hq

dR(X)⊗Hn−q
dR,c(X) → R非

退化,进而可得de Rham上同调与紧支de Rham上同
调的对偶同构Hq

dR(X) ∼= Hn−q
dR,c(X)

∗.此外,若X为

紧致流形,则有Hq
dR(X) ∼= Hn−q

dR (X)
∗.

3 路径拓扑分类不变量的构䙐及计算

3.1 路径拓扑分类不变量的基本同构

称n维欧氏空间Rn中代表洞的n −m维流形的

并集 S̃ =
p∪

i=1

Si为奇异流形,且闭有界区域表示的m

维流形Γ的m − 1维边界γ为备选流形.易知两者满
足γ

∩
S̃ = ∅.本节将基于n维障碍物集 Õ =

p∪
i=1

Oi

及n −m维奇异流形集 S̃ =
p∪

i=1

Si讨论m > 1时,空

间(Rn − Õ)和(Rn − S̃)上m − 1阶同调群间的同构

关系.基于定理1,下面的定理将首先给出Rn − S̃与

Rn−Si间的群同调同构,并在此基础上给出图2所示
的Õ及 S̃间的同调同构.

定理10 若 S̃中Si为道路连通、紧且闭的局部

收缩可定向n−m维奇异流形,且对于任意的i ̸= j满

足Si

∩
Sj = ∅,则Rn− S̃与Rn−Si间的同调满足同

构Hm−1(R
n − S̃) ∼=

p⊕
i=1

Hm−1(R
n − Si) = Rp.
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图 2 障碍物O及奇异流形S的等价性

证明 对于任意的 k = 1, . . . , p,若空间Rn、

Rn − Sk与Rn −
p∪

i=k+1

Si满足 (Rn − Sk)
∪
(Rn −

p∪
i=k+1

Si) = Rn, (Rn − Sk)
∩

(Rn −
p∪

i=k+1

Si) =

Rn −
∪p

i=k Si,则由同调群的Mayer-Vietoris正合
列可知 . . . → Hm(Rn)

∂∗−→ Hm−1(R
n −

p∪
i=k

Si)
(i∗,j∗)−−−−→ Hm−1(R

n − Sk) ⊕ Hm−1(R
n −

p∪
i=k+1

Si)
k∗⊕l∗−−−−→ Hm−1(R

n) → . . . .综合Hm(Rn) =

0及Hm−1(R
n) = 0易知Hm−1(R

n −
p∪

i=k

Si) ∼=

Hm−1(R
n − Sk) ⊕ Hm−1(R

n −
p∪

i=k+1

Si).令k = 1,

则递推可知Hm−1(R
n −

p∪
i=1

Si) ∼= Hm−1(R
n − S1)⊕

Hm−1(R
n−

p∪
i=2

Si) ∼= Hm−1(R
n−S1)⊕Hm−1(R

n−

S2)⊕Hm−1(R
n −

p∪
i=3

Si) ∼= Hm−1(R
n − S1)⊕ . . .⊕

Hm−1(R
n − Sp) =

p⊕
i=1

Hm−1(R
n − Si) = Rp. 2

定理11 对于n维欧氏空间Rn中紧的局部可

收缩n维 Õ,假设存在与其同伦等价且其中元素两
两不相交的 n − m维可定向闭连通 S̃,同时对于
k = 1, . . . , p满足Sk ⊆ Ok,使得 [S1], . . . , [Sp]构成

同调群Hn−m(Õ)的一组基,则可得由含入映射 i :

(Rn− Õ) → (Rn− S̃)诱导所得的映射i∗ : Hm−1(R
n

− Õ) → Hm−1(R
n − S̃)同构.

证明 令Ok ⊂ Õ和Sk ⊂ S̃,首先证明与单个
元素相关的同调的诱导映射 i3∗ : Hm−1(R

n − Ok) →
Hm−1(R

n − Sk)同构.由Ok与Sk间的同伦等价诱导

同调同构可知Hn−m(Ok) ∼= Hm−1(Sk).为此考虑

Hn−m(Ok)
τ−→ Hm(Rn, Rn −Ok)

↓ i1∗ ↓ i2∗
Hn−m(Sk)

τ−→ Hm(Rn, Rn − Sk)

Hm(Rn, Rn −Ok)
∂−→ Hm−1(R

n −Ok)

↓ i2∗ ↓ i3∗
Hm(Rn, Rn − Sk)

∂−→ Hm−1(R
n − Sk).

(14)

首先证明τ : Hn−m(Ok) → Hm(Rn, Rn − Ok)

为同构映射.由定理 9知,对于局部可收缩的障碍

物 Ok有Hn−m(Ok) ∼= Hm(Ok)成立,且空间对
(Rn, Rn − Ok)所对应的相对同调长正合列为 . . . →
Hm(Rn) → Hm(Rn, Rn−Ok)

∂−→ Hm−1(R
n−Ok) →

Hm−1(R
n) → . . . .由Hm(Rn) ∼= 0 ∼= Hm−1(R

n)可

知Hm(Rn, Rn − Ok) ∼= Hm−1(R
n − Ok).由切除定

理可知Hm(Rn, Rn − Ok) ∼= Hm(Ok).结合式 (14)可
知 τ : Hn−m(Ok) → Hm(Rn, Rn − Ok)为同构映

射.同理Hn−m(Sk) ∼= Hm(Rn, Rn − Sk),故可知式
(14)第1个区域交换.同理亦可知第2个区域交换,由
递推性易知Hm−1(R

n − Ok) ∼= Hm−1(R
n − Sk).由

定理10可知Rn − S̃与Rn − Sk间的群同调存在同构

Hm−1(R
n−S̃) ∼=

p⊕
k=1

Hm−1(R
n−Sk).同理Rn−Õ与

Rn−Ok间亦满足Hm−1(R
n− Õ) ∼=

p⊕
k=1

Hm−1(R
n−

Ok) = Rp.又Hm−1(R
n −Ok) ∼= Hm−1(R

n − Sk),故
有Hm−1(R

n − Õ) ∼= Hm−1(R
n − S̃). 2

3.2 路径拓扑分类不变量的构造

令 [η] ∈ Hm−1(Rn − Õ), [ω] ∈ Hm−1(R
n − Õ),

则可考虑由积分定义的配对
w
ω
η : Hm−1(Rn − Õ)⊗

Hm−1(R
n − Õ) → R,给定Rn − {0}中n − 1形式

ϑ ∈ Ωn−1(Rn − {0}),则由映射Θ : (Rn − Õ) ×
Õ → (Rn − {0})诱导的拉回映射最终将关于ϑ在

(Rn − {0})上形式的积分分别划分到在(Rn − Õ)和

Õ上独立的运算,即w
Rn−{0}

ϑ =
w
Rn−Õ

w
Õ
Θ∗ϑ =

w
Rn−Õ

ψS , (15)

其中(m−1)形式ψS ∈ Ωm−1(Rn−Õ)由形式Θ∗ϑ在

Õ上积分得到.定理11指出式(15)等价于
w
Rn−S̃

ψS .

给定n − m维奇异流形 S̃,当且仅当对于任意的
α ∈ [0, 1],当任意两个备选流形γ1, γ2 ∈ ΥN

n 间存在

一条使得ϕ(0) = γ1, ϕ(1) = γ2且 S̃
∩
ϕ(α) = ∅的连

续通路ϕ时,称γ1、γ2具有相同的拓扑分类不变量.图
2中流形Γ可转化为以r = Γ

∩
S为球心且半径为ε

的定向m维球Bε(r),因此当ε足够小时,可保证每个
S与球Bε(r)唯一相交.假设存在光滑且恰当的m形

式dψS ,使得对于每个Bε(r),基于式 (15),利用Stokes
公式有下述积分:

w
Bε(r)

dψS =

0, Bε(r)
∩
S = ∅;

±1, Bε(r)
∩
S ̸= ∅.

(16)

式 (16)取决于定向m维球Bε(r)的定向.基于上式便
可给出具有m−1维备选流形的n维欧氏空间中路径

拓扑分类不变量的定义

hS(γ) =
w
γ
ψS . (17)

下面推导ψS的表达式.令奇异流形γ ∈ Υm−1
n
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和备选流形S所嵌入的欧氏空间分别为En和E′
n,

其内点的坐标分别用x = [x1, . . . , xn]
T
和x′ =

[x′1, . . . , x
′
n]

T
表示.故而可知Λ = Γ × S为维度为

2n的欧氏空间积空间En × E′
n的一个n维嵌入流

形.对于流形Λ中的点{x0,x
′
0},其切空间TΛ{x0,x′

0}

表示n维向量空间,因此,切空间TΛ{x0,x′
0}的基底由

{dx1, . . . , dxn,dx′1, . . . , dx′n}{x0,x′
0}中n个线性独立

的元素构成,其中切空间TΛ{x0,x′
0}的子空间TΓx0

和TSx′
0
维度分别为m和 n − m,且其基底分别由

{dx1, . . . , dxn}x0
和{dx′1, . . . , dx′n}x′

0
中m和n − m

个线性独立的元素构成.考虑 Rn中关于点 s =

[s1, . . . , sn]
T
的函数

Gk(s) =
1

An−1

sk

(s21 + . . .+ s2n)
n/2

. (18)

其中An−1表示n − 1维单位球面的表面积,其值由
Gamma函数Γ表示为

An−1 =
nπn/2

Γ
(n
2
+ 1

)Γ(n
2
+ 1

)
=


(n
2

)
! ,

√
πn!!

2(n+1)/2
.

(19)

令(n−1)形式ϑ =

n∑
k=1

(−1)
k+1

Gk(s)ds1
∧
. . .

∧
dsk−1

∧
dsk+1

∧
. . .

∧
dsn且s = x − x′, x ∈ En,

x′ ∈ E′
n.因此当ΓB

∩
S ̸= ∅时,对n形式dϑ在

ΛB = ΓB × S ⊂ En × E′
n上积分有

w
ΛB

dϑ = ±1.
对于切空间TΛ{x0,x′

0}中的p形式 ξ = fdxτ1σ(1)
∧
. . .∧

dxτpσ(p),当τi = 1时,有dxτiσ(i) = dx′σ(i);当τi = 0时,
有dxτiσ(i) = dxσ(i).为保证dxτ1σ(1), . . . , dx

τp
σ(p)线性独

立,应满足p−m ⩽
∑

τi ⩽ n−m,即有下式:

ϑ =
n∑

k=1

(−1)
k+1

Gk(x− x′)
[ (−1)

n−m−1

m!(n−m− 1)!
×

∑
σ∈T (Πn

−k)

sgn(σ)dxσ(1)
∧
. . .

∧
dxσ(m)

∧

dx′σ(m+1)

∧
. . .

∧
dx′σ(n−1) +

(−1)
n−m

(m− 1)!(n−m)!
×∑

ζ∈T (Πn
−k)

sgn(ζ)dxζ(1)
∧
. . .

∧
dxζ(m−1)

∧
dx′ζ(m)

∧
. . .

∧
dx′ζ(n−1)

]
. (20)

其中:Πn
−k = {1, 2, . . . , k − 1, k + 1, . . . , n};T (Πn

−k)

表示Πn
−k的全排列.当σ为奇排列时, sgnσ = −1;

当σ为偶排列时, sgnσ = 1. Pn−m(Πn
−k)表示将集

合Πn
−k中的元素划分为元素个数分别为n − m和m

两部分后组合而成的集合;而ρl(1), . . . , ρl(n −m)和

ρr(1), . . . , ρr(m)分别表示Πn
−k内左、右部分中的元

素.因此可设

ϑ̄ =

(−1)
k+1+n−m

n∑
k=1

Gk(x− x′)
∑

ρ∈Pn−m(Πn
−k)

sgn(ρ)d×

x′ρl(1)
∧
. . .

∧
dx′ρl(n−m)

∧
dxρr(1)

∧
. . .

∧
dxρr(m−1),

且满足dϑ = dxϑ̄.由ΛB = ΓB × S, S无边界且ΓB边

界为γB知∂ΛB = γB × S,因此由Stokes公式知w
ΛB

dϑ =
w
ΛB

dxϑ̄ =
w
∂ΛB

ϑ̄ =
w
γB×S

ϑ̄ =
w
γB

w
S
ϑ̄.

(21)

结合 ϑ̄,令

Hk
ρ (x;S) =

(−1)
k+1+n−msgn(ρ)

w
S
Gk(x− x′)dx′ρl(1)

∧
. . .∧

dx′ρl(n−m),

且

ψS =

n∑
k=1

∑
ρ∈Pn−m(Πn

−k)

Hk
ρ (x;S)

∧
dxρr(1)

∧
. . .

∧
dxρr(m−1),

便可根据式 (21)得到 (17)的计算方式.进而可利用定
理10由单个S所对应的hS(γ)扩展到下式所示 S̃ =
p∪

i=1

Si所对应的hS̃(γ):

hS̃(γ) = [hS1
(γ), hS2

(γ), . . . , hSp
(γ)]

T
. (22)

3.3 路径拓扑分类不变量的计算

3.3.1 2维路径拓扑分类不变量
当n = 2,m = 2时,有 sgn(ρ) = 1, P 0(Π2

−1) =

{{}, {2}}, P 0(Π2
−2) = {{}, {1}}.令S = [S1, S2]

T,
z = x1 + ix2,Sc = S1 + iS2,则有

ψS = H1
∅(x;S)dx2 +H2

∅(x;S)dx1 =

1

2π∥x− S∥2
((x1 − S1)dx2 − (x2 − S2)dx1) =

1

2π
Im

( 1

z − sc
dz

)
.

代入式 (17)可知, 2维平面上的路径拓扑分类不变量
hS(γ)为

hS(γ) =
1

2π

w
γ

Im
( 1

z − Sc
dz

)
. (23)

注意到上式可表示为Cauchy积分公式的虚部,
即

λS(γ) =
1

2πi

w
γ

1

z − Sc
dz. (24)

因此,对于起始、终止点分别为 z0和 zq的路径γ =
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q−1∑
i=0

ei, ei = {zi → zi+1}以及Sl, l = 1, . . . , p,令 log

为自然对数.于是,对于∀z及k = 0,±1, . . . ,取下式
虚部最小,可得hSl

(γ)的计算结果为

i

q−1∑
i=0

|Arg(zi+1 − Sl)− Arg(zi − Sl) + 2kπ|min.

(25)

3.3.2 3维路径拓扑分类不变量
当n = 3,m = 2时,对于sgn(ρ) = 1有P 1(Π3

−1)

= {{2}, {3}},P 1(Π3
−2) = {{1}, {3}},P 1(Π3

−3) =

{{1}, {2}}.对于 sgn(ρ) = −1有P 1(Π3
−1) = {{3},

{2}},P 1(Π3
−2) = {{3}, {1}},P 1(Π3

−3) = {{2}, {1}}.
令s = x− x′,则有

ψS =


H2

{3} +H3
{2}

H1
{3} +H3

{1}

H1
{2} +H2

{1}

∧
dx1
dx2
dx3

 =

1

4π

w
S

dl′ × (x− x′)

∥x− x′∥3
∧

dl. (26)

代入式(17)可知, 3维路径拓扑分类不变量hS(γ)为

hS(γ) =
1

4π

w
γ

w
S

dl′ × (x− x′)

∥x− x′∥3
· dl. (27)

对于分段光滑的Sl =

u−1∑
i=0

si, si = {sil → si+1
l },

l = 1, 2, . . . , p,令dl = [dx1,dx2,dx3]T, dl′ = [dx′1,
dx′2,dx′3]T, ri = sil−x, ri+1 = si+1

l −x; ∥t∥为备选流

形γ上x到si的距离,故而ψSl
=

u−1∑
i=0

Ξi(s
i
l, s

i+1
l ,x)

中的Ξi(s
i
l, s

i+1
l ,x)为

1

∥t∥2
(t× ri+1

∥ri+1∥
− t× ri

∥ri∥

)∧
dl. (28)

对于 3维欧氏空间R3中的矢量及标量场,由
于其Mayer-Vietoris正合列为 0 → Ω0

c (R
3)

grad−−−→
∇

Ω1
c (R

3)
curl−−→
∇×

Ω2
c (R

3)
div−−→
∇·

Ω3
c (R

3) → 0,易知式 (27)

与安环定理相对应,根据无限及有限长的 S̃分别对应

的两种情形,易证式(27)均成立.

4 拓扑约束下C-空间GVD上的路径规划
4.1 C-空间分层广义Voronoi图

Voronoi区域分为退化及非退化两种情形,当且
仅当其共圆基点数为3时非退化.基于2.4节所述对
偶关系及定理9,有非退化Voronoi区域的对偶 (下面
的引理4)、空圆特性 (下面的引理5)及Voronoi图和
Delaunay三角网的对偶 (下面的定理 12)成立,因此,
通过Delaunay三角网得到的Voronoi图唯一且其上
的路径稀疏分离.

引理4 当且仅当3基点共圆时,对应的Voronoi
区域非退化且与上述基点构成的三角形对偶.
注1 由定义4及引理3知引理4成立.
引理5 3个相邻基点构成的三角形外接圆不包

含其余基点.
定理12 对引理4中单个Voronoi区域进行延拓

后将得到与其唯一对偶的Delaunay三角网.
证明 引理 4指出了单个结构间的对偶性,引

理 5指出了各单元间的独立性,因此,经过延拓后的
Voronoi图与Delaunay三角网唯一对偶. 2
称无人车状态 ⟨x, y, θ⟩所处的空间为C-空间.基

于文献 [17]给出的用于C-空间欧氏距离地图更新的
动态Brushfire算法,利用栅格地图M(x, y)与无人车

Sθ(i, j)卷积得到的障碍物栅格地图Cθ(x, y),将得到
2维分层C-空间欧氏距离地图,并用于最终生成分层
GVD.

4.2 C-空间-GVD-hS增广A*算法

为简化起见,称拓扑约束增广栅格图为hS增广

栅格图.基于图 3左侧所示的栅格图, 2维空间中的
hS增广栅格图Gh = {G,hS}如图3右侧所示.现基
于A*算法给出hS约束下C-空间动态GVD栅格图上
的最短路径算法,易证规划所得的路径最短有如下引
理.
引理 6 若 P ∗

hs
= {{c1, h1s}, . . . , {cq, hqs}}为

Gh = {G,hS}上c1和cq间由A*算法规划得到的一

条hS =

q∑
i=1

hiS约束下的最短路径,则图3左栅格图

中hS指示的路径P ∗ = {c1, . . . , cq}最短.

π

C

图 3 R2中拓扑约束增广栅格图的构造

算法1 C-空间-GVD-hS增广A*算法.
输入及参数:起始点vS及终止点vg;目标路径数

Npath;hS的允许、禁止列表A和B;开启列表O;闭合
列表C;遍历列表K;实际代价列表F ; isVoronoiCell
用于判断栅格是否在Voronoi图上; stopAtVoronoi用
于决定算法搜索类型;无可行路径标志符 resign;路径
path;车体偏航角θ.
输出:Npath条路径集pathSet.



第12期 刘东升等: 非结构化环境中基于拓扑约束的地面无人驾驶路径规划算法 3111

step 1:根据θ选择C-空间Voronoi图层.
step 2: 根据代价图对二值栅格图初始化并利用

动态Brushfire算法更新欧氏距离图.
step 3: 当最终所得路径数N小于Npath时开启

循环.若 vs、vg不在Voronoi图上,则进行 step 4中的
A*搜索,然后对属于Voronoi图上的部分进行 step4
中的GVD-hS增广A*搜索,最终拼接前述两种情形
下相应的 path,并根据式 (24)计算 path的 hS值.若
hcurr
S /∈ B且hcurr

S ∈ A,则将hS加入B后将所对应

的path加入pathSet,此时N + 1.
step 4:将hS增广节点{vS , 0}及所对应启发式函

数 fS组成的元组加入开启列表O,创建节点{vS , 0}
及实际代价值之间的哈希表.当未找到所有路径、无
可行路径且O非空时开启循环,遍历结束但O为空

时对 resign置真且清空path;否则取O中代价最小节

点为当前节点 vcurr.若 stopAtVoronoi为真且 vcurr在

Voronoi图上,则终止搜索;否则进行GVD上的搜索
过程.若vcurr /∈ K,则将vcurr加入K后根据式 (24)求
vcurr每个邻近节点vneigh的hneigh

S ,此时对于vneigh位

于障碍物上、GVD上的A*算法不在Voronoi图上以
及vneigh已被遍历的情形,直接跳转到下一邻近节点;

反之计算vneigh的实际代价值g.若gneigh属于F且其

值不大于 g,则忽略 vneigh;否则将更新的 g加入到F

后将vcurr作为vneigh的前置点.依此递归并在结束后
返回path.

5 仿真验证与分析

5.1 hS增广A*算法仿真

1) 2维hS约束下最短路径规划仿真结果如图4
所示.给定大小为1 000 × 1 000,分辨率为1m/Pixel
且分布圆形及矩形的2维栅格地图,其表示20条不同
hS值所对应的最短路径,且最大搜索时间为225 ms,
表1为对应于式(22)及(23)中hS的各分量值.

图 4 2维平面上不同hS值约束下的最短路径仿真结果

表 1 2维平面上不同拓扑分类路径对应的hS值

路径 h1
S h2

S h3
S h4

S h5
S h6

S h7
S h8

S h9
S h10

S

1 −1.896 0 i −3.474 2 i −2.964 3 i −2.142 9 i 2.230 9 i −2.565 4 i −2.339 6 i 1.792 8 i 2.157 1 i −3.143 5 i

2 −1.896 0 i −2.809 0 i −2.964 3 i −2.142 9 i 2.230 9 i −2.565 4 i −2.339 6 i 1.792 8 i 2.157 1 i −3.143 5 i

3 −1.896 0 i −2.809 0 i 3.318 9 i −2.142 9 i 2.230 9 i −2.565 4 i −2.339 6 i 1.792 8 i 2.157 1 i 3.139 7 i

4 −1.896 0 i −3.474 2 i −2.964 3 i −2.142 9 i 2.230 9 i −2.565 4 i −2.339 6 i 1.792 8 i 2.157 1 i 3.139 7 i

5 −1.896 0 i 2.809 0 i −2.964 3 i −2.142 9 i 2.230 9 i −2.565 4 i −2.339 6 i 1.792 8 i 2.157 1 i 3.139 7 i

6 −1.896 0 i 2.809 0 i 3.318 9 i −2.142 9 i 2.230 9 i −2.565 4 i 3.943 5 i 1.792 8 i 2.157 1 i 3.139 7 i

7 −1.896 0 i −3.474 2 i −2.964 3 i −2.142 9 i −4.052 3 i −2.565 4 i −2.339 6 i 1.792 8 i 2.157 1 i −3.143 5 i

8 −1.896 0 i 2.809 0 i 3.318 9 i 4.140 3 i 2.230 9 i −2.565 4 i −2.339 6 i 1.792 8 i 2.157 1 i 3.139 7 i

9 −1.896 0 i −3.474 2 i −2.964 3 i −2.142 9 i −4.052 3 i −2.565 4 i −2.339 6 i 1.792 8 i −4.126 0 i −3.143 5 i

10 −1.896 0 i 2.809 0 i 3.318 9 i 4.140 3 i 2.230 9 i −2.565 4 i 3.943 5 i 1.792 8 i 2.157 1 i 3.139 7 i

11 −1.896 0 i 2.809 0 i 3.318 9 i −2.142 9 i 2.230 9 i −2.565 4 i −2.339 6 i 1.792 8 i 2.157 1 i −3.143 5 i

12 −1.896 0 i −3.474 2 i −2.964 3 i −2.142 9 i 2.230 9 i −2.565 4 i −2.339 6 i 1.792 8 i −4.126 0 i −3.143 5 i

13 −1.896 0 i 2.809 0 i −2.964 3 i −2.142 9 i −4.052 3 i −2.565 4 i −2.339 6 i 1.792 8 i 2.157 1 i −3.143 5 i

14 −1.896 0 i −3.474 2 i 3.318 9 i −2.142 9 i 2.230 9 i −2.565 4 i −2.339 6 i 1.792 8 i 2.157 1 i 3.139 7 i

15 −1.896 0 i 2.809 0 i 3.318 9 i −2.142 9 i 2.230 9 i −2.565 4 i 3.943 5 i 1.792 8 i 2.157 1 i −3.143 5 i

16 −1.896 0 i −3.474 2 i −2.964 3 i −2.142 9 i 2.230 9 i −2.565 4 i −2.339 6 i 1.792 8 i −4.126 0 i 3.139 7 i

17 4.387 2 i 2.809 0 i 3.318 9 i 4.140 3 i 2.230 9 i −2.565 4 i 3.943 5 i 1.792 8 i 2.157 1 i 3.139 7 i

18 −1.896 0 i −3.474 2 i −2.964 3 i −2.142 9 i 4.052 3 i −2.565 4 i −2.339 6 i −4.490 4 i −4.126 0 i −3.143 5 i

19 −1.896 0 i 2.809 0 i −2.964 3 i −2.142 9 i −4.052 3 i −2.565 4 i −2.339 6 i 1.792 8 i −4.126 0 i −3.143 5 i

20 4.387 2 i 2.809 0 i 3.318 9 i −2.142 9 i 2.230 9 i −2.565 4 i 3.943 5 i 1.792 8 i 2.1571 i 3.139 7 i
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2) 3维hS约束下最短路径规划仿真结果如图

5所示.根据3.3.2节中的障碍物类型,可分为无限长
(闭合)及有限长两种情形.

(a) !"#

(b) $"#

图 5 3维空间中不同hS值对应的最短规划路径

5.2 C-空间-GVD-hS增广A*算法仿真
5.2.1 hS约束下的双车路径规划

基于文献 [18]及算法1,图6给出了C-空间-GVD
上双车路径规划的仿真实现.其中:无人车R1和R2

分别从 s1和 s2出发到达 g1和 g2;图 6(a)、图 6(b)中
路径 l1、l2分别连接两车初始终止位置;图6(c)中 l3

及 l4分别表示R2和R1在hS(l3)及hS(l4)约束下由

各自初始点到所对应终止点的最短路径;图6(d)中 l5

表示hS(l4)约束下R2的最短路径,其满足hS(l5) =

hS(l1) + hS(l4) + hS(l2).由定理11可知O上坐标的

选取不影响hS的具体取值.实际中,hS约束下的路
径规划为解决多车协同规划提供了新的方法.其中:
图6(c)所示的场景用于解决路径冲突问题;图6(d)所
示的场景用于车辆跟踪.
5.2.2 C-空间-GVD-A*算法与A*算法对比分析

1) 给定初始θ = 0、终止θ = −π/2、加加速度

Jerk(t) = 3m/s3以及a(t) = 1m/s2,图7(a)、7(b)分
别表示由 s1到 g1行驶用时66.19 s和57.92 s的A*和
C-空间-GVD-A*算法的仿真结果.由仿真结果可以
看出,对应于区域C1,图7(a)中CA∗

1 范围内TEB规划
的速度曲线v(t)的振荡幅度及频率较图7(b)中CVor

1

所示同一区域的更大;同时由转角ϕ(t)曲线可知该区

域内图7(a)所示振荡频率更高,从而对转轴产生的机
械冲击更强.此外相对于图7(b),图7(a)中v(t)曲线频

繁地跨越零值将导致车体高频次地切换前进和后退

动作,故而易增加车体在狭窄区域发生碰撞的风险.

(a) s s l1 2 1! "#$%&' (b) g g l1 2 2! "#$%&'

(c) ()*+,#&' (d) -)*+,#&'

图 6 不同情形下的地面无人驾驶双车路径规划

2) 给定初始θ = 0、终止θ = π以及与1)相同的
Jerk(t)和a(t),图7(c)、图7(d)分别表示由s2到g2行

驶用时117.24 s和94.71 s的A*和C-空间-GVD-A*算
法的仿真结果.其中区域C2及C3分别对应起始倒车

以及穿越狭窄长廊阶段的区域.首先对应于区域C2

的无人车v(t)及ϕ(t)曲线区域分别为CA∗
2 及CVor

2 ,由
图7(c)、图7(d)易看到CA∗

2 标识的区域内v(t)及ϕ(t)

较CVor
2 区域振荡幅度及频率更高.其次,对应于区域

C3,令TA∗及TVor分别表示无人车在A*算法和C-空
间-GVD-A*算法下的穿越时间,规定当速度偏差∆v

小于0.2m/s时的穿越时间T为平滑穿越时间,根据
图7(a)、图7(b)所对应的穿越时间TA∗ = 38.18 s和
TVor = 37.95 s以及平滑穿越时间TA∗

smo = 22.42 s和
TVor

smo = 36.41 s可知,平滑时间对于穿越时间的占比
分别为ρA∗ = 0.587, ρVor = 0.959,因此C-空间-GVD-
A*算法有着更好的性能表现.
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图 7 两种情形下C-空间-GVD-A*算法对TEB局部规划的影响

6 结 论

本文基于同调及de Rham上同调的相关理论研
究了拓扑空间中拓扑分类不变量约束下的路径规

划问题.首先,基于奇异同调和单纯同调说明了离
散无向图上路径拓扑分类不变量计算的可行性;其
次,利用de Rham上同调和光滑奇异上同调的同构
以及紧支Poincaré引理给出了路径拓扑分类不变量
积分表示及计算的理论基础;再次,基于拓扑空间的
对偶定理及de Rham上同调的Poincaré对偶给出了
空间中Delaunay三角网和Voronoi图的对偶及唯一
对应关系;最后,通过结合图搜索算法以及hS约束下

Voronoi图上的路径拓扑分离特性,给出一种无人驾
驶全局路径规划算法—– 2维C-空间-GVD-hS增广
A*算法.通过Gazebo搭建的非结构化环境中地面无
人驾驶单车及双车系统,验证了算法的有效性及与现
有方法相比的优越性.多车协同控制问题不仅需解
决拓扑约束下的路径冲突问题,还需解决多车编队及
跟随中的碰撞问题,本文所提出的算法仅针对空间拓
扑信息给出一种解决方案,实际应用时应结合其他可

行方法以得到更好的性能表现[19-22].此外,对于空旷
区域亦需进行改进.
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