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具有未知参数的非线性系统动态优化
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摘 要:针对具有未知参数和不等式路径约束的非线性系统动态优化问题,本文提出了一种新颖有效的数值求解

方法. 首先, 将未知参数视为一个动态优化问题的决策变量, 然后利用多重打靶法将无限维的含未知参数动态优

化问题转化为有限维的非线性规划问题,进而在不等式路径约束违反的时间段内,用有限多个内点约束替代原不

等式路径约束, 最后用内点法求解转化后的非线性规划问题, 在路径约束违反的一定容许度下, 经过有限多次步

数迭代后得到未知参数值的同时得到控制策略,并在理论上对所提出算法的收敛性进行了相应证明. 最后对两个

经典的含未知参数非线性系统的动态优化问题进行了数值仿真以验证本文所提算法的有效性.
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Abstract: This paper proposes a novel and effective numerical solution method for dynamic optimization problems
of nonlinear systems with unknown parameters and inequality path constraints. Firstly, the unknown parameters are
regarded as decision variables of the dynamic optimization problem. Then, the infinite-dimensional dynamic optimization
problem with unknown parameters is transformed into a finite-dimensional nonlinear programming problem by using the
multiple shooting method. Furthermore, within the time interval where the inequality path constraints are violated, the
path constraint of inequality is replaced by finite multiple interior point constraint. Moreover, the transformed nonlinear
programming problem is solved by using the interior point method. Under a certain tolerance for the violation of path
constraints, after finite number of steps iteration, the unknown parameter value is obtained and the control strategy is
obtained, and then the convergence of the proposed algorithm is proved theoretically. Finally, two classic examples are
given to verify the effectiveness of the proposed algorithm.
Keywords: nonlinear system； dynamic optimization； unknown parameters; inequality path constraint； multiple
shooting method； interior point method

0 引 言

动态优化是一类数学规划问题, 其目标函数和

约束函数依赖于微分方程或差分方程的解[1-2], 其

广泛应用在电力系统[3-4]、化工行业[5-6]、绿色能

源[7-8]和系统生物工程[9-10]等领域. 直接法[11]和间接

法[12]是求解动态优化问题的主要数值算法. 间接法

利用原问题的最优性条件来求解问题, 但是由于对

状态变量和/或控制变量的相关约束, 增加了转化原

问题再进行求解的这一过程的难度[13]. 并且如果非

线性系统结构比较复杂, 利用最优性等条件转化原

问题后得到的两点边值问题可能无法有效求解[14].

直接法的常用方法主要有打靶法[15]和配点法[16]. 配

点法将动态系统中的控制变量和状态变量同时离散

化, 然后将其作为设计变量, 离散化的过程增加了后

续非线性规划问题的求解规模, 使得最终的计算复

杂度较高. 打靶法包括直接打靶法和多重打靶法, 直

接打靶法将整个时间区域作为一整段进行处理, 但

由于对初值敏感,往往无法求得最优解. 多重打靶法

将整个时间区域分为若干段, 在每个时间段内离散

化控制变量. 多重打靶法兼具直接打靶法和配点法
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的优势, 可以通过合理的参数选择削减其缺点, 是一

种高效稳定的算法, 鉴于此, 本文采用多重打靶法来

求解动态优化问题.

此外, 为保障实际生产中的作业质量和安全, 在

动态系统的实际控制过程中, 常常需要对某些状态

变量和/或控制变量进行约束, 使其函数值的变化范

围在一定设定值内, 因此需要在满足不等式路径约

束的前提下进行动态优化问题的求解. 对于不等式

路径约束, Gritsis等[17]追踪不等式路径约束的最大违

反处的位置, 并大量离散化不等式路径约束来饱和

域以获得满足路径约束的解, 然而这种方法会导致

不连续. Floudas等[18]针对优化问题利用凸函数来近

似替代原路径约束, 其主要思想是自适应构造低阶

问题的凸松弛, 用它们的KKT条件等价替换松弛的

低阶问题, 但是这种方法主要应用于求解静态优化

问题. Liu等[19]将所有的不等式路径约束重新表述为

不可微惩罚项并纳入目标函数, 然后对惩罚项进行

光滑处理, 从而得到一个无不等式路径约束的光滑

最优控制问题, 但是在后续的求解过程中不等式路

径约束的违反程度会导致目标函数的改变, 从而使

得获取目标函数的梯度信息十分困难. 鉴于上述问

题, 本文设计了能在一定容许度下满足不等式路径

约束的算法.

另一方面, 未知输入参数往往存在于非线性系

统之中, 难以避免. 具有未知输入参数的优化一直是

系统工程中的一个重要问题. 未知输入参数主要可

以分为两类: 未知常参数[20]和变量参数[21]. 前者不

随时间而改变, 属于实数域, 而后者随时间的变化而

改变, 在工业过程的某个操作阶段可以被直接测量

或间接推导得出相应的数据. 因此,本文考虑了系统

动态方程中包含不确定未知参数的动态优化问题.

本文的研究目的在于求解具有不等式路径约束

的含未知参数非线性系统的动态优化问题, 本文的

不确定参数是系统的一个时不变控制变量/输入. 本

文主要的创新点如下:

(1)在保证未知参数求解精度的同时得到最优控

制轨迹,解决了非线性系统存在的不确定性问题;

(2) 在有效求解的同时满足不等式路径约束对

动态系统的约束, 算法在经过有限多次迭代后能

求得在指定不等式路径约束违反的一定容许度下

的KKT最优解;

(3) 在违反段内处理连续不等式路径约束, 有效

避免了在整个时域将其大量离散化为点约束所带来

的计算损耗。

本文其余内容安排如下: 首先对所研究的含未

知参数非线性系统动态优化问题进行描述; 然后详

细阐述了本文所设计的算法及多重打靶法和路径约

束的处理方法; 随后通过仿真实验验证了算法的有

效性;最后总结全文并展望算法的可改进方向.

1 问题描述

本文考虑的具有不等式路径约束的含未知参数

非线性系统的动态优化问题[22],描述如下:

min
u(t)

J = ϕ [tf , x (tf )] +

∫ tf

t0

L [t, x (t) , u (t) , w] dt (1)

s.t. ẋ (t) = f (t, x (t) , u (t) , w) ∀t ∈ T (2)

g [t, x (t) , u (t) , w] ⩽ 0 ∀t ∈ T (3)

x (t0) = x0 (4)

ul ⩽ u (t) ⩽ uu ∀t ∈ T (5)

t0 ⩽ t ⩽ tf (6)

其中, nw维向量w为非线性系统中的未知常数向量,

不随时间t的变化而改变, nx维状态变量x (t)和nu维

控制变量u (t)都是随时间t变化的函数, 初始时

间t0和终止时间tf在动态系统中都是固定不变的,

动态系统特性由常微分方程组(2)和不等式路径

约束(3)描述且初始状态为x0, 控制向量的上下界

为ul和uu, 目标函数由终端约束函数ϕ [·]和终端积分
函数L [·]组成. 为不失一般性, 假设函数对各变量均

连续可微.

本文研究的动态优化问题(1)-(6)可以简单描

述为:在系统可行初始条件(4)下, 满足不等式路

径(3)和(5)-(6)的同时,求得针对系统的最优控制策略

和未知参数的值,使得目标函数值最小.

2 算法描述

 !

图 1 算法主要结构图
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本文针对在不等式路径约束下限制下的含未知

参数非线性系统的动态优化问题, 首先利用多重打

靶法将无限维的含未知参数动态优化问题转化为有

限维问题, 未知参数也视为决策变量加入到相应问

题的求解中去, 原问题的系统动态特性得以保留. 然

后针对不等式路径约束采取内点约束法的处理方式,

在不等式路径约束的违反处, 将该时间段内的不等

式路径约束离散为有限个点约束, 最后在一定容许

度内, 经过有限次迭代后求得最优控制策略的同时

求得未知参数,算法主要结构图如图1所示.

2.1 多重打靶法

多重打靶法的核心思想[23]是: 在离散的时间网

格上将原问题中连续的控制变量进行参数化; 同时

在每个时间段上将状态变量的初始值作为新的自由

度纳入问题, 即将其同样作为待优化的参数, 然后独

立求解每个时间子区间的常微分方程组, 并引入辅

助变量, 构造匹配条件来保证转化后状态轨迹的连

续性. 于是原动态优化问题转化为一个有限维非线

性规划问题, 接着再用传统方法来求解此非线性规

划问题. 关于多重打靶法的收敛性，文献[23-24]对此

进行了详细的证明.

首先, 将动态优化问题的时间区域[t0, tf ]划分

为N个子区域Tk,时间节点tk为固定值:

Tk = [tk−1, tk] k = 1, 2, ..., N (7)

t0 ⩽ t1 ⩽ ... ⩽ tk ⩽ ...tN−1 ⩽ tN = tf (8)

在时间网格节点上对nu维控制变量u (t)的第i个分

量ui (t)进行插值以近似表达控制向量随时间变化的

曲线:

ui (t) =

N∑
k=1

uk
i (t)χk (t) (9)

其中uk
i (t)表示控制分量ui (t)在时间区间Tk内的值,

单位开关函数为:

χk(t) =

1, t ∈ [tk−1, tk]

0, t /∈ [tk−1, tk]
(10)

uk
i (t)可通过基函数插值近似为:

uk
i (t) ≈

M∑
k=0

σk
i

[
Φk (t)

]M
(11)

其中Φk (t)是基函数, M是基函数的阶.

控制参数σk
i是线性组合系数, 可以通过选择不

同的Φk (t)和M来用不同的参数化方法表达u (t). 本

文主要采用分段常数来参数化控制向量:

uk
i (t) = σk

i (12)

本文中针对非线性系统中存在的nw维未知参

数向量w的求解, 采取将w也视为决策变量的方法,

且w是常实数向量,在前文中将控制变量u (t)在整个

时间区域内分为了N段常数,则非线性系统中的第一

个未知常数w1可视为第N + 1段. 则多重打靶法中的

控制参数扩展为:

σ =
[
σk
i w
]T

(13)

令状态变量在时间网格上进行打靶, 在靶段起点处

引入辅助向量:

s =
[
sT1 , s

T
2 , ..., s

T
N−1

]T
(14)

其中sk (k = 1, 2, ..., N − 1)表示状态变量x (t)在每

个靶段上的初始值. 这样,在每个打靶区间内状态变

量彼此都不相关, 原系统的动态方程可以作为初值

问题(Initial Value Problem, IVP)来求解:

ẋk (t) = f [σk, xk (t) , t] t ∈ [tk−1, tk] (15)

xk (tk) = sk (16)

引入匹配条件作为等式约束以保证状态变量在整个

时间区域上的连续性:

xk (tk+1)− sk+1 = 0 (17)

上述多重打靶法的基本原理可以利用图2和

图3来描述, 图2和图3分别为算法初始和终止时的状

态变量和控制变量的示意图. 在起始阶段各个靶段

的状态变量并不连续, 通过后续的数值迭代优化, 约

束条件慢慢得到满足,各个靶段的状态变量连接成为

一条连续的曲线.
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图 2 多重打靶法初始阶段[24]
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图 3 多重打靶法终止阶段[24]
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采用上述的多重打靶法对原问题(1)-(6)进行处

理, 得到如下通过确定控制参数σ和辅助参数s来求

解的有限维NLP问题,描述如下:

min
σ,s

J = ϕ [tf , x (tf )]+

N∑
k=1

∫ tk

tk−1

L [t, xk (t) , σk] dt (18)

s.t. ẋ (t) =

N∑
k=1

f (t, xk (t) , σk) (19)

g [t, xk (t) , σk] ⩽ 0 (20)

xk (tk) = sk (21)

xk (tk+1)− sk+1 = 0 (22)

ul ⩽ σ ⩽ uu (23)

tk−1 ⩽ t ⩽ tk k = 1, 2, ..., N (24)

对于多重打靶法处理后的动态优化问题, 可利

用成熟的求解非线性规划问题的算法来求解. 本文

采用四阶龙格-库塔法进行数值积分求解每一个靶段

内的状态变量,并利用内点法来求解NLP问题.

2.2 路径约束的处理

本小节首先详细介绍了所设计的算法步骤，然

后对算法的收敛性进行了理论证明.

2.2.1 算法步骤

对于动态优化问题中的不等式路径约束, 本文

参考文献[25]中的方法来处理, 在整个连续时间区

域内均需满足式(3), 在违反约束的时间段内, 通过

对g (t)的局部离散化, 从而对式(1)和式(2)构成的动

态系统施加有限多个点约束:

g [tj , x (tj) , u (tj) , w] ⩽ 0 (25)

其中, tj , j = 1, 2, ...,M是时间区域[t0, tf ]内M个违

反约束的离散时间点的集合. 更详细的细节可在参

考文献[25]中找到. 下面给出本文中求解在不等式路

径限制下的含未知参数非线性系统的动态优化问题

的具体算法步骤:

step1: 设置待优化参数的初值σ(0)和s(0);初始化

违反不等式路径约束的时间点集合T (0) ∈ T ; 设置

有限且任意小的容许度ξ > 0和分段数N; 令迭代次

数l = 0;

step2: 求解不带有不等式路径约束的问题,即解

式(18)-(19)和式(21)-(24)构成的问题;

step3: 根据σ(l)和s(l)求解式(15)-(16)构成的初值

问题, 获得状态变量x
(
t
∣∣σ(l), s(l)

)
, 计算目标函数

值J (l);

step4: 在容许度ξ > 0下检查g (t) ⩽ ξ在时间

段t ∈ [t0, tf ]的违反情况，将每个靶段中路径约束

违反量最大的时间点添加到点集T (0),该点约束集合

替代了式(3),更新T (l);

step5: 使用内点法求解NLP问题,获得新的优化

参数σ(l)和s(l);

step6: 判断是否满足算法的终止条件,若在容许

度ξ > 0下时间段tj ∈ T (l)内g (tj) ⩽ ξ, 则停止算

法并输出结果,否则继续求解带现有点约束的NLP问

题,并令l = l + 1,转step3;

在上述迭代求解过程中, 如果不满足不等式路

径约束的限制,算法则会重复step3到step6的过程,不

断迭代求解来调整优化参数σ(l)和s(l),从而降低路径

约束的违反程度直至收敛至一定容许度ξ内. 将连续

时间域内的g (t)转化至有限个点约束的过程是收敛

的, 在下一小节会对这部分内容进行证明, 因此整个

动态优化算法能经过有限多次迭代最终找到满足指

定容许度ξ下的解.

2.2.2 收敛性证明

对于上文中将路径约束转化至点约束的这一过

程的收敛性分析,相应的证明过程如下:

对于式(3)中的每一个不等式路径约束g (t), 满

足以下假设[26]:

假设1 g (t)一阶可导, 且|ġ (t)| ⩽ L, L ⩾ 0,对

于t /∈ SN . 其中, g (t)上存在有界不连续的时间点集

合为SN且SN ∈ SM , SM为有限集:

SM =
{
t0, t1, ..., tN(ξ) ≡ tf

}
⩽ 0 (26)

定 理1 若 式(3)中 每 一 个 不 等 式 路 径 约

束g (t)对于上述假设均满足, 则对于g (t)存在点

集SM使得:

g (t) ⩽ ξ, ξ > 0 t ∈ [t0, tf ] (27)

证明 使用多重打靶法处理原动态优化问题后,

时间区域被划分为N段相等的时间段Tk,在每个时间

段Tk上求解IVP问题时,对于其中任意一个小的单边

开区间分段Ti = [ti, ti+1) , Ti ∈ T, ti < ti+1,由于满

足假设,故可运用区间中值定理,得:

|g (t)− g (ti)| ⩽

(
sup

τ∈[ti,t]

|ċ (τ)|

)
|t− ti| t ∈ Ti (28)

当|ti+1 − ti| < δ, δ > 0时,进一步放缩可得:

|g (t)− g (ti)| ⩽

(
sup

τ∈[ti,t]

|ċ (τ)|

)
|ti+1 − ti| t ∈ Ti

⩽ L |ti+1 − ti| t ∈ Ti ,

⩽ ξ t ∈ Ti (29)
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去除上式绝对值,移项后得:

g (ti)− ξ ⩽ g (t) ⩽ g (ti) + ξ t ∈ Ti (30)

将g (ti) ⩽ 0代入式(29)可得:

g (t) ⩽ g (ti) + ξ ⩽ ξ t ∈ Ti (31)

同理, 推广到时间区域[t0, tf ]上的每个子时间

段Ti, i = 0, 1, ..., N (ξ)− 1,上式同样成立,故有:

g (t) ⩽ ξ t ∈ T (32)

其中, N (ξ)是ξ的函数, 对于有限的ξ > 0, N (ξ)也有

限.证明成立. □
3 仿真实验

为了验证本文所提出算法求解动态优化问题的

有效性, 多重打靶法中使用等间隔的分段常数来近

似,收敛容许度ξ设为10−6, NLP求解器的求解精度设

为10−6, 对两个经典的含未知参数非线性系统的动

态优化问题进行数值仿真实验.

仿真1 最速下降问题

本文首先选用最速下降问题[27]来进行仿真, 在

原问题基础上加上不等式状态路径约束，引入未知

参数w,则数学模型可重新表述为:

min
u(t)

J = w

s.t. ẋ1 (t) = wx3 sin (u (t))

ẋ2 (t) = −wx3 cos (u (t))

ẋ3 (t) = 9.8w cos (u (t))

− (x1 (t)− 2)
2 − x2 (t)− 1 ⩽ 0

x (0) = [0 0 0]
T

x (tf ) = [10 − 3]
T

0 ⩽ u (t) ⩽ π

0 ⩽ t ⩽ 1 (33)

求解时将控制变量的初始值设置为π/2, 使用

内点法求解转化后的非线性规划问题, 得到分段

数N为20时的不等式路径约束曲线, 控制曲线和路

径约束曲线如图4和图5所示, 此时未知参数w的值

为2.0412108,详细的结果见表1.

表 1 最速下降线问题的求解结果

研究者 分段数 目标函数值J 计算时间

本文 20 2.0412108 107.2s

文献[28] 20 2.0516 144.8s

此外, 本文所提方法还与文献[28]的方法进行

了对比, 对比结果如表1所示, 本文所采用的算法

在N取20时所求得的目标函数值为2.0412108, 小于

文献[28]的目标函数值2.0516,并且求解时间为107.2s,

仅为文献[28]的74.03%. 比较可知,本文所求得的目标

函数值优于文献[28], 体现了本文算法在计算精度上

的优势. 同时,本文算法所用计算时间少于文献[28]所

用的时间,体现了算法在计算效率上的优势.
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图 4 控制曲线

分析图4可知, 图中的控制轨迹满足原问题对其的边

界约束. 分析图5可知,图5中红虚线代表0,蓝实线代

表不等式路径约束g (t)的值, 蓝色星星代表g (t)的最

大值, 从图5中可以看到在整个时域内都满足不等式

路径约束, 说明本文所提方法在处理不等式路径约

束方面效果良好.
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图 5 路径约束曲线

仿真2 油页岩热解问题

上面所使用的第一个算例是纯数学上的理论算

例, 因此为全面验证本文方法的优越性, 本文选用更

具有实际意义的油页岩热解问题作为本文的第二个

仿真算例, 油页岩热解问题是一个经典的化工过程

系统的优化问题, 油页岩中的有机物干酪根在热解

后分解为热解沥青, 通过加热反应产生的该产物经

济价值很高.因此,此算例更具有现实意义.

参考文献[29], x1 (t)表示油页岩中的有机物干酪

根浓度, x2 (t)表示热解沥青浓度,油页岩热解问题的
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数学模型可表述为如下形式:

min
u(t)

J = −x2 (tf )

s.t. ẋ1 (t) = −w (k1x1 + (k3 + k4 + k5)x1x2)

ẋ2 (t) = w (k1x1 − k2x2 + k3x1x2)

ki = ai exp

[
−bi

Ru (t)

]
i = 1, 2, 3, 4, 5

Inai = (8.86 24.25 23.67 18.75 20.70)

bi/R = (10215.4 18820.5 17008.9 14190.8 15599.8)

x1 (t) + x2 (t)− 1 ⩽ 0

x (0) = [1, 0]
T

698.15 ⩽ u (t) ⩽ 748.15

0 ⩽ t ⩽ 1 (34)

求解时将控制变量的初始值设置为723.15, 使

用内点法求解转化后的非线性规划问题, 得到分段

数N为10时的不等式路径约束曲线, 控制曲线和路

径约束曲线如图6和图7所示, 此时未知参数w的值

为8.3502232,详细结果见表2.

表 2 油页岩热解问题的求解结果

研究者 分段数 目标函数值 参数w 计算时间

本文 10 -0.35360638 8.3502232 42.68s

文献[29] 10 -0.353606 8.3501 —-

本文方法能有效求解出未知参数的值, 所求得

的目标函数值-0.35360638与文献[29]结果-0.353606基

本一致, 文献[29]未给出计算时间的值，故而无法与

本文进行比较。此外，实际上，本文选取文献[29]中

的算例作为本文仿真算例的初衷在于：本文所选取

的第一个算例是纯数学上的理论算例，因此为全面

验证本文方法的优越性，本文才选用了更具有实际

意义的经典的化工过程中的油页岩热解问题作为本

文的第二个仿真算例，更能体现本文方法对实际系

统也具有相应的适用性。
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图 6 控制曲线

分析图6可知, 图中的控制轨迹满足原问题对其的边

界约束. 分析图7可知, 可以看到在整个时域内都满

足不等式路径约束, 说明本文所提方法在处理不等

式路径约束方面效果良好.
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图 7 路径约束曲线

综合两个仿真实验, 本算法能在一定容许度内

满足不等式路径约束，在求解出控制策略的同时求

解出未知参数的值，验证了该方法在求解动态优化

问题的有效性.

4 结论

本文针对在不等式路径约束限制下的含未知参

数的非线性系统的动态优化问题的求解, 提出了一

种有效求解该类型动态优化问题的算法. 针对参数

求解问题中模型线性化所导致的误差, 本文将未知

参数w和分段处理后的u(t)一同视为决策变量, 达到

同时精确求解的效果, 针对不等式路径约束的处理,

在约束违反的时间段内, 该算法通过将原不等式路

径约束离散为有限多个内点约束, 并证明了可以在

有限次数内收敛, 最后通过两个仿真实验的结果验

证了该算法的有效性. 本文所研究的未知参数在整

个控制过程中保持不变, 实际工业生产过程中, 动态

模型中的参数可能会随着时间或加工环境的改变而

变化, 故下一步可研究含可变的未知参数的非线性

系统的动态优化问题.
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