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基于分布鲁棒优化的城市轨道交通网络末班车衔接研究
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摘 要: 随着我国城市轨道交通网络规模快速扩张,线路间协调配合的高度复杂性给城市轨道交通的运营组织与
管理带来极大挑战.针对客流需求及其分布双重不确定条件下的城市轨道交通网络末班车衔接优化问题,提出一
种分布鲁棒机会约束规划模型,即在给定容忍度下最小化最坏条件下的换乘失败客流量.通过分析分布鲁棒优化
模型与其对应鲁棒优化模型之间的联系,证明该模型为鲁棒优化模型的推广形式.基于有限的期望和方差信息构
造高斯分布非精确集,采用对偶理论将原模型转化为可利用CPLEX求解的混合整数二阶锥规划形式,并通过数值
实验验证所构建模型的有效性.算例结果表明:分布鲁棒模型对于小规模网络可利用CPLEX快速求得精确解;相
比鲁棒模型可有效避免产生过于保守的优化结果;相比随机模型可有效降低极端情况下换乘失败客流量,具有较
强的鲁棒性.
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Abstract: With the rapid development and expansion of the urban rail transit network in China, the coordination
between different lines brings great challenges to the operation due to its high complexity. In order to minimize the
unsuccessful transfer-passenger flows of last-train under the worse case with the given level of tolerance, a
distributionally robust chance-constrained programming model is proposed for the last-train connection planning
problem in urban rail transit networks under uncertain transfer-passenger demand. In particular, the probability
distribution of uncertain parameters is only partially known. By analyzing the relationship between the distributionally
robust optimization model and the corresponding robust optimization model, it is proved that the former is an extension
of the latter. Furthermore, the original model can be reformulated into a second-order mixed-integer conic programming
form under the Gaussian perturbations ambiguity set based on the limited information of expectation and variance,
which can be solved by CPLEX. The results of numerical examples indicate that the proposed model can be solved to
optimality quickly by CPLEX on a small network, and can effectively avoid over-conservative solutions compared to the
robust optimization model and reduce unsuccessful transfer-passenger flows in the extreme situation compared with the
stochastic programming model, which exhibits more robust performance.
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0 引 言

城市轨道交通是为解决人们对于长距离、便

捷、高效、环保出行的诉求,顺时代潮流应运而生
的一种公共交通方式.截至 2020年底,全国 (不含港
澳台)共有45个城市开通运营城市轨道交通线路244
条,其中拥有4条及以上运营线路,且换乘站3座及以
上的城市22个.此外,正在实施获批建设规划线路超
7 000 km,多地进入网络化运营阶段[1].在快速发展过
程中,我国的城市轨道交通虽然取得了显著成绩,但
同时也给运营带来了巨大挑战.比如,城市轨道交通
网络规模迅猛发展,地铁服务线路数量不断增加,使
得线与线之间的协调、衔接越来越复杂,尤其在末
班车时段.由于末班车是乘客通过经济便捷的城市
公共交通到达目的地的最后机会,如果运营组织不合
理,则会导致乘客深夜进站后,在理论上存在无法赶
上自己所需换乘的末班车,最终无法成功抵达目的地
的可能性.这不仅浪费乘客时间,还会带来金钱的损
失,并降低乘客对城市轨道交通的满意度,不利于城
市轨道交通的长远发展.鉴于此,对末班车时刻表进
行协调优化以保证换乘衔接的成功性,具有非常重要
的现实意义和社会价值.
近年来,国内外学者逐步认识到末班车的重要

性,开始着眼于对确定客流需求条件下的城市轨道交
通末班车衔接优化问题进行研究.宁丽巧等[2]以总

乘客换乘等待时间最小为目标,通过调整发车间隔、
停站时间及区间运行时间,构建了末班车时段时刻表
协同优化模型,并利用CPLEX进行求解; Kang等[3]针

对末班车衔接问题,提出了非线性混合整数线性规划
模型,并设计启发式算法进行求解;陈垚等[4]基于末

班车双向衔接的重要性,提出缩减区间运行时间和非
换乘站停站时间,同时延长在换乘站的停站时间的策
略,以实现最大化换乘成功的乘客数量的目标; Kang
等[5]以最小化末班车时段乘客的换乘时间为目标,构
建了一种混合整数规划模型以优化列车在各站的到

发时间;徐文恺等[6]针对随机延误情景,以最大化换
乘成功的乘客数量和最小化调整时刻表与计划时刻

表偏离程度为双目标,构建了网络末班车时刻表调整
模型,并使用CPLEX软件求解得到Pareto最优解;吴
建军等[7]以北京轨道交通网络为例,提出了一种末班
车衔接矩阵的表示方法,并建立了末班车换乘衔接性
的评价指标体系; Kang等[8]考虑轨道交通末班车与

公交的衔接问题,以最大化成功服务的乘客数量为目
标,构建了混合整数规划模型并设计了启发式算法进
行求解;温芳等[9]考虑关键OD可达对数之和与各列

车收车延迟惩罚,构建了城市轨道交通末班车时刻表
优化模型,并采用遗传算法进行求解;袁振洲等[10]考

虑乘客换乘走行时间差异,以全网乘客的换乘感知费
用总和最小为目标,建立末班车时段多趟列车的时刻
表衔接优化模型;吴家文等[11]以最大化换乘成功的

乘客数量为目标,建立末班车衔接优化模型,并设计
了线路分层递进衔接优化算法进行求解; Chen等[12]

将停站时间和区间运行时间作为决策变量,建立了以
换乘成功客流量最大为目标的末班车时刻表优化模

型; Zhou等[13]考虑末班车时段列车运行图与乘客的

路径选择协同优化问题,提出3种简化轨道交通网络
的方法,进一步构建了一个混合整数规划模型并利用
CPLEX软件进行求解; Guo 等[14]以北京轨道交通网

络为例,提出了一种改进的非支配方法以获得末班车
最优调度方案; Yang等[15]将末班车协同优化问题转

化为时空网络设计问题,基于不同的可达性测度分别
建立线性规划模型,并设计了基于拉格朗日松弛的启
发式算法进行求解.

然而,上述成果仅仅面向确定性客流需求.由于
城市轨道交通客流具有显著的随机分布特征,在编制
列车时刻表时,若仅考虑确定性客流需求将难以适应
实际运营情况,且极大可能造成运力资源的浪费.因
此,为处理不确定客流需求,学者们提出了随机规划、
鲁棒优化和分布鲁棒优化3种方法. Yang等[16]采用

场景集的表示方法对客流的随机性进行刻画,并根据
均值-方差准则构建以“换乘成功的乘客数量最大化”
和“列车运行时间最小化”为目标的城轨末班车衔

接随机规划模型; Yang等[17]针对客流不确定条件下

的城市轨道交通末班车时刻表优化问题,提出两个基
于可靠性准则的非期望效用函数,在此基础上构建了
最大-最小化可靠性优化模型和百分位可靠性优化模
型,并设计禁忌搜索算法进行求解.然而,随机规划需
要提前已知不确定性客流需求的所有分布信息,这在
实际操作中几乎无法实现;另一方面,鲁棒优化是针
对最差的情况进行优化,其结果过于保守.为克服上
述问题,学者们提出一种分布鲁棒优化方法,该方法
通过历史数据构建随机变量的不确定集合,在充分利
用统计分布信息的同时避免了保守性过高的问题,因
此近年来发展迅猛.针对碳排放分布信息未知时的
不确定p枢纽中位问题,殷方浩[18]通过假定不确定碳

排放的真实分布属于一个非精确集,以最小化交易成
本为目标构建了分布鲁棒优化模型;考虑不确定需
求下的救灾管理问题, Wang等[19]基于均值-CVaR准
则建立了两阶段分布鲁棒优化模型,以同时优化设施
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选址、库存预定位和交付决策;针对车辆路径规划问
题, Zhang等[20]使用基于Wasserstein距离的不确定集
来描述接近经验分布的模糊分布,并以极小化服务完
成风险指数为目标,提出了一种分布鲁棒优化模型.

目前,在面向客流需求不确定的城轨网络末班
车衔接问题中,采用分布鲁棒优化方法的研究较
少. Yang等[21]以最大化换乘成功的乘客数量为目标,
提出一种基于随机变量均值、支撑集信息已知的非

精确集的分布鲁棒优化模型,但该非精确集结构相对
简单,逼近效果有待提升.鉴于此,本文在既有研究的
基础上,考虑换乘客流需求的不确定性,将其划分为
“名义上的客流需求”与“额外的波动性客流需求”

之和,以极小化换乘失败的乘客数量为目标,针对客
流需求及其分布双重不确定条件下城轨网络末班车

衔接问题,构建一种基于分布鲁棒优化方法的机会约
束规划模型.具体地,通过对网络中各线路末班车的
始发时间、区间运行时间和停站时间进行协同优化,
编制末班车运营时刻表.由于该模型属于半无限规划
问题,无法直接利用CPLEX进行求解,本文利用高斯
分布非精确集对该模型进行转化和逼近,进而推导出

该模型的计算可处理形式.

1 问题描述

1.1 城市轨道交通网络末班车衔接优化问题

考虑一个包含若干条线路的城市轨道交通网络,
因为本文聚焦于不同线路的末班车在换乘站的衔接

情况,所以着重研究列车及乘客在换乘站的行为.对
列车而言,城轨网络末班车衔接优化问题本质上是在
各换乘站上,对不同线路的列车之间到发时序的优化
问题;对乘客而言,该问题关系到其能否换乘成功.为
了在提高换乘成功乘客数量的同时提升衔接方案的

工程实用性,在优化城轨网络末班车时刻表时需要考
虑各种不确定因素的影响,主要包括客流需求的不确
定性和列车运营过程中的不确定性.由于城轨客流
在不同的运营日期具有显著的随机性,在需求不确定
条件下研究城市轨道交通网络末班车衔接优化问题

更具有应用价值.

1.2 变量定义

为建模需要,表1给出了模型相关参数和变量的
符号及定义.

表 1 参数与变量

符号 定义

L 城市轨道交通线路集合

H 城市轨道交通换乘车站集合

l, l′ 城市轨道交通线路标识

hi 城市轨道交通换乘车站标识

Pll′hi
在车站hi由线路 l末班车换乘至线路 l′末班车的总客流需求

P ll′hi
在车站hi由线路 l末班车换乘至线路 l′末班车名义上的客流需求

P̂ll′hi
在车站hi由线路 l末班车换乘至线路 l′末班车的波动性客流需求

tzll′hi
乘客在车站hi由线路 l末班车换出,走行至线路 l′的时间

twll′hi
乘客在车站hi由线路 l末班车换出,抵达线路 l′站台后,等待该末班车离站的时间

trlhi
线路 l末班车在车站hi至hi+1的最小区间运行时间

trlhi
线路 l末班车在车站hi至hi+1的最大区间运行时间

tslhi
线路 l末班车在车站hi的最小停站时间

tslhi
线路 l末班车在车站hi的最大停站时间

tdl0 线路 l末班车的最早始发时间

tdl0 线路 l末班车的最晚始发时间

T 城轨网络末班车的总运营时间

talhi
决策变量,线路 l末班车在车站hi的到达时间

tdlhi
决策变量,线路 l末班车在车站hi的出发时间

tdl0 决策变量,线路 l末班车的始发时间

trlhi
决策变量,线路 l末班车在车站hi至hi+1的区间运行时间

tslhi
决策变量,线路 l末班车在车站hi的停站时间

Xll′hi
0-1决策变量,若乘客在车站hi换乘成功,则Xll′hi

= 0,否则为1

Z 整数决策变量,辅助变量



第1期 卢亚菡等: 基于分布鲁棒优化的城市轨道交通网络末班车衔接研究 251

1.3 问题假设

1) 假设不同乘客的换乘走行时间相等.由于末
班车乘客人数较少,不会因为换乘通道拥堵而延长走
行时间.此外,末班车时段的乘客大多为中青年人,异
质性较小,走行时间波动性较小.

2) 假设末班车运能充足,可以服务所有客流需
求.由于末班车运行时段的特殊性和乘客的出行特
点,该时段客流需求一般远远达不到运能.

2 模型构建

2.1 约束条件

为了在降低换乘失败率的同时保证列车运营安

全,模型需满足一系列约束条件,具体表述如下:
1)列车运行约束

talhi
= tdl0 +

i−1∑
v=1

trlhi
+

i−1∑
v=1

tslhi
, ∀l ∈ L, hi ∈ H; (1)

tdl′hi
= tdl′0 +

i−1∑
v=1

trlhi
+

i∑
v=1

tslhi
, ∀l ∈ L, hi ∈ H;

(2)

trlhi
⩽ trlhi

⩽ t
r
lhi

, ∀l ∈ L, hi ∈ H; (3)

tdl0 ⩽ tdl0 ⩽ t
d
l0, ∀l ∈ L, hi ∈ H; (4)

tslhi
⩽ tslhi

⩽ t
s
lhi

, ∀l ∈ L, hi ∈ H; (5)∑
l∈L

∑
hi∈H

(trlhi
+ tslhi

) ⩽ T. (6)

上述约束中:式 (1)和 (2)利用始发时间、区间运行时
间和停站时间,对列车在各车站的到发时间进行追
踪;式 (3)和 (4)为列车运行安全约束,受区段长度、坡
度、限速、城轨交通运营时限等因素的影响,始发时
间、区间运行时间均应在一定范围之内;式 (5)为停

站时间约束,延长停站时间可以提高换乘的成功性,
减小停站时间可以缩减运营时间,从而减小在车乘客
的旅行时间;式 (6)为总运营时间约束,考虑到城轨列
车的夜间检修要求,应避免过晚结束运营.

2)乘客换乘约束
乘客换乘行为有两种结果:换乘成功或者失败.

如图1所示,换出列车 l进站,换乘乘客下车,通过一段
时间的走行抵达换入列车 l′所在站台.此时,若列车 l′

已到站,则乘客直接上车,即等待时间 twll′hi
= 0;若列

车 l′还未到站,则等待其到站后再上车,最后乘客随
列车 l′ 一同离站,即等待时间 twll′hi

> 0.综上所述,乘
客若换乘成功,则必存在 twll′hi

⩾ 0.鉴于此,可通过判
断等待时间是否大于等于0来获知换乘成功的乘客
总数量,其中换乘等待时间为换出列车的离站时间、
换入列车的到站时间及换乘走行时间的差值,即

twll′hi
= tdl′hi

− talhi
− tzll′hi

, ∀l ∈ L, l′ ∈ L, hi ∈ H.

(7)

进一步,引入0-1决策变量Xll′hi
表示换乘结果,

Xll′hi
= 0表示换乘成功,Xll′hi

= 1表示换乘失败,即

−M ·Xll′hi
⩽ twll′hi

< M · (1−Xll′hi
),

∀l ∈ L, l′ ∈ L, hi ∈ H. (8)

Xll′hi
= {0, 1}, ∀l ∈ L, l′ ∈ L, hi ∈ H. (9)

其中M为一个充分大的正数.
此外,所有与列车运行相关的变量均应为非负

值,即

talhi
⩾ 0, tdlhi

⩾ 0, trlhi
⩾ 0, tslhi

⩾ 0,

∀l ∈ L, hi ∈ H. (10)
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图 1 末班车衔接示意图

2.2 模型目标

模型优化目标为最小化末班车换乘失败的乘客

数量.通过引入非精确机会约束计算该目标,以实现
在给定任意容忍度ε的条件下均可进行相应优化的

目的,即

minZ.

inf
P∈P

Prob
θll′hi

∼P

{∑
l∈L

∑
l′∈L

∑
hi∈H

(Xll′hi
Pll′hi

) ⩽ Z
}
⩾

1− ε; (11)
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Pll′hi
= P ll′hi

+ θll′hi
P̂ll′hi

,∀l ∈ L, l′ ∈ L, hi ∈ H.

(12)

其中 θll′hi
为已知部分概率分布信息的不确定变量,

换乘客流需求的不确定性通过该变量来体现.综上所
述,不确定客流需求条件下,城轨网络末班车衔接问
题的分布鲁棒模型(记作DRO模型)如下所示:

min Z;

s.t. 约束条件(1) ∼ (12). (13)

由于所提出的DRO模型 (13)带有非精确机会约
束 (11),难以利用优化求解器直接对其进行计算.下
面设计一个高斯分布下的非精确集,将该约束转化为
计算上可处理的安全凸逼近形式.
值得注意的是,当容忍度ε = 0时,非精确机会约

束(11)退化为如下形式:

inf
P∈P

Prob
θll′hi

∼P

{∑
l∈L

∑
l′∈L

∑
hi∈H

(Xll′hi
Pll′hi

) ⩽ Z
}
=1.

(14)

此时, DRO模型 (13)退化为与之对应的鲁棒优化模
型(记作RO模型).

3 模型求解

为方便求解,设计一种高斯分布族下的非精确集
P ,该非精确集可将上述DRO模型转化为计算可处
理的安全凸逼近形式,且其参数在工程上可根据历
史数据获得.特别地,与Zhang等[20]采用的非精确集

相比,本文所构建的集合P更加全面地引入了不确定
变量的概率分布信息,在理论上拥有更精确的逼近效
果.

3.1 高斯分布非确定集

假设不确定变量θll′hi
的真实分布P服从于高斯

分布,即P ∼ N(µ, σ).在实际运营中,最常见的情况
是仅仅知道该分布中均值的取值范围与方差的上界,
这种部分分布信息已知的条件下可以得到如下高斯

分布非精确集(Gaussian):

P = {P : EP [θll′hi
] = [µ−

ll′hi
, µ+

ll′hi
],

σll′hi
⩽ υll′hi

, ∀l ∈ L, l′ ∈ L, hi ∈ H}, (15)

其中µ±
ll′hi
和υll′hi

为根据历史数据得到的参数.

3.2 非精确机会约束的计算可处理形式

当 θll′hi
的真实分布P服从于高斯分布时,对于

∀l ∈ L, l′ ∈ L, hi ∈ H而言, θll′hi
是彼此独立且分布

信息部分已知的高斯随机变量.在此条件下,非精确
机会约束(11)可以进行一系列等价转换,如下所示:

Qll′hi
= Xll′hi

P ll′hi
, ∀l ∈ L, l′ ∈ L, hi ∈ H; (16)

Q̂ll′hi
= Xll′hi

P̂ll′hi
, ∀l ∈ L, l′ ∈ L, hi ∈ H; (17)∑

l∈L

∑
l′∈L

∑
hi∈H

Qll′hi
+

∑
l∈L

∑
l′∈L

∑
hi∈H

max[µ−
ll′hi

Q̂ll′hi
, µ+

ll′hi
Q̂ll′hi

]+

Φ−1(1− ε)

√∑
l∈L

∑
l′∈L

∑
hi∈H

(σ2
ll′hi

· Q̂2
ll′hi

) ⩽ Z. (18)

其中Φ−1(1− ε)为标准正态分布的反函数, 1− ε为置

信水平,当置信水平大于等于1/2时才具有现实意义,
因此本文对ε的取值作出ε ⩽ 1/2的限制.
上述约束中,为更加清晰地进行表述,式 (16)和

(17)分别引入辅助变量Qll′hi
和 Q̂ll′hi

;对于给定参数
µ±
ll′hi
、υll′hi

和容忍水平ε,式 (18)为非精确机会约束
(11)的等价形式,证明过程如下:
首先,基于标准正态分布,将约束(11)标准化为

inf
P∈P

Prob
θll′hi

∼P

{∑
l∈L

∑
l′∈L

∑
hi∈H

[Q̂ll′hi
(θll′hi

− µll′hi
)]∑

l∈L

∑
l′∈L

∑
hi∈H

(Q̂2
ll′hi

υ2
ll′hi

)
⩽

Z −Qll′hi
−
∑
l∈L

∑
l′∈L

∑
hi∈H

(Q̂ll′hi
µll′hi

)∑
l∈L

∑
l′∈L

∑
hi∈H

(Q̂2
ll′hi

υ2
ll′hi

)

}
⩾ 1− ε.

(19)

进一步,根据标准正态分布的分布函数的性质得到

Φ
(Z −Qll′hi

−
∑
l∈L

∑
l′∈L

∑
hi∈H

(Q̂ll′hi
µll′hi

)∑
l∈L

∑
l′∈L

∑
hi∈H

(Q̂2
ll′hi

υ2
ll′hi

)

)
⩾ 1− ε.

(20)

当ε ⩽ 1/2时,存在Φ−1(1 − ε) ⩾ 0,因此约束 (20)可
等价转化为

Z−Qll′hi
−
∑
l∈L

∑
l′∈L

∑
hi∈H

(Q̂ll′hi
µll′hi

)∑
l∈L

∑
l′∈L

∑
hi∈H

(Q̂2
ll′hi

υ2
ll′hi

)
⩾ Φ−1(1−ε).

(21)

即

Qll′hi
+
∑
l∈L

∑
l′∈L

∑
hi∈H

(Q̂ll′hi
· µll′hi

)+

Φ−1(1− ε) ·
√∑

l∈L

∑
l′∈L

∑
hi∈H

(υ2
ll′hi

· Q̂2
ll′hi

) ⩽ Z.

(22)

进一步,由于µll′hi
∈ [µ−

ll′hi
, µ+

ll′hi
], υ2

ll′hi
⩽ σ2

ll′hi
,可

以得到

max
{
Qll′hi

+
∑
l∈L

∑
l′∈L

∑
hi∈H

(Q̂ll′hi
· µll′hi

)+
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Φ−1(1− ε)

√∑
l∈L

∑
l′∈L

∑
hi∈H

(υ2
ll′hi

· Q̂2
ll′hi

)
}
⩽ Z ⇒

Qll′hi
+

∑
l∈L

∑
l′∈L

∑
hi∈H

max[Q̂ll′hi
µ−
ll′hi

, Q̂ll′hi
µ+
ll′hi

]+

Φ−1(1− ε)

√∑
l∈L

∑
l′∈L

∑
hi∈H

(σ2
ll′hi

Q̂2
ll′hi

) ⩽ Z. (23)

当约束 (11)被式 (18)替代时,记该等价模型 (18)
为“Gaussian-DRO”模型,通过求解该模型即可得到
DRO模型的最优解.

4 算例分析

4.1 基础数据

选取一个包含3条双向线路 (视作6条单向线路)
和 5个换乘车站的轨道交通网络作为研究对象,如
图 2所示.表 2为名义上的换乘客流需求,额外的波
动客流需求为确定性需求的 0.10倍.实际换乘客流
量不易获得,故在进行数值实验时采用随机生成的
客流数据,若在实际组织运营时采用该模型,可利用
AFC系统采集的实际刷卡数据进行反推获得.为保
证运营安全,允许始发时刻在初始值前后 10 min内
波动,区间运行时间在初始值的80% ∼ 120%范围
内浮动.设置最短停站时间为0.3 min,最长停站时间

为1.5 min,换乘走行时间为1.5 min;从运营成本角度
出发,设置总运营时间最长不得超过60 min.对于其
他参数,考虑到实际运营情况,作出如下假设:对于
∀l, l′ ∈ L, hi ∈ H,µ−

ll′hi
和µ+

ll′hi
为 [−1, 1]区间内的

随机数,σll′hi
为 [0, 0.1]区间内的随机数,标准正态分

布反函数Φ−1(1 − ε)的数值可以通过查询标准正态

分布表得到 (http://www.ztable.net).所有实验在CPU
为 Intel(R) Core(TM) i5-10550U CPU @ 3.10 GHz
的Windows 10操作系统上,使用Matlab 2014a调用
CPLEX12.6软件编程进行求解,最优解可在1 min内
求得.
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图 2 轨道交通网络示意图

表 2 名义上的换乘客流需求

换乘车站 区间 客流需求 区间 客流需求 区间 客流需求 区间 客流需求

h1

h3 → h5 54 h3 → h6 23 h4 → h5 59 h4 → h6 62

h5 → h3 68 h6 → h3 7 h5 → h4 40 h6 → h4 20

h2

h1 → h3 83 h1 → h4 13 h2 → h3 75 h2 → h4 48

h3 → h1 90 h4 → h1 40 h3 → h2 7 h4 → h2 9

h3

h1 → h5 87 h1 → h4 13 h2 → h3 75 h2 → h4 48

h5 → h1 79 h6 → h1 36 h5 → h2 7 h6 → h2 23

h4

h1 → h3 72 h1 → h4 39 h2 → h3 82 h2 → h4 16

h3 → h1 24 h4 → h1 12 h3 → h2 13 h4 → h2 79

h5

h3 → h5 52 h3 → h6 50 h4 → h5 13 h4 → h6 77

h5 → h3 56 h6 → h3 46 h5 → h4 31 h6 → h4 36

4.2 结果分析

首先,给定 ε = 0.330 0,则Φ−1(1 − ε) = 0.44.
在此设定下,求解得到 Gaussian-DRO模型的最优
值为 270.特别地,利用Yang等[21]提出的方法 (记作
Bounded-DRO模型),并在上述给定的参数下求解得
到该模型的最优值为 467,与所提出Gaussian-DRO
模型相比,换乘失败人数增加了 72.96 %.为清晰对
比优化效果,表 3和表 4对运算结果进行了总结展

示.表3为优化前后列车停站时间的对比情况 (优化
前 / Gaussian-DRO模型优化结果 / Bounded-DRO模
型优化结果),表 4为优化前后始发时间的对比情
况.表中,设定 22 : 00为相对零点,则始发时间为与
22 : 00的相对时间,如0代表的时间点为22 : 00,其他
数值以此类推.可以看出,所有停站时间均被调整,此
外,在Gaussian-DRO模型优化结果中,线路 l3和 l5末

班车的始发时间调整量最大; Bounded-DRO模型所
得结果中,线路 l3和 l4始发时间调整最大.
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表 3 优化前后列车停站时间对比

换乘车站 列车 停站时间 列车 停站时间 列车 停站时间 列车 停站时间

h1 l3 0.5 / 0.500 0 / 0.500 l4 0.5 / 1.500 0 / 1.500 l5 0.5 / 1.500 0 / 1.500 l6 0.5 / 1.000 / 1.000

h2 l1 0.5 / 1.500 0 / 1.500 l2 0.5 / 0.500 0 / 1.500 l3 0.5 / 0.300 0 / 0.300 l4 0.5 / 1.500 0 / 1.500

h3 l1 0.5 / 1.500 0 / 1.500 l2 0.5 / 1.000 0 / 0.300 l5 0.5 / 0.316 7 / 0.575 l6 0.5 / 1.400 0 / 1.500

h4 l1 0.5 / 1.500 0 / 1.500 l2 0.5 / 0.300 0 / 1.500 l3 0.5 / 0.300 0 / 0.300 l4 0.5 / 1.500 0 / 0.650

h5 l3 0.5 / 0.766 7 / 1.050 l4 0.5 / 1.500 0 / 1.500 l5 0.5 / 1.500 0 / 1.500 l6 0.5 / 0.300 0/0.300

表 4 优化前后列车始发时间对比

l1 l2 l3 l4 l5 l6

始发时间 0 / 4.05 /−2.60 0 /−2.35 /−10.00 0 / 10.00 / 3.45 0 /−0.10 /−6.75 0 / 5.867 7 /−0.40 0 / 0.90 /−5.75

将所提出分布鲁棒优化模型 (Gaussian-DRO)与
鲁棒优化模型 (RO)的最优值进行对比,结果如图 3
所示.可以看到,在不同的容忍水平下, Gaussian-DRO
模型比RO模型得到的换乘失败人数更少,即与RO
模型相比, Gaussian-DRO模型成功地实现了更大的
换乘客流量.这主要是因为Gaussian-DRO模型通过
引入部分客流需求概率分布信息,可以避免得到过
于保守的解,这一优势在实际运营中有较大的应用价
值.此外,由图3中还可以看出, Gaussian-DRO模型的
最优值随着容忍水平的增加而降低.因此,城市轨道
交通运营部门可根据其风险偏好和系统服务要求选

择恰当的容忍度参数,以获得最优的网络末班车衔接
方案.
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图 3 Gaussian-DRO模型和RO模型最优值对比

为进一步探究分布鲁棒优化方法的优越性,在给
定的“极端情况”下,对分布鲁棒优化模型(Gaussian-
DRO)与随机优化模型 (SO)的性能进行比较.其中,
使用随机优化方法时,不必考虑变量分布的不确定
性,即该模型需要提前给定不确定变量的精确概率
分布.基于此,本文定义“极端情况”为:将Gaussian-
DRO与SO模型中容忍度和均值参数设置为相同数
值,并将 SO模型中的方差设置为给定的方差上界,
而Gaussian-DRO模型中方差为不超过给定上界的随
机数.本组实验中,在参数取值方面设置容忍度ε =

0.330 0,方差上界υll′hi
= {0, 0.02, 0.04, 0.06}.通过

CPLEX对Gaussian-DRO模型和SO模型进行求解,得

到在不同方差上界下的最优值 (分别记作DRO∗和

SO∗),并根据下式计算最优值的差异:

Dif = DRO∗ − SO∗

SO∗ × 100%. (24)

当 Dif 为负值时, 表示 DRO∗ 小于 SO∗, 即
Gaussian-DRO模型优化效果好于SO模型,结果如表
5所示.由表5可见,当方差上界为0时,两个模型的优
化结果相同,这是因为均值已确定且方差为0,此时概
率分布信息全部已知, Gaussian-DRO模型退化为SO
模型;当方差上界大于0 时,均为负值,即从极端情况
下最优解的质量看, Gaussian-DRO模型具有较强的
鲁棒性.

表 5 Gaussian-DRO模型与SO模型最优值的对比

υll′hi
DRO SO Dif / %

0 287 287 0

0.02 277 287 −3.48

0.04 270 278 −2.88

0.06 270 278 −2.88

为验证所提出方法在实际运营中的适用性和有

效性,以北京轨道交通网络为例进行实证分析.由于
本文聚焦于不同线路间的换乘问题,对北京轨道交
通网络进行简化,只保留主要换乘车站和运营线路,
共包含 12条线路 (24个方向)、45座换乘站和 81个
运行区段,如图4所示.该组实验的求解终止条件为:
1) Gap低于5 %时即可结束运算; 2)若上述条件未满
足,则在计算时间达到360 min后终止实验.设置容忍
度的取值范围为 ε = {0.009 9, 0.168 5, 0.330 0},获
得计算结果如表6所示.可以看出,由于北京轨道交
通网络规模较大,所有实验在360 min内均无法求得
Gap在5 %以下的近似最优解,因此,为快速获得高质
量的解,需要进一步设计高效的启发式算法.此外,随
着容忍度变化,优化后的换乘失败人数比优化前平均
降低33.41%,验证了分布鲁棒模型的工程可用性.
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图 4 简化后的北京轨道交通网络拓扑图

表 6 优化前后北京轨道交通网络换乘失败情况对比

换乘失败 提升幅度 求解时间 Gap

人数 (%) (min) (%)

优化前 8 913 − − −

优化后
6 004 32.64 360 13.49(ε = 0.009 9)

优化后
5 919 33.59 360 15.73(ε = 0.168 5)

优化后
5 883 34.00 360 10.32(ε = 0.330 0)

平均值 − 33.41 − −

5 结 论

本文研究了不确定客流需求下的城市轨道交通

网络末班车衔接问题.当不确定客流需求的分布信
息部分已知时,基于分布鲁棒优化方法建立末班车衔
接优化模型,并通过设计高斯分布下的非精确集,推
导出原模型的计算可处理形式.通过算例研究得到
主要结论如下:

1)在高斯波动的非精确集下,将所提出分布鲁棒
优化模型等价转换为混合整数二阶锥规划模型,运用
商业优化软件编程可以快速求解小规模网络模型,并

同时获得优化的列车运行方案 (到发时刻表,停站时
间调整策略).

2)在数值实验中,验证了所提出模型及非精确集
的有效性.进一步,通过与鲁棒模型和随机优化模型
进行对比研究,表明所提出分布鲁棒模型具有显著优
势,可有效避免产生过于保守的优化结果并降低极端
情况下换乘失败客流量,对实际运营具有一定的指导
意义.
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