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双线性状态空间系统的状态观测器设计

张 霄1,2†, 丁 锋1,2

(1.江南大学物联网工程学院，江苏无锡 214122；
2.江南大学轻工过程先进控制教育部重点实验室，江苏无锡 214122)

摘 要: 针对受过程噪声和量测噪声干扰的双线性状态空间系统,研究其状态估计算法.借助双线性系统的特殊
结构,将其等价表示为线性时变模型,推导基于Kalman滤波的状态估计算法.针对线性时变模型中存在的未知变
量,基于辅助模型辨识思想,通过构造一个辅助模型,将未知变量用该模型的输出代替,提出基于辅助模型的双线
性系统状态估计算法.构造双线性状态观测器,引入delta算子极小化状态估计误差协方差矩阵,从而得到最优状
态估计增益,并提出基于delta算子的双线性系统状态估计算法.所提出的算法能够避免线性化过程带来的估计精
度差的问题,提高双线性系统的状态估计精度.通过仿真实验验证了所提出算法的有效性,并对比分析了不同噪
声情况下所提出算法的估计效果.
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State observers for bilinear state-space systems
ZHANG Xiao1,2†, DING Feng1,2

(1. School of Internet of Things Engineering，Jiangnan University，Wuxi 214122，China；2. Key Laboratory of
Advanced Process Control for Light Industry of Ministry of Education，Jiangnan University，Wuxi 214122，China)

Abstract: This paper studies state estimation algorithms for a bilinear state-space system disturbed by process noise and
measurement noise. Because of the special structure of bilinear systems, this paper transforms the considered system
into its equivalent linear parameter-varying model and presents the Kalman filter based state estimation algorithm. For
the unknown term existing in the linear parameter varying model, we construct an auxiliary model and use its output
to take the place of the unknown term, and present the auxiliary model-based state estimation algorithm. Finally, this
paper constructs a bilinear state observer and computes the optimal state estimation gain by introducing the delta operator
to minimize the covariance matrix of the state estimation error, and derives the delta operator-based state estimation
algorithm. The proposed algorithms avoid the poor estimation accuracy caused by the linearization model and improve
the state estimation accuracy of bilinear systems. The simulation results show the effectiveness of the proposed algorithms
and the state estimation accuracy under different noise conditions.
Keywords: bilinear state-space system；state estimation；Kalman filter；auxiliary model；state observer；delta operator

0 引 言

非线性现象广泛存在于实际工业过程.最常用
的处理方式是将非线性过程线性化处理,近似为线
性模型,而这种近似化模型会失去非线性特性,近似
过程中产生的误差会影响模型的精度以及控制效

果.一般情况下,当实际对象具有强非线性特性时,对
其进行线性化近似处理,会造成很大误差,因此对非
线性系统的研究非常必要.目前,对非线性系统的研

究主要集中在某些特定结构的模型,如模块化非线性
系统、Volterra级数和双线性系统[1-3]等.与其他非线
性系统相比,双线性系统在结构上更加容易理解[4-7],
因此在控制、辨识和状态估计领域得到了广泛研

究[8-11].
状态滤波器是一种重要的状态估计工具[12-14],

20世纪 50年代,统计学思想和线性系统理论首次
被推广到线性滤波与预测中,得到了在最小均方准

收稿日期: 2021-04-26；录用日期: 2021-11-10.
基金项目: 国家自然科学基金项目 (61873111).
责任编委: 孙宗耀.
†通讯作者. E-mail: xzhang@jiangnan.edu.cn.



第1期 张 霄等: 双线性状态空间系统的状态观测器设计 275

则下的最佳线性滤波器,其缺点是不能用于噪声为
非平稳的随机过程.针对非平稳随机信号的滤波问
题, Kalman[15]在 1960年提出了Kalman滤波方法,该
方法采用最佳线性滤波器的递推结构,但要求外部噪
声满足高斯白噪声的假设,这使得Kalman滤波很难
在实际工业过程中得到广泛应用.
由于Kalman滤波算法是线性系统假设下的状态

估计算法,不适用于双线性系统和非线性系统.针对
双线性状态空间系统的状态估计问题, Hara等[16]研

究了双线性系统的最小阶状态观测器设计.文献 [17]
针对能量管理系统,通过非线性变换和线性加权最小
二乘算法,提出了三阶段状态估计算法.文献 [18]设
计了全阶双线性状态观测器,通过引入互作用矩阵
对观测器进行优化处理.文献 [19]设计了一个降阶
双线性观测器估计双线性系统的未知状态,并利用
李雅普诺夫稳定性理论计算双线性状态观测器的增

益.文献 [20]研究了电池系统的辨识建模问题,通过
设计闭环观测器对荷电状态进行估计,并运用辅助变
量方法和双线性变换对参数进行辨识.文献 [21]针
对输入受约束的广义双线性状态空间系统,通过极点
配置的方法设计其状态观测器,保证了状态估计误差
李雅普诺夫意义下的渐近稳定.文献 [22]研究了双
线性状态空间系统的状态和参数估计方法,通过构造
开环观测器估计系统的未知状态.不同于上述工作,
本文考虑同时受过程噪声和量测噪声干扰的双线性

状态空间系统的状态估计问题,基于辅助模型辨识思
想、Kalman滤波方法以及delta算子,探讨不同的双线
性系统状态估计算法,主要创新点如下:

1)借助双线性系统结构的特殊性,将其等价于线
性时变参数系统,提出基于Kalman滤波的双线性系
统状态估计方法.

2) 针对线性时变参数系统中存在的未知中间变
量,通过构造辅助模型提出基于辅助模型的双线性系
统状态估计方法.

3) 通过极小化状态估计误差协方差矩阵得到系
统的最优增益向量,推导基于 delta算子的双线性状
态观测器.

1 基于Kalman滤波的双线性系统状态
估计

考虑如下受过程噪声和量测噪声干扰的离散双

线性状态空间系统:

x(t+ 1) =

Ax(t) +Bx(t)u(t) + fu(t) +w(t), (1)
y(t) = cx(t) + du(t) + v(t). (2)

其中:x(t) ∈ Rn为系统的状态,u(t) ∈ R为系统的输

入变量, y(t) ∈ R为含噪声的观测变量, v(t) ∈ R以

及w(t) ∈ Rn为零均值、不相关的随机白噪声;A ∈
Rn×n,B ∈ Rn×n,f ∈ Rn, c ∈ R1×n和d ∈ R分别

为系统的参数矩阵、参数向量和参数变量.双线性系
统的结构如图1所示.
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图 1 双线性状态空间系统结构

假设参数均为完全已知,w(t)与v(t)是不相关噪

声且满足:
1) E[w(t)] = 0, E[v(t)] = 0, E[w(t)v(i)] = 0;
2) E[w(t)wT(s)] = 0, E[v(t)v(s)] = 0, t ̸= s;
3) E[w(t)wT(t)] = Rw ∈ Rn×n, E[v2(t)] = Rv

∈ R.
利用双线性系统结构的特殊性,将式 (1)和 (2)等

价为如下“线性参数时变(LPV)模型”:

x(t+ 1) = G(t)x(t) + fu(t) +w(t), (3)

y(t) = cx(t) + du(t) + v(t). (4)

其中状态系数矩阵为时变参数G(t) := A + Bu(t).
将双线性状态系统的结构等价变换,可得到LPV模
型的结构如图2所示.
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图 2 线性参数时变 (LPV)模型结构

双线性系统的状态估计问题可以转化为该类状

态系数时变LPV模型的状态估计问题. Kalman滤波
算法针对线性状态空间系统,基于输入输出数据,对
状态进行最优估计.由于量测数据包括噪声,对状态
的最优估计也可看作是状态滤波过程.定义 x̂(t|t −
1) ∈ Rn和 x̂(t|t) ∈ Rn分别为未知状态x(t)的先验

状态估计和后验状态估计.令K(t) ∈ Rn为最优状

态增益向量, P (t|t−1) ∈ Rn×n为先验状态估计误差

协方差阵,P (t|t) ∈ Rn×n为后验状态估计误差协方
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差阵.基于Kalman滤波思想,得到LPV模型 (3)和 (4)
的状态滤波算法为

x̂(t|t) = x̂(t|t− 1) +K(t)[y(t)−

cx̂(t|t− 1)− du(t)], (5)

K(t) =
P (t|t− 1)cT

cP (t|t− 1)cT +Rv
, (6)

P (t|t) = [I −K(t)c]P (t|t− 1)[I −K(t)c]T+

K(t)RvK
T(t), (7)

x̂(t|t− 1) = G(t)x̂(t− 1|t− 1) + fu(t− 1), (8)

P (t|t− 1) = G(t)P (t− 1|t− 1)GT(t) +Rw. (9)

定义状态x(t)在 t时刻的估计值 x̂(t) := x̂(t|t),协方
差矩阵P (t) := P (t|t).通过消去式 (5)∼ (9)的中间
变量x̂(t|t− 1)和P (t|t− 1),可得如下状态估计算法:

x̂(t) = G(t)x̂(t− 1) + fu(t− 1) +K(t){y(t)−

c[G(t)x̂(t− 1) + fu(t− 1)]− du(t)},
(10)

K(t) = [G(t)P (t− 1)GT(t) +Rw]c
T{c[G(t)×

P (t− 1)GT(t) +Rw]c
T +Rv}−1, (11)

P (t) = [I −K(t)c][G(t)P (t− 1)GT(t) +Rw]×

[I −K(t)c]T +K(t)RvK
T(t). (12)

图 3给出了基于Kalman滤波的状态估计方法,
其中

e(t) := y(t)− ŷ(t) =

y(t)− cx̂(t|t− 1)− du(t) =

y(t)− c[G(t)x̂(t− 1) + fu(t− 1)]− du(t)

为输出误差,通过该误差和增益向量K(t)可修正系

统的状态估计值 x̂(t),使状态估计值追踪上系统的真
实状态.
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图 3 基于Kalman滤波的状态估计方法

2 基于辅助模型的双线性系统状态估计

上一节通过将双线性状态空间系统等价变换为

LPV模型,讨论了基于Kalman滤波的双线性系统状
态估计方法.由于双线性系统结构的特殊性,它也可
以等价表示为另一类LPV模型,即输入变量系数为

时变的情况.将双线性项Bx(t)u(t)与输入项的系数

fu(t)合并,可将双线性系统等价为另一类输入变量
系数时变的LPV模型,有

x(t+ 1) = Ax(t) +M(t)u(t) +w(t), (13)

y(t) = cx(t) + du(t) + v(t), (14)

其中输入系数矩阵为时变参数M(t) := Bx(t) + f .
该类LPV模型结构如图4所示.
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图 4 线性参数时变 (LPV)模型结构

同样地,针对等价模型 (13)和 (14),基于Kalman
滤波思想,可得到如下双线性系统的状态估计算法:

x̂(t|t) = x̂(t|t− 1) +K(t)[y(t)−

cx̂(t|t− 1)− du(t)], (15)

K(t) =
P (t|t− 1)cT

cP (t|t− 1)cT +Rv
, (16)

P (t|t) = [I −K(t)c]P (t|t− 1)[I −K(t)c]T+

K(t)RvK
T(t), (17)

x̂(t|t− 1) = Ax̂(t− 1|t− 1) +M(t)u(t− 1), (18)

P (t|t− 1) = AP (t− 1|t− 1)AT +Rw. (19)

由于控制变量系数M(t)中包含未知的状态向量

x(t),上述状态估计算法无法得到LPV模型的状态
估计.针对该问题,借助辅助模型辨识思想[23],通过
建立一个辅助模型,用辅助模型的输出代替未知的
M(t).具体而言,针对M(t)中存在的未知x(t),用其
前一时刻的估计值 x̂(t− 1|t− 1)代替x(t),通过构造
辅助模型

M̂(t) = Bx̂(t− 1|t− 1) + f ,

得到未知M(t)的估计值M̂(t).将式 (18)中的未知
M(t)用其估计值M̂(t)代替,可得到如下基于辅助
模型的双线性系统状态估计算法:

x̂(t|t) = x̂(t|t− 1) +K(t)[y(t)−

cx̂(t|t− 1)− du(t)], (20)

K(t) =
P (t|t− 1)cT

cP (t|t− 1)cT +Rv
, (21)

P (t|t) = [I −K(t)c]P (t|t− 1)[I −K(t)c]T+

K(t)RvK
T(t), (22)
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M̂(t) = Bx̂(t− 1|t− 1) + f , (23)

x̂(t|t− 1) = Ax̂(t− 1|t− 1) + M̂(t)u(t− 1), (24)

P (t|t− 1) = AP (t− 1|t− 1)AT +Rw. (25)

通过定义 x̂(t) := x̂(t|t)以及 P̂ (t) := P̂ (t|t),可将上
述算法简化为

x̂(t) = Ax̂(t− 1) + M̂(t)u(t− 1) +K(t){y(t)−

c[Ax̂(t− 1) + M̂(t)u(t− 1)]− du(t)},

(26)

K(t) = [AP (t− 1)AT +Rw]c
T{c[AP (t− 1)AT+

Rw]c
T +Rv}T, (27)

P (t) = [I −K(t)c][AP (t− 1)AT +Rw]×

[I −K(t)c]T +K(t)RvK
T(t), (28)

M̂(t) = Bx̂(t− 1) + f . (29)

图5给出了基于辅助模型的双线性系统状态估
计方法.式 (10)∼ (22)、(26)∼ (29)构成了两种基于不
同LPV模型的双线性状态估计算法.针对上一节的
LPV模型,由于系数矩阵/向量均为已知量,可直接得
到基于Kalman滤波的双线性系统状态估计算法.本
节的等价LPV模型包含未知系数M(t),需要借助辅
助模型思想,通过构造辅助模型将未知量用辅助模型
的输出来代替,进而推导出基于辅助模型的双线性系
统状态估计算法.以上两种方法均是借助Kalman滤
波思想推导的状态滤波算法,并结合辅助模型辨识
思想以解决算法中存在未知变量的问题.下面不考
虑将双线性系统做等价线性模型处理,即不利用等价
LPV模型方法,运用解决非线性系统状态估计的增广
Kalman滤波算法来获得双线性系统的状态估计.
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图 5 基于辅助模型的状态估计方法

Kalman滤波是对线性系统状态进行最优估计的
算法,不适用于非线性系统的状态滤波问题.为解决
该问题,产生了增广Kalman滤波方法,其原理是通过
线性化非线性系统,利用Kalman滤波算法进行状态
滤波.对式(1)运用线性化方法可得

x(t+ 1) = Ax(t) + fu(t) +w(t). (30)

从式 (30)可以看出,通过线性化方法得到的近似模型
会损失双线性项,无法反映原系统的双线性特性.借
助该方法得到的状态估计值误差较大,因此下一节讨
论双线性系统基于delta算子的状态估计算法.

3 基于delta算子的双线性系统状态估计
该方法基本思想是基于 delta算子,通过极小化

状态估计误差协方差矩阵寻找最优增益,得到双线性
系统的最优状态估计算法.首先构造一个双线性状
态观测器

x̂(t+ 1) = Ax̂(t) +Bx̂(t)u(t) + fu(t)+

K(t)e(t). (31)

其中: x̂(t)为x(t)的估计,K(t)为需要被确定的增益

向量, e(t) := y(t)− cx̂(t)− du(t)为输出变量的估计

值与真实值间的误差,K(t)e(t)为状态观测器的修正

项.定义状态估计误差为 x̃(t) := x(t) − x̂(t),状态估
计误差协方差阵为P (t) := E[x̃(t)x̃T(t)]. P (t + 1)

可以表示为

P (t+ 1) =

[A−K(t)c]P (t)[AT − cTKT(t)+

BTu(t)] +Rw +Bu(t)P (t)[AT−

cTKT(t) +BTu(t)] +K(t)RvK
T(t) =

AP (t)AT +K(t)[cP (t)cT +Rv]K
T(t)+

Rw +BBTu2(t)−K(t)cP (t)AT−

AP (t)cTKT(t) +AP (t)BTu(t)−

K(t)cBTu(t) +Bu(t)P (t)AT−

Bu(t)cTKT(t). (32)

目标是确定最优增益向量K(t),使得状态估计误差
协方差阵P (t+ 1)最小.对式(32)的矩阵求偏导很困
难,借助文献[24-26]的方法,引入delta算子δP (t+ 1)

和δK(t),其中δK(t)代表当前时刻的增益向量与最

优增益向量K(t)存在的偏移量, δP (t + 1)代表相应

的状态估计误差协方差阵在最小P (t + 1)基础上产

生的偏离.在此基础上推导得到基于delta算子的状
态估计算法为

x̂(t+ 1) = Ax̂(t) +Bx̂(t)u(t) + fu(t)+

K(t)[y(t)− cx̂(t)− du(t)], (33)

K(t) = AP (t)cT[cP (t)cT +Rv]
−1+

Bu(t)P (t)cT[cP (t)cT +Rv]
−1, (34)

P (t+ 1) = [A−K(t)c+Bu(t)]P (t)×

[AT − cTKT(t) +BTu(t)]+
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Rw +K(t)RvK
T(t). (35)

图6给出了基于delta算子的双线性系统状态估
计方法.
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!"#$%

x( )t̂x( +1)t̂

y t( )̂

e t( )

-

&$%

'()*+

图 6 基于delta算子的状态估计方法

4 仿真实验

下面通过数值仿真例子验证所提出算法的有效

性.考虑如下二阶双线性系统:[
x1(t+ 1)

x2(t+ 1)

]
=[

0.18 0.20

0.22 −0.32

][
x1(t)

x2(t)

]
+

[
0.09 −0.13

0.12 −0.14

][
x1(t)

x2(t)

]
u(t)+[

−0.45

−0.25

]
u(t) +w(t),

y(t) = [0.29, 0.26]

[
x1(t)

x2(t)

]
+ 0.70u(t) + v(t).

输入信号{u(t)}是零均值、单位方差的不相关持
续激励信号,输出{y(t)}由Matlab仿真实验产生.过
程噪声w(t)的协方差矩阵为Rw,量测噪声v(t)的方

差为Rv.状态估计的初值设为 x̂(1) = 1n,协方差矩
阵的初值设为P (1) = In.不同采样数据条件下,根
据不同的状态估计算法得到的状态估计值 x̂1(t)和

真实状态变量x1(t)随 t的变化趋势如图7所示.状态
估计值 x̂2(t)和真实状态变量x2(t)随 t的变化趋势

如图8所示.图9给出了不同状态估计算法下输出变
量y(t)的估计值.运用均方根误差 (root mean square
error, RMSE)描述系统真实状态 xi(t)与其估计值

x̂i(t)的误差,定义为

RMSE =
{ 1

L

L∑
t=1

[x̂i(t)− xi(t)]
2
}1/2

.

为了进一步比较不同噪声对所提出算法的影

响,分别取不同的噪声方差: 1)Rv = 0.302,Rw =

0.202I2; 2)Rv = 0.302,Rw = 0.102I2; 3)Rv = 0.302,

Rw = 0.052I2.不同算法在不同噪声方差下得到的
状态估计误差均方根结果如表1所示. x̂1(t) − x1(t)

和 x̂2(t)− x2(t)随采样数据t变化的对比曲线如图10
和图11所示.
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图 7 系统状态x1(t)及其估计值 x̂1(t)随t变化曲线

(Rv = 0.302,Rw = 0.052I2)
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图 8 系统状态x2(t)及其估计值 x̂2(t)随t变化曲线

(Rv = 0.302,Rw = 0.052I2)
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图 9 系统输出y(t)及其估计值 ŷ(t)随t变化曲线

(Rv = 0.302,Rw = 0.052I2)
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表 1 在不同算法和噪声方差下的均方根误差

噪声方差

delta算子 LPV model 1 LPV model 2 增广Kalman滤波

RMSEs RMSEs RMSEs RMSEs

Rv Rw x1(t) x2(t) x1(t) x2(t) x1(t) x2(t) x1(t) x2(t)

0.302 0.202I2 0.109 00 0.120 47 0.323 61 0.216 38 0.322 93 0.218 13 0.323 51 0.217 70

0.302 0.102I2 0.069 27 0.072 24 0.308 99 0.193 06 0.308 41 0.194 16 0.309 11 0.193 73

0.302 0.052I2 0.055 64 0.054 12 0.305 61 0.186 90 0.305 06 0.187 72 0.305 79 0.187 31
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图 10 x̂1(t)− x1(t)随t变化曲线

(Rv = 0.302,Rw = 0.102I2)
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图 11 x̂2(t)− x2(t)随t变化曲线

(Rv = 0.302,Rw = 0.102I2)

由图7和图8可见,系统的状态估计可以追踪上
系统的真实状态,与基于Kalmanl滤波的状态估计算
法、基于辅助模型的双线性系统状态估计算法以及

增广Kalman滤波算法相比,基于delta算子的状态估
计算法有更好的跟踪效果.由图9可以看出,系统的
输出预测值可以追踪上系统的真实输出变量,表明所
讨论的状态估计算法是有效的.
图 10和图 11表明,在相同噪声条件下,与基于

Kalman滤波的状态估计算法、基于辅助模型的状态
估计算法以及增广Kalman滤波算法相比,基于delta
算子的状态估计算法有更高的估计精度.由表 1可
见,基于 delta算子的状态估计算法随着噪声方差的
减少,状态估计算法有更高的估计精度.系统的状态
估计误差均方根接近过程噪声的标准差,表明基于
delta算子的状态估计算法具有最好的估计特性,并
且可以很好地捕捉系统的真实动态.

5 结 论

本文讨论了受随机噪声干扰的双线性系统的状

态估计问题.由于双线性状态空间系统结构的特殊
性,将该系统表示为线性参数时变系统,在保证系统
稳定的前提下,基于Kalman滤波方法,得到了等价
LPV系统下的状态估计值.针对未知的变量,利用辅
助模型思想提出了基于辅助模型的双线性系统状态

估计算法.为提高估计精度,通过引入 delta算子,极
小化状态估计误差协方差阵,从而获得最优增益向
量.最后通过数值仿真例子验证了所提出状态估计
算法的有效性,通过对比不同算法下的状态估计误差
可以发现,基于 delta算子的双线性系统状态估计算
法具有最好的估计效果.
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