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摘 要: 针对具有量化输入饱和及输出受限的非线性非仿射系统,提出固定时间自适应神经网络跟踪控制方
法.引入中值定理解决系统具有非仿射结构的问题;基于反步法,使用Barrier Lyapunov函数约束系统输出,并利用
RBF神经网络逼近未知函数;根据固定时间控制理论设计输入信号,该输入信号由滞后量化器量化,以降低控制信
号的通信速率,并保证该系统在满足量化输入饱和及输出受限的条件下,系统可以在固定时间内跟踪上期望信号,
且该系统收敛时间与初始状态无关.最后通过Matlab仿真软件验证所设计控制器的有效性.
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Fixed-time tracking control of pure-feedback system with input saturation
and output constraints
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(School of Information Engineering，Nanchang Hangkong University，Nanchang 330100，China)

Abstract: A fixed-time adaptive neural tracking control method is firstly proposed for nonlinear pure-feedback systems
with quantized input saturation and output constraints. To resolve the problem of the system with non-simulation structure,
the mean value theorem is introduced firstly. The Barrier Lyapunov function is used to constrain system output, and the
RBF neural network is used to approximate the unknown function based on the back stepping method. According to the
fixed time control theory, we design an input signal to guarantee this system to trace desired signal at fixed time under
the situation of saturation input and limited output. Besides, the input signal is quantified by a lagging quantizier, which
contributes to decrease the communications rate of the control signal. and the convergence speed is unrelated to the initial
state in this system. Finally, Matlab simulation software is conducted to verify the effectiveness the proposed controller.
Keywords: fixed-time control；quantized input saturation；output constraints；Barrier Lyapunov function

0 引 䀰

在许多实际工业控制系统中,输入饱和约束是
经常出现的输入约束之一,且系统在物理停止、性能
和安全规格的形式上对其输出或状态也有约束[1].因
此,近年来具有约束的非线性非仿射系统控制受到了
越来越多的关注[2-6].文献 [1]针对具有全状态约束及
输入饱和的非线性非仿射系统,提出了一种模糊控制
的控制方法.文献 [4]针对具有输入饱和及全状态约
束的多输入多输出随机非仿射系统,提出了一种鲁棒
自适应神经控制方法.文献 [6]针对一类输入饱和非
线性非仿射系统,提出了自适应神经网络控制方法,

通过引入低通滤波器和新的状态定义处理输入饱和

约束.上述关于具有约束的非线性非仿射系统的研
究没有考虑量化方案.实际上,这是一项具有挑战性
且意义重大的任务,主要控制难点在于控制器输出量
化后,只有有限数量量化值可以应用于系统动力学.
由于实际通信环境中数字网络资源有限,将连续

信号映射为离散集的量化信号被广泛应用于研究非

线性系统的控制问题[7-8].文献 [7]针对具有输入饱和
的机械手系统,基于开关量化器,提出了自适应模糊
视觉跟踪控制方法.文献 [8]针对具有非对称输入饱
和的随机非反馈非线性系统,基于扇区有界的量化
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器,提出了自适应跟踪方法.由于固定时间控制收敛
时间的上限与初始状态无关,只与系统的设计参数有
关[9],非线性系统固定时间控制成为目前快速发展和
研究的焦点[10-12].
受上述启发,本文重点研究具有量化输入饱和

及输出受限的非仿射系统的固定时间跟踪控制问

题.与文献 [7-8]量化方案不同,本文首次将滞后量化
器与固定时间控制理论相结合应用于具有输入饱和

及输出受限的非线性非仿射系统.最后通过Matlab
仿真软件验证所设计控制器的有效性.

1 问题描述及亴༷知䇶

1.1 问题描述

考虑如下一类非线性非仿射系统:
ẋi = fi(x̄i, xi+1), 1 ⩽ i ⩽ n− 1;

ẋn = fn(x̄n, Sat[u]);

y = x1.

(1)

其中: x̄i = [x1, . . . , xi]
T ∈ Ri(i = 1, 2, . . . , n)为系统

状态向量; y ∈ R为系统的输出信号; fi(·, ·)为未知非
仿射结构; Sat[u]为系统的输入信号.

控制目标:对系统 (1)设计一个基于滞后量化器
的固定时间自适应控制器,使输出y在固定时间内跟

踪到期望信号yd,且保证闭环系统内所有信号有界.
假设1 [12] 参考信号yd及其 j阶导数y

(j)
d 是连

续有界的,其中yd满足 |yd| ⩽ B0, B0为正常数.

1.2 量化输入饱和

根据文献[13],输入饱和函数可描述为

Sat[u] =


umax, u ⩾ umax;

u, umin < u < umax;

umin, u ⩽ umin.

(2)

其中:umax和umin分别为已知的饱和非线性上限和

下限;u = q(v)为滞后量化器的输出,定义为

q(v) =



vjsgn(v), vj
1 + δ

< |v| ⩽ vj , v̇ < 0, or

vj < |v| ⩽ vj
1− δ

, v̇ > 0;

vj(1 + δ)sgn(v), vj < |v| ⩽ vj
1− δ

, v̇ < 0, or

vj
1− δ

< |v| ⩽ vj(1 + δ)

1− δ
, v̇ > 0;

0, 0 ⩽ |v| ⩽ vmin

1 + δ
, v̇ < 0, or

vmin

1 + δi
⩽ |v| ⩽ vmin, v̇ > 0;

q(v), v̇ = 0.

(3)

其中: vj = ρ1−jvmin; j = 1, 2, . . . ; δ = (1− ρ)/

(1 + ρ);设计参数0 < ρ < 1; vmin > 0.
注1 与文献 [7-8]关于输入量化的控制方案不

同,本文采用滞后量化器,可以避免信号抖动并且涉
及对输入和输出的限制.这种输出受限以及输入信
号同时受到量化和饱和,使系统 (1)的固定时间自适
应控制设计更加困难,并具有挑战性.
利用文献 [13]处理输入饱和信号的方法、文献

[14]的引理1和中值定理,系统(1)可改写为
ẋi = fi(x̄i, α

∗
i ) + hiµi

(xi+1 − α∗
i ), 1 ⩽ i ⩽ n− 1;

ẋn = fn(x̄n, α
∗
n) + hnµn

(gqguµ
v + guµ

ψ + d− α∗
n);

y = x1.

(4)

其中:hiµi
= hi(x̄i, xµi

) = ∂fi(x̄i, xµi
)/∂xµi

, i = 1,

2, . . . , n, xµi
= µixi+1 + (1− µi)α

∗
i , 0 < µi < 1.

假设2 [15] 未知函数hiµi
(·)有界,且满足0 < bm

⩽ |hiµi
(·)| < bM < ∞, i = 1, 2, . . . , n.为了不失一般

性,假设0 < bm ⩽ hiµi
(·) ⩽ bM .同理,存在gm和gM ,

使得0< gm ⩽ gvµ ⩽ gM . b = min{bm, bmgm(1− δ)},
其中bm、bM、gm、gM、b均为未知的正常数.

注2 假设2中hiµi
(·)的正负不影响本文系统设

计.

2 固定时间控制器设计

本节将介绍基于反步法的固定时间跟踪控制器

设计方案.使用RBF神经网络逼近未知函数,其输出
为α∗

i =W ∗T
i Si(Zi) + δi(Zi).定义常数

θi = {b−1b2M∥W ∗
i ∥

2
, i = 1, 2, . . . , n}, (5)

ϕ2 = minϕ1

{(1
2

) β−1
2

, . . . ,
[(1

2

) β−1
2
]n}

, (6)

ϕ1 = min
(
2

1+α
2 bk11, · · · , 2

1+α
2 bkn1, bk12, · · · , bkn2

)
.

(7)

其中:Zi = [x1, x2, . . . , xi, θ̂1, θ̂2, . . . , θ̂i, yd, ȳ
(i)T
d ]T为

基向量Si(Zi)的输入,W ∗
i 为理想权值矩阵, δ(Zi)为

逼近误差,β > 1、0 < α < 1、ϕ1和 ϕ2为未知正常

数.
step 1:由坐标变换 ż1 = ẋ1 − ẏd和系统(4),得到

ż1 = f1(x̄1, α
∗
1) + h1µ1

(x2 − α∗
1)− ẏd. (8)

定义Barrier Lyapunov函数为

V1 =
1

2
log k2b

k2b − z21
+

b

2γ1
θ̃21. (9)

其中: θ̃1 = θ1 − θ̂1为参数误差, kb、γ1为正设计参数,
kb = kc − B0, V1连续.对Barrier Lyapunov函数V1求

导,得到
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V̇1 =
z1

k2b − z21
f1(x̄1, α

∗
1) +

h1µ1
z1z2

k2b − z21
+
h1µ1

z1α1

k2b − z21
−

h1µ1
z1α

∗
1

k2b − z21
− z1ẏd
k2b − z21

− b

γ1
θ̃1

˙̂
θ1. (10)

由于∂wi/∂xi+1 = 0, i = 1, 2, . . . , n,根据文献
[16]引理 2可知,对于任意xi和wi,存在理想光滑控
制输入xi+1 = α∗

i (xi, wi),使得

fi(xi, α
∗
i ) + wi = 0. (11)

定义w1为

w1 = −ẏd +
z1

k2b − z21
. (12)

设计虚拟控制器α1为

α1 =

− k11sign(z1)|z1|α
( 1

k2b − z21

) 1+α
2 −1

− k12

(1
2

) 1+β
2 ×

z1

( z21
k2b − z21

) 1+β
2 −1

− k13z1
k2b − z21

− θ̂1z1S
T
1 (Z1)S1(Z1)

2η21(k
2
b − z21)

,

(13)

其中η1、k11、k12、k13为正设计参数.
注3 本文控制器没有类似z2a−1和z2β−1的幂

函数结构,可以避免该幂函数结构诱导控制器产生奇
点.
注4 本文控制器包含k13z1/(k

2
b − z21),可以提

高跟踪性能,减小系统的跟踪误差.仿真表明,在系统
其他设计参数不变的情况下k13越大,跟踪误差越小.
设计自适应律

˙̂
θ1为

˙̂
θ1 =

γ1z
2
1S

T
1 (Z1)S1(Z1)

2η21(k
2
b − z21)

2 − λ1θ̂1, (14)

其中λ1为正设计参数.根据文献 [14]引理4,并将式
(11)∼ (14)代入(10),得到

V̇1 ⩽

− 2
1+α
2 bk11

[( z21
2(k2b − z21)

) 1+α
2

+
( bθ̃21
2γ1

) 1+α
2
]
−

bk12

[( z21
2(k2b − z21)

) 1+β
2

+
( bθ̃21
2γ1

) 1+β
2
]
+

1

4
b2Mz

2
2 + C1.

(15)

其中

C1 = bk11

(bθ̃21
γ1

) 1+α
2

+ bk12

( bθ̃21
2γ1

) 1+β
2

+

λ1bθ
2
1

2γ1
+
η21
2

+
b2Mε

2
1

4bk13
,

λ1bθ̃1θ̂1
γ1

⩽ λ1b

γ1

(θ21
2

− θ̃21
2

)
⩽ λ1bθ

2
1

2γ1
.

根据文献[17]引理3.3和3.4,式(15)可以整理为

V̇1 ⩽ C1 − ϕ1V
1+α
2

1 − ϕ1

(1
2

) β−1
2

V
1+β
2

1 +
1

4
b2Mz

2
2 .

(16)

step i (i = 2, 3, . . . , n− 1):由坐标变换 żi = ẋi −
α̇i−1和系统(4),得到

żi = fi(x̄i, α
∗
i ) + hiµi

(xi+1 − α∗
i )− α̇i−1. (17)

定义Lyapunov函数为

Vi = Vi−1 +
1

2
z2i +

bθ̃2i
2γi

, (18)

其中γi为正设计参数.对Vi关于时间t求导,得到

V̇i = V̇i−1 + zifi(x̄i, α
∗
i ) + hiµi

zizi+1 + hiµi
ziαi−

hiµi
ziα

∗
i − ziα̇i−1 −

b

γi
θ̃i
˙̂
θi. (19)

定义wi为

wi = −α̇i−1 +
1

4
b2Mzi + zi. (20)

设计虚拟控制器αi为

αi = − ki1sign(zi)|zi|α − ki2

(1
2

) 1+β
2

(z2i )
1+β
2

/
zi−

ki3zi −
θ̂iziS

T
i (Zi)Si(Zi)

2η2i
, (21)

其中ηi、ki1、ki2、ki3为正设计参数.设计自适应律 ˙̂
θi

为

˙̂
θi =

γiz
2
i S

T
i (Zi)Si(Zi)

2η2i
− λiθ̂i, (22)

其中λi为正设计参数.根据文献 [14]引理 4,并将式
(20)∼ (22)代入(19),得到

V̇i ⩽

− ϕ1V
1+α
2

i−1 − ϕ1

[(1
2

) β−1
2
]i−1

V
1+β
2

i−1 −

2
1+α
2 bki1

[(1
2
z2i

) 1+α
2

+
(bθ̃2i
2γi

) 1+α
2
]
+

i∑
j=1

Cj−

bki2

[(1
2
z2i

) 1+β
2

+
(bθ̃2i
2γi

) 1+β
2
]
+

1

4
b2Mz

2
i+1. (23)

其中

Cj = bkj1

(bθ̃2j
γj

) 1+α
2

+ bkj2

(1
2

) 1+β
2
( bθ̃2j
2γj

) 1+β
2

+

λjbθ
2
j

2γj
+
η2j
2

+
b2Mε

2
j

4bkj3
.

根据文献[17]引理3.3和3.4,式(23)可以整理为

V̇i ⩽ − ϕ1V
1+α
2

i − ϕ1

[(1
2

) β−1
2
]i
V

1+β
2

i +

i∑
j=1

Cj +
1

4
b2Mz

2
i+1. (24)

stepn:由坐标变换 żn = ẋn − α̇n−1和系统(4),得
到

żn = fn(x̄n, α
∗
n) + hnµn

(gqguµ
v+

guµ
ψ + d(u)− α∗

n)− α̇n−1. (25)
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定义Lyapunov函数为

Vn = Vn−1 +
1

2
z2n +

bθ̃2n
2γn

, (26)

其中γn为正设计参数.对Vn关于时间求导,得到

V̇n = V̇n−1 + znfn(x̄n, α
∗
n) + hnµn

gqguµ
znv+

hnµn
guµ

znψ + hnµn
znd− hnµn

znα
∗
n−

znα̇n−1 −
b

γn
θ̃ṅ̂θn. (27)

定义wn为

wn = − α̇n−1 + zn +
1

4
b2Mzn+

1

2zn
b2Mg

2
Mv

2
min +

1

2zn
b2MD

2. (28)

设计实际控制器v为

v = − kn1sign(zn)|zn|α − kn2

(1
2

) 1+β
2

(z2n)
1+β
2

/
zn−

kn3zn − θ̂nznS
T
n (Zn)Sn(Zn)

2η2n
, (29)

其中ηn、kn1、kn2、kn3为正设计参数.设计自适应律
˙̂
θn为

˙̂
θn =

γnz
2
nS

T
n (Zn)Sn(Zn)

2η2n
− λnθ̂n, (30)

其中λn为正设计参数.根据文献 [14]引理4,并将式
(28)∼ (30)代入(27),得到

V̇n ⩽ − 2
1+α
2 bkn1

[(1
2
z2n

) 1+α
2

+
( bθ̃2n
2γn

) 1+α
2
]
−

ϕ2

[(1
2

) β−1
2
]n−1

V
1+β
2

n−1 +
n∑

j=1

Cj − ϕ1V
1+α
2

n−1 −

bkn2

[(1
2
z2n

) 1+β
2

+
( bθ̃2n
2γn

) 1+β
2
]
. (31)

根据文献[17]引理3.3和3.4,式(31)可以整理为

V̇n ⩽ −ϕ1V
2/(1+α)
n − ϕ2V

2/(1+β)
n + τ, (32)

其中τ =

n∑
j=1

Cj .根据文献[12]引理2和式(32),有

Ts ⩽ Tmax =
2

ϕ1ϖ(1− α)
+

2

ϕ2ϖ(β − 1)
. (33)

定理1 对于量化输入饱和及输出受限的非仿

射系统(1),如果假设1和假设2成立,设计控制器(29),
采用虚拟控制器(13)、(21)及自适应律(14)、(22)、(30),
选取适当的设计参数,则如下性质成立: 1)闭环系统
所有信号均有界,系统输出信号在固定时间内可以跟
踪上给定的期望信号,且固定时间收敛与初始状态无
关; 2)输出满足约束条件.

证明 情况1): 若Vn ⩾ [τ/(1−ϖ)ϕ1]
2/(1+α), ϖ

∈ (0, 1),则式(32)可写为

V̇n ⩽ −ϖϕ1V
1+α
2 − ϕ2V

1+β
2 . (34)

当T > Tmax,即Vn ⩽ [τ/(1−ϖ)ϕ1]
2/(1+α)时,有

|y − yd| ⩽ kb[1− e−2( τ
(1−ϖ)ϕ1

)
2

1+α

]
1
2 . (35)

情况 2): 若 Vn ⩾ [τ/(1−ϖ)ϕ2]
2/(1+β),ϖ ∈

(0, 1),则式(32)可写为

V̇n ⩽ −ϕ1V
1+α
2 −ϖϕ2V

1+β
2 . (36)

当T > Tmax,即Vn ⩽ [τ/(1−ϖ)ϕ1]
2/(1+β)时,有

|y − yd| ⩽ kb[1− e−2( τ
(1−ϖ)ϕ1

)
2

1+β

]
1
2 . (37)

由式 (35)和 (37)可知,当系统运行时间 T 超过

Tmax时,跟踪误差收敛到原点的一个小邻域内.
结合情况1)和情况2)可知,Vn有界, zi和 θ̃i也有

界.又因为 θi是一个常数,所以 θ̂i有界.根据αi定义

可知,αi有界.由于zi+1、yd、αi有界,可知xi也有界.
综上,闭环系统的所有信号都是有界的.

由式(35)和(37)可得 |z1| ⩽ kb,根据x1 = z1 − yd

和 |yd| ⩽ B0,可得到 |y| = |x1| ⩽ |z1|+|yd| < kb+B0,
由kb = kc − B0得到 |y| < kc,因此输出满足受限条
件. 2
3 仿真研究

3.1 数值仿真

考虑如下二阶的非线性非仿射系统:
ẋ1 = x21 + 0. 5x2,

ẋ2 = x21x2 + Sat[u] + (Sat[u])3/5,

y = x1.

(38)

参考信号为yd = 0.5 sin t ⩽ B0 = 0.5;系统输入
被约束为umax = 5, umin = −7.假设 |y(t)| < kc =

1.1, ∀t > 0,有kb = kc − B0 = 0.6.初始条件为
[x1(0), x2(0), θ̂1(0), θ̂1(0)]

T = [0.2, 0.2, 0, 0]T.
RBF 神经网络宽度设置为 8,W1S1(Z1) 和

W2S2(Z2)分别包含 4个节点和 7个节点.高斯基函
数中心设置为

−1.5 −0.3 0 0.3 −1.5
...

...
...

...
...

−1.5 −0.3 0 0.3 −1.5

 ∈ Ri×5,

其中i为节点数.
选取参数如下:α = 3/4, β = 4, γ1 = 1, γ2 = 1,

η1 = 2, η2 = 2, k11 = 1, k12 = 1, k13 = 20, k21 = 1,

k22 = 1, k23 = 10, ε10 = 10−6, ε20 = 10−6, λ1 = 1,

λ2 = 1.
仿真结果如图1∼图4所示.图1中,x1为输出信

号, yd为期望信号,可以看出系统输出能够跟踪上参
考信号且输出满足约束要求;图2中, Sat[u]为控制输
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入信号, u = q(v)为量化信号, v为控制器输出信号,
可以看出控制输入信号Sat[u]符合输入饱和要求;图
3为其他参数不变时,不同k13的跟踪误差,可以看出
k13越大跟踪误差越小;由图4可以看出当kb > B0
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图 4 不同kc跟踪误差y − yd

时,输出约束kc = kb + B0参数越接近B0跟踪误差

越小.图4(a)参数如下: η1 = 25, α = 99/100, β = 6,

k11 = 27, k12 = 2, k13 = 12/100, k21 = 27, k22 = 2,

k23 = 1.
图1∼图4的仿真结果表明,所提出的基于滞后

量化器的固定时间自适应神经网络控制器,在固定时
间内输出可以跟踪上期望信号,且系统的输入和输出
满足约束条件.

3.2 对比实例仿真

考虑如下机电系统[12]:

ẋ1 = x2,

ẋ2 = e21x2x
2
3 + e22 sinx1 + e23x2 − e23x

2
2x

3
3,

ẋ3 = e31u+ e32x2 + e33x
2
3 − e33x

2
2 sinx3,

y = x1.

(39)

其中: e21 = 1/M, e22 = −N/M, e23 = −B/M, e31 =

1/L, e32 = −KB/L, e33 = −R/L为系统参数,M、N、
B、L、KB、R的选择及描述参见文献[18].

参考信号如下: yd = 0.5 sin t + sin(0.5t) ⩽ B0

= 1.5;umax = 5, umin = −7, 假设 |y| < kc = 3.5,

∀t > 0,有kb = kc − B0 = 2.参数选取如下:α =

94/101, β = 101/100, γ1 = 10, γ2 = 10, η1 = 2, η2 =

2, η3 = 2, k11 = 12, k12 = 12, k21 = 12, k22 = 12,

k23 = 30, k31 = 12, k32 = 12, k33 = 30, ε10 = 10−6,

ε20 = 10−6, λ2 = 0.05, λ3 = 0.1.仿真结果如图5和
图6所示.可以看出,所提出控制方法的跟踪效果和
跟踪误差优于文献[12].
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4 结 论

本文研究了具有量化输入饱和及输出受限的

非线性非仿射系统输出跟踪控制问题.首先引入中
值定理处理系统非仿射结构,同时利用RBF神经网
络逼近系统未知函数.在控制器设计过程中采用
Barrier Lyapunov函数使系统输出受到约束,且输入
信号经过滞后量化器量化后再经过饱和模型,满足系
统在量化输入饱和及输出受限的情况下,系统的跟踪
误差在固定时间内,可以收敛到足够小的领域内且收
敛时间与初始状态无关.
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