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约束不确定系统的误差有界无偏跟踪

张锴杨, 徐逢秋†, 许贤泽
(武汉大学电子信息学院，武汉 430072)

摘 要: 为使精密制造设备中定位机构实现在容许的误差带内对时变轨迹的精准无偏跟踪,针对约束不确定系统
提出一种基于鲁棒控制不变 (RCI)集的误差有界且无偏模型预测控制 (EOMPC)方法.首先,为了消除由扰动引起
的稳态误差,构建包含可测输出、估计状态和估计扰动的增广系统作为EOMPC的预测模型以提高预测精度;其
次,基于增广系统和轨迹模型,使用可以在有限步内终止的迭代方法求解RCI集,并将其作为最优控制问题 (OCP)
中的状态约束以实现误差有界的跟踪;然后,为保障OCP的实时性,给出一种可在线执行的数值优化方案;最后,在
磁悬浮定位系统上验证了所提出方法的有效性.
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Error-bounded and offset-free tracking for constrained uncertain systems
ZHANG Kai-yang, XU Feng-qiu†, XU Xian-ze

(Electronic Information School，Wuhan University，Wuhan 430072，China)

Abstract: In order to achieve the precise and offset-free tracking of the positioning mechanism in precision manufacturing
for the time-varying trajectories within the allowed error bound, an error-bounded and offset-free model predictive control
(EOMPC), based on robust control invariant (RCI) sets, is proposed for constrained uncertain systems. Firstly, for the
purpose of removing the steady-state errors caused by the disturbances, an augmented system that contains the system
output, estimated state, and estimated disturbance, is constructed and used as the prediction model to improve the
prediction accuracy. Then, on the basis of the augmented system and trajectory model, an iterative procedure that can be
terminated in finite steps is presented to obtain the RCI set, which is used as the state constraints in an optimal control
problem (OCP) to promise the error-bounded tracking. A numerical optimization scheme that can be executed online is
then given for the real-time performance of the OCP. Finally, the effectiveness of the method is illustrated on the maglev
positioning system.
Keywords: model predictive control；robust control invariant；error-bounded and offset-free tracking；disturbance
compensation；real-time optimization；constrained control

0 引 䀰

模型预测控制 (model predictive control, MPC)是
一类基于模型的控制方法,其核心思想是通过解决
集成了系统模型、过程约束以及优化目标的最优控

制问题 (optimal control problem, OCP)来获得预测时
域内的开环优化控制策略.由于能够显式地处理系
统约束并最小化经济激励下的优化目标, MPC已成
为占主导地位的先进控制算法,在化学工程、食品加
工、汽车机器人和航空航天等工业领域获得了成功

应用[1-2].

在工业精密运动控制领域,许多应用都要求定位
机构尽可能准确地跟踪时变轨迹或给定路径.同时
为了确保系统持续稳健地运行,需要考虑输入饱和并
将系统动作限制在安全范围内.然而,各类扰动和不
确定性在实际控制问题中是不可避免的,它们会降低
被控系统的跟踪性能.由于可以在不确定性环境下
进行约束优化控制, MPC成为解决这些问题的首选
方案.文献 [3]提出了一种应用于发动机转矩控制的
具有积分补偿的MPC方案,通过引入跟踪偏差的积
分来修正系统未来轨迹的偏差,进而产生可以实现无
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偏移跟踪的控制率.这类补偿方法忽略了扰动对系
统动态的影响过程,直接用跟踪误差来校正难以改善
系统的抗扰能力,往往导致系统的鲁棒性较差.文献
[4]将扰动观测器与MPC相结合,改善了磁悬浮定位
系统的动态特性,其中无偏移跟踪是通过将扰动的估
计值用于预测时域内的状态补偿来实现的.然而,对
于不确定系统实现无偏移跟踪是不够的.例如在激
光切割应用中,只有整个加工过程中轮廓误差或每个
轴的跟踪误差在给定的误差范围内时才能生产出合

格的零件.在该情况下,可将要求的跟踪误差范围设
定为闭环系统的性能约束.

鲁棒控制不变 (robust control invariant, RCI)集是
实现误差有界跟踪的有效手段,因为它确保了存在控
制输入,使得系统约束对所有可能的不确定性、轨迹
变化均满足.文献 [5]为状态和输入约束下的线性时
不变系统设计了一种计算多胞形RCI集的迭代方法
并提出了误差有界跟踪器.通过将RCI集引入MPC
来保证状态、输入以及性能约束,在仿真中验证了跟
踪器性能.针对双级精密工作台,文献 [6]通过系统模
型、轨迹模型以及约束条件推导了RCI集,并将其作
为MPC中的状态约束,以保证有界的轮廓误差.文献
[7]提出了一种使用RCI集来保证参考轨迹可以在误
差范围内被持续跟踪的MPC方案,并在主从线性电
机上进行实验以验证其有效性.为了简化RCI集的
推导,这些工作没有考虑扰动和不确定性造成的影
响.然而,由于缺少误差补偿,建立在名义系统上的
MPC无法实现无偏移跟踪.尽管集合不变性引起了
学者们的广泛关注[8-10],并且对RCI集的计算也进行
了深入研究[11-13],但考虑到实际存在的不确定性和
扰动,在有限的迭代步数内获得多胞形RCI集并非易
事.文献 [11]提出通过递归的方式来求解具有状态
相关扰动的线性系统的RCI集,然而,即使所有的初
始集都是多胞形,导出的RCI集也往往是非凸的,这
意味着求解最优控制率需要大量的数值计算,因此它
并不适用于实时控制器设计.文献 [5]和文献 [13]提
出了一种获取多胞形RCI集的方法,该RCI集可以确
保跟踪误差约束的鲁棒性及其递归可行性.然而,迭
代过程中严格的终止条件可能难以满足,如果达到最
大迭代次数,将不会返回解决方案,从而导致对最大
迭代次数和可行误差范围的反复调试.
针对约束不确定系统,本文提出一种误差有界

且无偏模型预测控制 (error-bounded and offset-free
model predictive control, EOMPC)方法.为了实现无
偏跟踪,以基于系统模型及其观测器的增广系统作

为EOMPC的预测模型来补偿不确定性和扰动的影
响.本文还提出一种迭代的方法,以有限的步数计算
增广系统的RCI集,并将RCI集用于EOMPC的状态
约束以保证有界的跟踪误差,同时考虑到OCP求解
的实时性问题,针对一步预测EOMPC给出一种可在
线执行的数值优化方案.本文的主要贡献如下:

1) 在基于观测器的增广系统及其RCI集的基础
上设计鲁棒的EOMPC方案,以实现对约束不确定系
统的误差有界和无偏跟踪;

2) 提出一种能以有限步计算约束不确定性系统
RCI集的迭代方法;

3) 针对一步预测EOMPC,给出一种可实时求解
的数值优化方案.

1 问题描述

考虑如下一类受约束的不确定系统,其状态空间
依据可测以及不可测状态以分块矩阵形式给出:

x+
d =

[
A11 A12

A21 A22

]
︸ ︷︷ ︸

Ad

[
y

ye

]
︸︷︷︸
xd

+

[
B1

B2

]
︸ ︷︷ ︸

Bd

u+

[
D1

D2

]
︸ ︷︷ ︸

Dd

w

y = [Ip 0(nx−p)×(nx−p)]xd = Cdxd. (1)

其中:xd ∈ Rnx、u ∈ R、y ∈ Rp、ye ∈ Rnx−p分别

为系统的状态、输入、输出和不可测状态;w ∈ R为

作用在系统上的集总扰动;x+
d 为系统在下一个采样

时刻的状态;Ad、Bd、Dd、Cd为相应维度的系统参数

矩阵,满足(Ad, Bd)可控、(Cd, Ad)可测、Cd行满秩且

Dd = λBd, λ ∈ R.系统(1)受到的紧约束为

y ∈ Y, ye ∈ Ye, u ∈ U , w ∈ W. (2)

假设1 作用在系统 (1)上的扰动w随时间缓慢

变化,且满足∥ẇ∥ ≈ 0.
本文的控制目标是要求系统(1)的输出以有界的

误差持续无偏地跟踪时变的参考信号yr ∈ Rp,该信
号由如下受约束的轨迹模型生成:

r+ = Arr +Brur, yr = Crr; (3a)

r ∈ X r ⊆ Rnr , ur ∈ Ur ⊆ Rmr . (3b)

其中: r、ur、yr是轨迹模型的状态、输入和输出.对于
给定的误差上界ε ∈ R+,跟踪误差需满足如下性能
约束:

∥y(k)− yr(k)∥∞ ⩽ ε, ∀k ∈ Z0+ . (4)

误差有界且无偏控制器设计需处理的问题如下

所示.
问题 1 给定跟踪误差上界 ε,受制于约束 (2)

且满足假设 1的不确定系统 (1)以及受限的轨迹模
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型 (3).对满足约束 (2)、 (3b)和 (4)的任何初始状态
(xd(0), r(0)),设计反馈控制率u = κ(·)来同时确保
系统 (1)对约束 (3a)的无偏和误差有界跟踪,即约束
条件(4)的鲁棒满足.

2 控制策略

为了确保无偏移跟踪并减弱扰动的影响,本文
采用包含输出动态、估计状态和估计扰动的增广系

统作为EOMPC的预测模型.对于误差有界跟踪,在
EOMPC中引入RCI集作为约束,以保证误差约束 (4)
的鲁棒性和OCP的递归可行性.由于对估计值进行
扰动补偿,使用估计的状态来预测系统未来输出.为
了限制系统实际跟踪误差处于指定范围内,对估计输
出与参考轨迹之间偏差施加了更严格的限制.最后,
针对一步预测EOMPC,提出一种可在线实时执行的
数值优化方法.

2.1 基于观测器的增广系统

目前,较为通用的实现无偏MPC的方式是将系
统中不可测的扰动同样作为状态进行扩展,并设计
相应的观测器对扩展状态进行估计,以抑制扰动的影
响[14-15].为此,基于假设1和扩展状态xe = (y, ye, w),
将状态方程(1)改写为

x+
e =

[
Ad Dd

01,nx
1

]
xe +

[
Bd

0

]
u = Aexe +Beu,

y = [Cd 0p×1]xe = Cexe. (5)

因为 (Ce, Ae)同样可测,这里利用Luenberger观测器
对扩展状态进行估计,有

x̂+
e = (Ae − Le · Ce) x̂e +Beu+ Le · y. (6)

其中: x̂e = (ŷ, ŷe, ŵ)是扩展状态的估计值,Le是观测

器增益.定义扩展状态估计偏差 x̃e = xe − x̂e,估计器
的动态特征可表征为

x̃+
e = (Ae − Le · Ce)x̃e. (7)

通过合理地选择增益Le可以使 (Ae − Le · Ce)的

所有特征值均在单位圆内,从而使估计偏差渐近收
敛.这也意味着存在初始集Θ和正常数εp,对于任意
x̃e(0) ∈ Θ,观测器(6)可以对扩展系统(5)保持误差有
界地跟踪,即

∥y(k)− ŷ(k)∥∞ ⩽ εp, ∀k ∈ Z+. (8)

联合可测量的系统输出与估计的拓展状态构建

增广状态x = (y, x̂e) = (y, ŷ, ŷe, ŵ).其相应的增广
系统描述如下:

x+ =

[
A11 [0p×p, A12, 0p×1]

Le Ae − Le · Ce

]
x+

[
B1

Be

]
u+

[
Ip

0(nx+1)×p

]
(A12ỹe +D1w) =

Ax+Bu+ Fd,

ŷ = [0p×p Ce]x = Cx, (9)

其中d = A12ỹe +D1w是增广系统的集成扰动,由不
可测状态的估计偏差 ỹe和原系统 (1)中的扰动w决

定.根据式 (7),估计误差渐近收敛且w有界,所以此
处假设集总扰动d同样有界,即d ∈ D.同时,增广状
态受制于紧集X = (Y,Y,Ye,W),满足x ∈ X .
误差有界跟踪的充要条件是约束 (4)的满足.由

于噪声的影响以及缺少扰动补偿,增广系统中的实际
状态并不适用于未来轨迹的预测.为此,问题1中涉
及的误差有界跟踪可转换为:确保带有扰动补偿的
估计输出 ŷ与参考轨迹yr之间的差值被更严格的边

界εe = ε− εp所约束,即

∥ŷ(k)− yr(k)∥∞ ⩽ εe. (10)

注1 基于以下三角不等式:

∥y − yr∥∞ ⩽ ∥y − ŷ∥∞ + ∥ŷ − yr∥∞ ⩽
εp + εe = ε, (11)

如果估计误差满足∥y − ŷ∥∞ ⩽ εp,则可设计控制器
保证∥ŷ − yr∥∞ ⩽ εe,从而使系统跟踪误差小于上界
ε.

2.2 鲁棒控制不变集估计方法

考虑系统x+ = Ax + Bu + Fd和状态、输入、

扰动约束分别给定为x ∈ X ⊆ Rn, u ∈ U ⊆ R和

d ∈ D ⊆ Rd.为了便于后续分析,给出如下定义.
定义1 给定收缩因子δ ∈ (0, 1],当集合C ⊆ X

满足

x ∈ C : ∃u ∈ U , Ax+Bu+ Fd ∈ δC, ∀d ∈ D, (12)

则称C为δ-收缩集.如果δ = 1,则称集合C是系统的
RCI集.最大的RCI集C∞包含了所有X内的RCI集.

定义2 鲁棒前向集P (R)表示在特定控制输入

下,可一步映射到给定集合R ⊆ Rn的系统状态集

合,即

P (R) = {x ∈ Rn : ∃u ∈ U ,

Ax+Bu+ Fd ∈ R, ∀d ∈ D}. (13)

定义3 内部包含原点的紧凸集称为C-集合.
假设系统约束集合 X ,U ,D,X r,Ur 均为 C-集

合.对于收缩因子δ ∈ (0, 1], δ-收缩集的迭代计算方
法如下:

O0 = X , Ok+1 = P (δOk)
∩

Ok, k ∈ Z0+ . (14)

定理1 [9] 考虑式 (14)的迭代过程,假设包含在
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X内且定义为Mδ =
∞∩
k=0

Ok的最大δ-收缩集Mδ是

C-集合,则对于任意δ∗ ∈ (δ, 1],存在j使得对于任意

k ⩾ j,Ok是δ∗-收缩集.
注2 根据定理1,通过式 (14)可以在有限步内

求解出系统的 δ∗-收缩集.例如,将式 (14)的终止条
件设置为δOk ⊆ δ∗Ok+1.在该条件下,返回的集合
Ok+1不仅是 δ∗-收缩的,而且是系统的RCI集,因为
δ∗Ok+1 ⊆ Ok+1

[12].
假设Cr是受式 (3b)约束的参考系统 (3a)的 δ-收

缩集,同时也是控制不变集. Cr的输入可达集定义为

Cur = {ur : Arr + Brur ∈ δCr,∀r ∈ Cr}.为了求解
误差有界跟踪问题 (10),定义如下受约束的增广状态
与参考信号的初始集:

X x,r = {(x, r) : x ∈ X , r ∈ Cr, ∥ŷ − yr∥∞ ⩽ εe}.
(15)

虽然该初始集可用于MPC中的状态约束以限制跟踪
误差,但OCP的递归可行性无法得到保障.因此,需要
RCI集Cx,r ⊆ X x,r来严格保证优化控制率的存在性,
即

(x, r) ∈ Cx,r : ∃u ∈ U , (Ax+Bu+ Fd,Arr+

Brur) ∈ Cx,r, ∀(d, ur) ∈ (D, Cur). (16)

求解最大RCI集Cx,r
∞ 的通用方法总结如下:

C0 = X ξ,r, Ck+1 = P (Ck)
∩

Ck, k ∈ Z0+ ; (17a)

P (Ck) = {(x, r) : ∃u ∈ U , (Ax+Bu+ Fd,Arr+,

Brur) ∈ Ck,∀(d, ur) ∈ (D, Cur)}. (17b)

其终止条件为Ck = Ck+1.如果该迭代过程在k处终

止,则返回最大RCI集Cx,r
∞ = Ck.然而,由于严苛的终

止条件,该方法需要大量的数值计算.此外,即使所有
的初始集均为凸集, Cur对Cr的依赖通常使得返回的

RCI集是非凸集,并导致该集的复杂度随迭代次数呈
指数递增.为了得到能以有限步确定的且为凸集的
RCI集,本文提出基于δ-收缩集的迭代方法.

算法1 最大RCI集的内部近似.
step 1: 输入:系数矩阵A,B, F,Ar, Br;约束条件

X ,U ,D, Cr,Ur, εe;收缩因子δ ∈ (0, 1), δ∗ ∈ (δ, 1].
step 2: 初始化: k = 0,Ok = Ōk

∩
Or,Or =

(Rn × Cr), Ōk = {(x, r) : x ∈ X , ∥ŷ − yr∥∞ ⩽ εe}.
step 3:后向迭代:
while k ⩾ 0 do

Ok+1 = Pδ(Ōk)
∩
Ōk, Ōk+1 = Ōk

∩
Ôk+1.

其中Pδ(Ōk) = Ôk+1

∩
Or,而

Ôk+1 = {(x, r) : ∃u ∈ U , (Ax+Bu+ Fd,Arr+

Brur) ∈ δŌk, ∀(d, ur) ∈ (D,Ur)}. (18)

if δOk ⊆ δ∗Ok+1,输出Cx,r = Ok+1.
else k = k + 1.
end
定理 2 考虑在约束x ∈ X , u ∈ U , d ∈ D

限定下的增广系统 (9)和受制于式 (3b)的参考系统
(3a).给定误差上界 εe和收缩因子 δ ∈ (0, 1), δ∗ ∈
(δ, 1],算法1可以在有限步内终止.
证明 算法 1中的后向迭代有以下包含关系:

Ok+1 = Pδ(Ōk)
∩

Ōk = Ôk+1

∩
Or

∩
Ōk = Or

∩
Ōk+1.同时由于交运算的幂等律,有Ok+1 = Pδ(Ōk)∩

Ōk

∩
Or = Pδ(Ōk)

∩
Ok.首先,证明算法 1中的

集合迭代与式 (14)中定义的过程等价.即对于任意
(x, r) ∈ Ok+1,存在u ∈ U使得(Ax+Bu+Fd,Arr+

Brur) ∈ δOk.假设(x, r) ∈ Ok+1 = Pδ(Ōk)
∩
Ok,其

中Pδ(Ōk)可表示为

Pδ(Ōk) = {(x, r) : r ∈ Cr, ∃u ∈ U , ((Ax+Bu+

Fd)/δ, (Arr +Brur)/δ) ∈ Ōk,

∀(d, ur) ∈ (D,Ur)}. (19)

鉴于r独立于u,此处集合映射和交集的顺序可以交
换.又由于Ōk

∩
Or = Ok且Cr是参考系统的δ-收缩

集,式(19)可重写为

Pδ(Ōk) = {(x, r) : ∃ur ∈ Ur, (Arr +Brur)/δ ∈ Cr,

∃u ∈ U , ((Ax+Bu+ Fd)/δ,

(Arr +Brur)/δ) ∈ Ok,

∀(d, ur) ∈ (D,Ur)}. (20)

上式表明,存在u ∈ U使得 (Ax + Bu + Fd,Arr +

Brur) ∈ δOk.
算法1能以有限步终止的证明可由以下两种情

况展开:
1)考虑Oj = ∅的情况.由于Oj+1 = Pδ(Ōj)∩

Oj ,此时对于所有的k > j都有Ok = ∅.在该情
况下终止条件显然是成立的,因为空集是任何集合的
子集.

2)假设Oj ̸= ∅且最大 δ-收缩集Mδ存在.根
据定理 1,存在 k > j使得Mδ ⊆ Ok ⊆ Oj ⊆
δ∗/δMδ.又因为Ok+1 = Pδ(Ōk)

∩
Ok,所以有 δOj

⊆ δOk ⊆ δ∗Mδ ⊆ δ∗Ok+1.该结果表明,对于所有
的k > j都有δOk ⊆ δ∗Ok+1. 2

定理3 如果算法1的输出集Cx,r ̸= ∅,则它是
约束系统的RCI集,且对于d ∈ D和ur ∈ Cur具有鲁

棒性.
证明 根据终止条件 δOk ⊆ δ∗Ok+1以及式
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(20),对于任意 (x, r) ∈ Ok+1、(d, ur) ∈ (D,Ur),存
在u ∈ U使得(Ax+Bu+Fd,Arr+Brur) ∈ δOk ⊆
δ∗Ok+1 ⊆ Ok+1.这意味着算法1输出集Cx,r = Ok+1

是定义1中所描述的RCI集. 2
注3 对比式 (20)与 (17b),初始集满足O0 = C0,

由于收缩因子δ的存在且Cur ⊆ Ur,Pδ(Ō0) ⊆ P (C0)
并且O1 = Pδ(Ō0)

∪
O0 ⊆ P (C0)

∪
C0 = C1.对于

任意k ∈ Z+,假设Ok ⊆ Ck,Ok+1 ⊆ Ck+1成立,因
为Pδ(Ōk) ⊆ P (Ck).由数学归纳可知,算法1输出的
RCI集Cx,r是最大RCI集Cx,r

∞ 的内近似.特别地,如果
所有约束集均为多胞形的,则输出的RCI集也是多胞
形的,因为在所有多胞形上执行的线性操作都会返回
多胞形.

2.3 误差有界且无偏模型预测控制器设计

如问题1所描述,所设计的控制器应确保系统对
参考对象的无偏跟踪的同时,保证误差在预先设定
的公差带内.考虑到多种系统约束的存在,这里采用
MPC设计控制率,并将上节中计算的RCI集集成到
OCP中,以保证控制器的鲁棒性和递归可行性.

假设N为预测时域步长, (x(k), r(k)) ∈ Cx,r为

当前状态且由参考系统生成的未来轨迹 (r0|k, . . . ,

rN |k)已知.基于增广系统与RCI集的EOMPC,在每
个采样时刻求解如下OCP:

arg min
Uk

J = E(xN |k, rN |k) +

N−1∑
i=0

L(xi|k, ri|k, ui|k);

s.t. xi|k = Axi−1|k +Bui−1|k, (21)

(xi|k, ri|k) ∈ Cx,r,

x0|k = x(k), i = 1, 2, . . . , N.

其中:Uk是待优化变量;代价函数L(·)和终端代价
E(·)分别定义为

L(·) = ∥C · xi|k − Cr · ri|k∥Q + ∥ui|k∥R,

E(·) = ∥C · xN |k − Cr · rN |k∥P . (22)

这里:正定的权重矩阵Q、R被设计来权衡跟踪误

差和控制输入;P为终端惩罚矩阵,可通过离散代数
Riccati方程求解.根据RCI定义,此处的最优解U∗

k一

定是存在的,所以它的第1部分u∗
0|k将反馈至系统,实

现k时刻的闭环控制.
定理4 定义轨迹模型参数为Ar = Ad, Br =

Bd, Cr = Cd,并将系统估计状态表示为 x̂d = (ŷ, ŷe).
如果对于任意大于等于k0的时刻k,获得的控制信号
可表述为u∗

0|k = K(x̂d(k)−r(k))+ur(k)−λŵ(k),其
中K满足∥Ad + BdK∥2 < 1,则受式 (2)约束的系统
(1)能实现对轨迹模型(3)的无偏跟踪,即 lim

k→∞
∥y(k)−

yr(k)∥2 = 0.

证明 考虑 i时刻, i ⩾ k0,系统状态与轨迹模型
状态的偏差为 e(i) = xd(i) − r(i).根据式 (1)和式
(3a), i+ 1时刻的偏差e(i+ 1)满足

e(i+ 1) = Ade(i) +Bd(u
∗
.0|i − ur(i)) +Ddw(i).

(23)

进一步,将Dd = λBd和u∗
0|i代入式(23),有

e(i+ 1) =

Ade(i) +Bd(K(x̂d(i)− r(i)) + ur(i)−

λŵ(i)− ur(i)) + λBdw(i) =

Ade(i) +BdK(x̂d(i)− r(i))+

λBd(w(i)− ŵ(i)) =

(Ad +BdK)e(i)−BdKx̃d(i) + λBdw̃(i). (24)

其中: x̃d = xd − x̂d, w̃ = w − ŵ.由此可得

∥e(i+ 1)∥2 ⩽

(∥BdK∥2∥x̃d(i)∥2 + ∥λBd∥2∥w̃(i)∥2)︸ ︷︷ ︸
f(i)

+

∥Ad +BdK∥2︸ ︷︷ ︸
l1

∥e(i)∥2. (25)

对上式从k0叠加至k,有

∥e(k + 1)∥2 ⩽ lk−k0+1
1 ∥e(k0)∥2 +

k∑
i=k0

lk−i
1 f(i).

(26)

根据式 (7)有估计偏差 x̃e = (x̃d, w̃)渐近收敛,即
f(i)存在上界且满足 lim

i→∞
f(i) = 0.这表明对于任意

小的正常数ϵ,一定存在k1使得对于所有的 i ⩾ k1都

有f(i) ⩽ ϵ.因此,对于所有的k ⩾ k1 ⩾ k0,式 (26)中
的求和部分可拆分为两部分,即

k∑
i=k0

lk−i
1 f(i) =

k1∑
i=k0

lk−i
1 f(i)︸ ︷︷ ︸
S1

+
k∑

i=k1+1

lk−i
1 f(i)︸ ︷︷ ︸

S2

. (27)

由于 l1 < 1, S1满足如下不等式关系:

S1 ⩽ sup
i∈[k0,k1]

{f(i)} ·
k1∑

i=k0

lk−i
1 ⩽

sup
i∈[k0,k1]

{f(i)} · lk−k1
1

1− l1
. (28)

上式表明 lim
k→∞

S1 = 0.同时,对于所有 i ⩾ k1都有

f(i) ⩽ ϵ, S2满足如下不等式关系:

S2 ⩽
k∑

i=k1+1

lk−i
1 ϵ ⩽ ϵ

1− l1
. (29)

由于 ϵ可任意选择为足够小的正常数,上式表明
lim
k→∞

S2 = 0.
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此外,考虑 lim
k→∞

lk−k0+1
1 ∥e(k0)∥2 = 0显然成立,

由 lim
k→∞

S1 = 0和 lim
k→∞

S2 = 0可得 lim
k→∞

∥e(k)∥2 =

0.又由于 ∥y(k) − yr(k)∥2 ⩽ ∥e(k)∥2,这表明
lim
k→∞

∥y(k) − yr(k)∥2 = 0成立,即受式 (2)约束的系
统(1)能实现对轨迹模型(3)的无偏跟踪. 2

注4 定理4中的K使得∥Ad + BdK∥2 < 1,且
由u∗

0|k = K(x̂d(k) − r(k)) + ur(k) − λŵ(k)确定.由
于nx > 1,K的计算是通过求解超定方程完成的,这
意味着满足条件的K大概率存在且可能存在无穷多

的可行值.
至此,基于增广系统及其RCI集的EOMPC设计

完毕. EOMPC最终求解控制信号u∗,使被控系统在
满足对规划轨迹无偏跟踪的同时,保证跟踪误差在预
先设定的公差带内,从而达到本文的控制目标.

2.4 一步预测EOMPC实时优化

由于RCI集作用下的高维不等式约束,即使在预
测步长N = 1的情况下,式(21)中的OCP求解也是耗
时的.尽管其中的等式约束可通过滚动优化的方式
降维,再通过相应的数值优化方法,例如有效集法,进
行求解.但是,简化后的不等式约束的常值项受x0|k

和参考轨迹影响而变化,使得暖启动等加速优化的方
法不再适用.为此,针对N = 1的OCP,将其转化为区
间上二次函数求极值问题以进行实时优化.首先,将
式 (21)的目标函数J转换为关于u0|k的二次函数形

式,即

J = E(x1|k, r1|k) + L(x0|k, r0|k, u0|k) =

∥CAx0|k + CBu0|k − Crr1|k∥P+

∥Cx0|k − Crr0|k∥Q + ∥u0|k∥R =

((CB)TPCB +R)u2
0|k+

(CAx0|k − Crr1|k)
TPCBu0|k+

∥CAx0|k − Crr1|k∥P + ∥Cx0|k − Crr0|k∥Q =

q1u
2
0|k + q2u0|k + q3. (30)

其次,考虑如下不等式形式的RCI集约束:[
b1

b2

]
⩽

[
H11 H12

H21 H22

][
x1|k

r1|k

]
⩽

[
b1

b2

]
. (31)

代入x1|k = Ax0|k +Bu0|k,将其写作关于u0|k的线性

不等式形式,有[
b1 −H11Ax0|k −H12r1|k

b2 −H21Ax0|k −H22r1|k

]
︸ ︷︷ ︸

b

⩽
[
H11B

H21B

]
︸ ︷︷ ︸

H

u0|k ⩽

[
b1 −H11Ax0|k −H12r1|k

b2 −H21Ax0|k −H22r1|k

]
︸ ︷︷ ︸

b

. (32)

由于变量u0|k是一维的,对上述不等式乘以H的右逆

矩阵以消除约束中的冗余部分,有

HT(HTH)−1b︸ ︷︷ ︸
u

⩽ u0|k ⩽ HT(HTH)−1b︸ ︷︷ ︸
u

. (33)

至此,N = 1情况下的式 (21)中的OCP已经转
换为由式 (30)和 (33)决定的二次函数求极值问题.矩
阵P和R是正定的,即式 (30)中的 q1为正数,所以二
次函数 (30)的极值,即最优控制率u∗

0|k,由以下分段函
数映射确定:

u∗
0|k =



− q2
2q1

, u ⩽ − q2
2q1

⩽ u;

u, − q2
2q1

< u;

u, − q2
2q1

> u.

(34)

3 仿真分析与实验验证

3.1 系统描述

本文在图1展示的磁悬浮定位系统上进行控制
算法的仿真分析与实验验证,控制算法通过PC上的
LabVIEW RealTime软件设计并下载到NI控制器, NI
控制器可通过内嵌的 I/O模块与传感系统、功放电路
进行实时通讯控制.该磁悬浮平面电机可以实现空
间中的 6自由度运动,通过对电流-磁力模型进行逆
模型解耦,该模型可转换为6个可以独立控制的SISO
系统.本文在磁悬浮定位系统的x轴上进行控制算法

的有效性验证.

图 1 磁悬浮定位系统结构

解耦后的SISO系统如式(1)形式的参数矩阵为

Ad =

[
1 T

0 1

]
, Bd = Dd =

[
T 2/2m

T/m

]
, Cd = [1 0].

其中:m = 2.37 kg,为悬浮台的质量;T = 1ms,为系
统的采样时间.系统的状态约束与输入约束为

− [10, 0.1]T ⩽ xd ⩽ [10, 0.1]T (mm,mm/ms),

− 60 ⩽ u ⩽ 60 (N).

为了计算增广系统的RCI集,需要确定d和 ŵ的

范围.由基于受约束系统设计的轨迹数据库上利用
观测器 (6)近似测量的结果给出,集中扰动d的范围
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为∥d∥∞ ⩽ 0.003.由于w被考虑为纯输入扰动, ŵ的
范围可以通过∥ŵ · T 2/2m∥∞ ⩽ 0.003求解,此处,将
ŵ的约束放大为∥ŵ∥∞ ⩽ 15以获得保守的估计范围.

形如式(3a)的参考模型的参数矩阵分别为

Ar =

[
1 T

0 1

]
, Br =

[
T 2/2

T

]
, Cr = [1 0].

式(3b)描述的约束为

− [5, 0.05]T ⩽ r ⩽ [5, 0.05]T (mm,mm/ms),

− 5 ⩽ ur ⩽ 5 (m/s2).

基于上述状态方程及其约束,使用算法 1来计
算RCI集.考虑到估计误差的上界被识别为 εp =

0.02mm,将估计跟踪误差的边界设置为∥ŷ−yr∥∞ ⩽
εe = 0.025mm.此处, MPT3[16]和Yalmip[17]工具箱用

于计算算法1中的鲁棒前向集Pδ(·).
3.2 仿真分析

为了验证所提出EOMPC的有效性,选择点对点
的高速运动作为参考轨迹并在磁悬浮定位系统上进

行控制仿真.参考轨迹的最大加速度和速度分别为
5m/s2和 0.05mm/ms,运动行程为 10mm.基于 3.1
节建立的RCI集,可以显式确立式 (21)中的OCP.其
中:预测时域步长N = 1,目标函数中的权重矩阵分
别为Q = 1, R = 10−6.
由图2轨迹跟踪仿真曲线可以看出,本文所提出

的EOMPC方法对预先设定的参考模型具有良好的
跟踪能力.由图2中的内嵌曲线可以看出,在轨迹的
拐角处,磁悬浮平台位置始终保持在目标轨迹定义的
公差带内,且能以较快的速度跟上目标轨迹.
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图 2 EOMPC作用下的跟踪性能仿真

图3是采用无偏MPC控制算法得出的轨迹跟踪
仿真曲线,无偏MPC在每个采样时刻求解如下OCP:

arg min
Uk

E(xN |k, rN |k) +

N−1∑
i=0

L(xi|k, ri|k, ui|k);

s.t. xi|k = Axi−1|k +Bui−1|k,

xi|k ∈ X , ui−1|k ∈ U ,

x0|k = x(k), i = 1, 2, . . . , N.

为了公平对比,其控制参数与本文方法保持一致.
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图 3 无偏MPC作用下的跟踪性能仿真

通过图2和图3的比较可以看出,两者都可以实
现轨迹跟踪,但无偏MPC的跟踪效果远不及本文方
法的跟踪效果,尤其是当参考轨迹出现变化时,无偏
MPC无法使磁悬浮平台位置保持在 0.045mm的误
差范围内,这是因为无偏MPC不能及时响应由扰动
引起的系统动作变化.重新调整无偏MPC的控制参
数可以使跟踪误差处于公差带内,但当参考轨迹发生
变化时,该跟踪效果无法保证.反观,在RCI集的作用
下,本文提出的控制方法具有更快的响应速度与更小
的超调量.

图 4∼图 6分别是两种控制方法下磁悬浮平台
跟踪误差、控制输入以及所提出方法下估计跟踪误

差的仿真曲线. EOMPC与无偏MPC的最大跟踪误
差∥y− yr∥∞分别为39.7um和87.5um.可以看出,本
文设计的EOMPC控制器可以使磁悬浮平台平稳快
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图 4 跟踪误差对比仿真
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图 5 EOMPC作用下的估计跟踪误差仿真
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图 6 控制信号对比仿真

速地跟踪目标轨迹,平台的实际与估计位置跟踪误差
始终保持在预先定义的误差范围内.在不牺牲系统
静态跟踪性能的情况下,能通过引入RCI集来改善平
台的动态跟踪性能并实现控制目标.
本文提出的针对一步预测MPC的数值优化方

法,较常用的内点法和有效集法在计算效率上具有明
显的优势.表1给出了本文方法的平均、最大计算时
间与内点法、有效集法的对照,可见本文方法的效率
更高.

表 1 效率指标离线对比

优化方法 有效集法 内点法 本文方法

平均计算时间/ms 1.21 3.51 0.12

最大计算时间/ms 3.01 12.15 0.24

3.3 实验验证

根据3.1节描述的实验装置,在磁悬浮定位系统
上使用与仿真案例相同的控制参数进行实验以验证

本文方法的实用性.首先,在NI控制器中测试本文所
提出的一步预测MPC数值优化方法的在线计算时
间.同时, LabVIEW RealTime IDE在Mathematica库
中配备有二次编程模块,该模块提供有效集法和内点
法可用于优化效率对比.从表2中的平均计算时间和
最大计算时间指标可以看出,本文方法能够满足预先
设定的控制系统采样率(1 kHz)要求.

表 2 效率指标在线对比

优化方法 有效集法 内点法 本文方法

平均计算时间/ms 0.61 1.72 0.11

最大计算时间/ms 4.22 13.88 0.53

图7∼图9分别给出了实验环境下两种控制方法
的跟踪误差、控制输入以及所提出方法的估计跟踪

误差. EOMPC与无偏MPC的最大跟踪误差 ∥y −
yr∥∞分别为43.9um和97.7um.可以看出,本文方法
在遵守状态和输入约束的前提下,能保证磁悬浮平
台的轨迹始终位于误差范围内.虽然仿真与实验结果

有着相似的误差轨迹,但实验环境中存在包含电路噪
声、装配误差等因素造成的扰动,这表明所提出的控
制方法具有良好的适应性和稳定性.
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图 7 跟踪误差对比实验
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图 8 控制信号对比实验
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图 9 EOMPC作用下的估计跟踪误差实验

4 结 䇪

本文以典型的约束不确定线性系统为研究对象,
提出了基于增广系统及其RCI集的EOMPC方法.通
过将集成了观测器的增广系统作为MPC的预测模型
来补偿模型误差.针对不确定系统的RCI集求解计算
量大的问题,提出了基于收缩集能有限步确定的RCI
集估计方法,将获得的RCI集作为MPC中的状态约
束以实现控制目标.最后给出了一步预测MPC的实
时优化方案并成功地应用于磁悬浮定位系统中.仿
真与实验结果均表明,所设计的EOMPC能够使磁悬
浮平面电机在无偏跟踪参考轨迹的同时,跟踪误差始
终保持在给定的误差范围内,具有良好的瞬态控制性
能,且所提出的数值优化方案能够满足亚毫秒级的实
时控制要求.
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