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混合型概率犹豫模糊熵和交叉熵测度

方 冰†, 韩 冰

(陆军指挥学院，南京 210045)

摘 要: 针对已有概率犹豫模糊熵测度构造复杂、区分能力弱等缺点,提出一种混合型概率犹豫模糊熵测度.混合
型熵测度能够综合反映概率犹豫模糊元所具有的个体不确定性和整体不确定性,具有结构简单、物理意义明确、
区分能力强等优势.在概率犹豫模糊元规范化的基础上,基于混合型熵测度的构造理念所设计的混合型交叉熵测
度,能够克服已有交叉熵测度的设计缺陷,综合反映两个概率犹豫模糊元之间的个体区分度和整体区分度,且具有
自然的对称性.基于混合型熵测度和交叉熵测度,进一步设计概率犹豫模糊环境下的多属性决策方法,并将其应
用于无人机集群作战效能评估.数值和理论分析结果表明,所提出的混合型概率犹豫模糊熵和交叉熵测度能够成
对设计,互为印证,具有广泛的应用前景.
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Hybrid entropy and cross-entropy measures of probabilistic hesitant fuzzy
information
FANG Bing†, HAN Bing

(Army Command College of PLA，Nanjing 210045，China)

Abstract: The paper aims at solving the shortcomings of existing entropy measures of probabilistic hesitant fuzzy elements
(PHFEs), which are either too complex in structure or too weak in discriminating ability, and proposes some hybrid entropy
measures of PHFEs. The hybrid entropy measures of PHFEs can comprehensively reflect their individual and collective
uncertainties, and possess some advantages of simple structure, clear physical meaning and strong discriminating ability.
Based on normalized PHFEs, some hybrid cross-entropy measures of PHFEs are designed with the construction method
of hybrid entropy measures, which can overcome the design flaws of existing cross-entropy measures, comprehensively
reflect the individual and collective discrimination degrees between PHFEs, and possess natural symmetry. Based on
proposed entropy and cross-entropy measures, a multi-attribute decision-making (MADM) method with PHFEs is further
developed and applied to evaluate the combat effectiveness of UAV clusters. Numerical and theoretical results show that
hybrid entropy and cross-entropy measures of PHFEs, which can be designed in pairs and supportive to each other, have
a wide range of applications.
Keywords: probabilistic hesitant fuzzy set (PHFS)；probabilistic hesitant fuzzy element (PHFE)；entropy measure；
cross-entropy measure；combat effectiveness evaluation

0 引 言

复杂的问题需要复杂的求解手段.多属性决策
是现代管理决策的核心课题,不断被人们注入新的活
力,具有广泛的适用性.多属性决策的本质是在多个
相互冲突的指标 (亦称属性、准则)间恰当权衡、择优
选择.面对现代社会中广泛存在的复杂不确定性,传
统的决策方法以及决策者的个体智慧等都无法有效

应对.为帮助决策者克服处理复杂不确定性决策问

题时的认知局限性和思维模糊性,模糊决策得到了广
泛应用,并取得了大量研究成果.
作为模糊决策的最新发展方向,概率犹豫模糊集

在信息测度理论、信息融合理论、偏好关系理论和多

属性决策方法等方面取得了丰富的研究成果,且已有
研究将上述成果应用于风险投资、供应链管理、运输

管理、舆情预测等领域[1].概率犹豫模糊集的基本描
述工具是概率犹豫模糊元,概率犹豫模糊元在犹豫模
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糊元的基础上增加了每个隶属度的权重信息,也即概
率.从这个意义上讲,概率犹豫模糊集是对犹豫模糊
集的重要改进和推广,是模糊决策理论的重要创新发
展[2-6].总之,得益于对概率信息的有效利用,概率犹
豫模糊元能够包含较为丰富的评估信息,概率犹豫模
糊集能够更为精准地建模决策过程中的不确定性认

知,基于概率犹豫模糊集的决策理论和方法更具合理
性和有效性.
在模糊决策领域,熵始终是一个迷人的概念和有

效的决策工具,具有广泛的应用空间[7-9].然而,在概
率犹豫模糊决策理论中,关于熵测度的研究成果却非
常有限.不同于犹豫模糊信息,概率犹豫模糊元同时
包含了隶属度和概率两个维度的信息,因此,对概率
犹豫模糊信息的测度要复杂得多.现有研究通常选
择将这两个维度的信息以某种方式合并后处理,这种
方法虽有一定可取之处,却存在“过分简单化”的嫌
疑;另一方面,在概率犹豫模糊信息的处理上,也不应
“过分复杂化”.事实上,在对概率犹豫模糊集这一概
念的把握上,“概率”应当仅作“权重”来理解,而不应
再考虑其他的“不确定性”含义,徒增复杂性.

最近,文献 [9-11]提出了一种概率分裂算法来对
一组概率犹豫模糊元进行规范化处理,通过概率分
裂算法处理的概率犹豫模糊元不仅具有相同的基数,
而且具有相同的概率分布信息.概率分裂算法的出现
使得对概率犹豫模糊信息的比较和处理变得通畅起

来,也为概率犹豫模糊熵测度的研究开辟了一条新路
径[9].本文在概率犹豫模糊元规范化处理的基础上,
针对已有概率犹豫模糊熵测度构造过于复杂、区分

能力不足等缺点[12-14],提出混合型概率犹豫模糊熵
测度,以实现对概率犹豫模糊元所反映的个体不确
定性和整体不确定性的综合衡量.与已有的概率犹
豫模糊熵测度相比,混合型熵测度基于全新视角进行
设计,能够完全满足概率犹豫模糊熵定义的公理性要
求,具有结构简单、物理意义明确、区分能力强、易于
拓展应用等优势.
本文所提出的混合型概率犹豫模糊熵测度不仅

仅是几个具体的熵测度公式,也是一种新的设计理
念,一种新的熵测度构造方法.基于这种构造方法,本
文又提出了混合型概率犹豫模糊交叉熵测度.混合
型交叉熵测度能够综合反映两个概率犹豫模糊元

之间的个体区分度和整体区分度,具有自然的对称
性.混合型交叉熵测度这一新特性解决了困扰学术
界已久的“对称性交叉熵测度”难题,克服了已有概
率犹豫模糊交叉熵测度的设计缺陷.基于混合型熵

和交叉熵测度,本文进一步设计了概率犹豫模糊环境
下的多属性决策方法,并将其应用于无人机集群作战
效能评估.数值和理论分析结果表明,本文所提出的
混合型概率犹豫模糊熵测度和交叉熵测度能够成对

设计,互为印证,配合使用,具有广泛的适用性.

1 理论基础

本节主要介绍概率犹豫模糊元的基本概念、比

较方法、规范化方法和距离测度.

1.1 概率犹豫模糊元

定义1 [2] 设X是一个给定的有限集合,则定义
在X上的一个概率犹豫模糊集H可表示为

H = {⟨x, h(x)⟩|x ∈ X}. (1)

其中:集合h(x) = {γi|pi, i = 1, 2, . . . , l}是描述概率
犹豫模糊集H的基本工具,通常被称为概率犹豫模
糊元;隶属度γi ∈ [0, 1] (i = 1, 2, . . . , l),表示评估对
象x ∈ X属于概率犹豫模糊集H的若干可能性;实
数pi ∈ (0, 1] (i = 1, 2, . . . , l),表示隶属度γi的发生概

率,且满足归一化条件
l∑

i=1

pi = 1.

为方便起见,本文将涉及到的概率犹豫模糊元
记为 q = h(x),并将其内的元素按照隶属度γi(i =

1, 2, . . . , l)的值进行升序排列.
定义2 [2] 假设q = {γi|pi, i = 1, 2, . . . , l}为任

一给定的概率犹豫模糊元, l是其基数,则概率犹豫模
糊元的得分函数可定义为

s(q) =

l∑
i=1

γipi; (2)

在得分函数s(q)的基础上,概率犹豫模糊元的偏差度
可定义为

v(q) =

√√√√ l∑
i=1

[γi − s(h)]2pi. (3)

在定义2中, s(q)为统计学意义上的均值; v(q)为
统计学意义上的标准差,反映了概率犹豫模糊元中
的所有元素与其均值之间的偏差程度.显然, s(q)能
够在平均意义上表达整体偏好, v(q)能够表达对整体
偏好的确信程度,二者相互配合才能全面反映概率犹
豫模糊元的内涵.基于得分值s(q)和偏差度v(q), Xu
等[2]提出了一种比较和排序概率犹豫模糊元的基本

方法.
定义3 [2] 任意给定两个概率犹豫模糊元q1和

q2, s(q1)和s(q2)是其得分值, v(q1)和v(q2)是其偏差

度,则q1和q2可做如下比较:
1)如果得分值s(q1) > s(q2),则称概率犹豫模糊
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元q1优于q2,记为q1 ≻ q2.
2)如果得分值s(q1) < s(q2),则称概率犹豫模糊

元q1劣于q2,记为q1 ≺ q2.
3) 如果概率犹豫模糊元 q1和 q2的得分值相同,

则需进一步比较其偏差度: 1 若v(q1) < v(q2),则称
q1优于q2,记为q1 ≻ q2; 2 若v(q1) > v(q2),则称q1劣

于q2,记为q1 ≺ q2; 3 若v(q1) = v(q2),则称q1和q2无

差别,记为q1 ∼ q2.

1.2 概率犹豫模糊元规范化方法

在处理实际决策问题中,不同概率犹豫模糊元的
基数通常是不相同的.为便于处理,需要按照一定的
规则对这组概率犹豫模糊元进行规范化处理,以使它
们具有相同的基数.

近年来,文献 [9]和文献 [10]介绍了一种对概率
犹豫模糊元进行规范化处理的方法:概率分裂算法.
通过概率分裂算法规范化处理后的概率犹豫模糊元

不仅具有相同的基数,也具有相同的概率分布.数学
上,可将这组规范化处理后的概率犹豫模糊元记为

qk = {γi
k|pi, i = 1, 2, . . . , l}, k = 1, 2, . . . , n. (4)

其中:n为这组概率犹豫模糊元的个数, l为这组概率
犹豫模糊元的共同基数.
事实上,经概率分裂算法规范化处理的概率犹豫

模糊元的得分值和偏差度不会发生任何变化,能够保
持原来的序关系.因此,概率分裂算法能有效避免增
添或减少元素的规范化方法对原始概率犹豫模糊信

息带来的损伤,经概率分裂算法规范化处理的概率犹
豫模糊元可以方便地进行比较和运算.

1.3 概率犹豫模糊距离测度

定义4 [9] 假设 q1 = {γi
1|pi, i = 1, 2, . . . , l}和

q2 = {γi
2|pi, i = 1, 2, . . . , l}是两个经规范化处理的

概率犹豫模糊元,则其海明 (Hamming)距离测度可定
义为

d1(q1, q2) =

l∑
i=1

|γi
1 − γi

2|pi; (5)

其欧几里得(Euclidean)距离测度可定义为

d2(q1, q2) =

√√√√ l∑
i=1

(
γi
1 − γi

2

)2
pi. (6)

进一步拓展上面的距离测度定义,广义的概率犹豫模
糊距离测度可定义为

d3(q1, q2) =
( l∑

i=1

|γi
1 − γi

2|λpi
) 1

λ

, (7)

其中常量λ > 0.
定义5 [13] 假设q1 = {γi

1|pi1, i = 1, 2, . . . , l1}和

q2 = {γi
2|pi2, i = 1, 2, . . . , l2}是两个任意给定的概率

犹豫模糊元,则其伪距离测度 (like-distance measure)
可定义为

d′(q1, q2) = |s(r1)− s(r2)|, (8)

其中 s(q1)和 s(q2)分别为 q1和 q2的得分函数.事实
上,式 (8)对概率犹豫模糊信息做了一种简化处理,然
而却在后文的熵测度定义中具有重要价值.

2 混合型概率犹豫模糊熵测度

概率犹豫模糊熵测度主要用于度量概率犹豫模

糊元的不确定性程度,是重要的决策工具.

2.1 公理性定义

本节在已有概率犹豫模糊熵测度定义的基础上,
综合衡量概率犹豫模糊元所反映的个体不确定性和

整体不确定性,提出如下的公理性定义.
定义6 [13] 假设 q = {γi|pi, i = 1, 2, . . . , l}是

基数为 l的概率犹豫模糊元, qc = {1 − γi|pi, i =

1, 2, . . . , l}是其补集,则概率犹豫模糊元的熵测度
E(q)应满足以下5个公理性条件:

1) 0 ⩽ E(q) ⩽ 1;
2) E(q) = 0当且仅当q = {0|1}或{1|1};
3) E(q) = 1当且仅当q = {0.5|1};
4) E(q) = E(qc);
5) E(q)的值与q和qc之间的距离测度负相关,同

时也与q和qc之间的伪距离测度负相关.
基于概率犹豫模糊元的海明距离测度,可以构建

如下的距离熵测度[13]:

E1(q) =

l∑
i=1

(
1− 2|γi − 0.5|

)
pi. (9)

然而,式 (9)给出的距离熵测度并不能完全满足定义
6所要求的公理性条件.当q = {0|0.2, 1|0.8}时,根据
式 (9)计算可得E1(q) = 0.显然,这与直觉不符,也与
定义6所要求的公理性条件2)相矛盾.
为了构建更为合理的概率犹豫模糊熵测度,需要

引入如下的伪距离熵测度[13]:

E2(q) = 1− 2|s(q)− 0.5|. (10)

事实上,式 (10)给出的伪距离熵测度也不能完全满足
定义6所要求的公理性条件.当q = {0.4|0.5, 0.6|0.5}
时,根据式 (10)计算可得E2(q) = 1.显然,这与直觉
不相符合,也与定义6所要求的条件3)相矛盾.
显然,式 (9)和 (10)所给出的概率犹豫模糊熵测

度都无法满足定义6所要求的所有公理性条件.从本
质上讲,式 (9) 给出的距离熵测度是对概率犹豫模糊
元中所有隶属度的不确定性进行的加权平均;而式
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(10) 给出的伪距离熵测度是对概率犹豫模糊元整体
不确定性的度量.因此,可在概率犹豫模糊元所表达
的整体不确定性与个体不确定性之间进行恰当权衡,
提出如下的混合型熵测度.

2.2 混合型概率犹豫模糊熵测度

混合型概率犹豫模糊熵测度是在距离熵测度和

伪距离熵测度的基础上,对概率犹豫模糊元所反映的
整体不确定性和个体不确定性进行的综合权衡[9].数
学上,混合型熵测度可表示为距离熵测度与伪距离熵
测度之间的凸组合,即

E3(q) = (1− α)E1(q) + αE2(q) =

1− 2α|s(q)− 0.5| − 2(1− α)
l∑

i=1

|γi − 0.5|pi, (11)

其中参数α ∈ (0, 1)为权衡系数.现对混合型熵测度
的合理性给出如下定理及证明.
定理1 式 (11)给出的混合型概率犹豫模糊熵

测度能够满足定义6所要求的所有公理性条件.
证明 设q = {γi|pi, i = 1, 2, . . . , l}为需要考虑

的概率犹豫模糊元.
1) 对于概率犹豫模糊元 q而言,总有0 ⩽ γi ⩽

1, i = 1, 2, . . . , l和0 ⩽ s(q) ⩽ 1成立.以此为基础,进
一步推导可得

0 ⩽ 2|s(q)− 0.5| ⩽ 1;

0 ⩽ 2

l∑
i=1

|γi − 0.5|pi ⩽ 1.
(12)

因此,定义6所要求的条件1)能够被E3(q)满足.
2)因为α ̸= 0, 1−α ̸= 0和pi ̸= 0, i = 1, 2, . . . , l,

从条件E3(q) = 0出发,可知下列方程组必定成立:
|s(q)− 0.5| = 0.5;

|γi − 0.5| = 0.5, i = 0, 1, . . . , l.
(13)

求解以上方程组可得γi = 0或1,∀i = 0, 1, . . . , l,这
意味着 q = {0|1}或{1|1}.反之,也可以从条件 q =

{0|1}或{1|1}出发,推导出E3(q) = 0.因此,定义6所
要求的条件2)能够被E3(q)满足.

3) 因为α ̸= 0, 1 − α ̸= 0和pi ̸= 0,∀i = 1, 2,

. . . , l,从条件E3(q) = 1出发,可知下列方程组必定成
立: 

|s(q)− 0.5| = 0;

|γi − 0.5| = 0, i = 0, 1, . . . , l.
(14)

求解以上方程组可得γi = 0.5,∀i = 0, 1, . . . , l,这意
味着q = {0.5|1}.反之,也可以从条件q = {0.5|1}出

发,推导出E3(q) = 1成立.因此,定义6所要求的条
件3)能够被E3(q)满足.

4) 因为 qc = {1 − γi|pi, i = 1, 2, . . . , l},所以可
做如下推导:

E3(q
c) = 1− 2α|0.5− s(q)|−

2(1− α)
l∑

i=1

|0.5− γi|pi = E3(q). (15)

因此,定义6所要求的条件4)能够被E3(q)满足.
5)式(11)可以表示为如下形式:

E3(q) = 1− α|s(q)− s(qc)| − (1− α)d1(q, q
c).

(16)

因为α ∈ (0, 1),根据式 (16),很容易得出E3(q)的值与

q和qc之间的距离测度负相关,同时也与q和qc之间

的伪距离测度负相关的结论. 2
总之,式 (11)所给出的混合型概率犹豫模糊熵测

度能够满足定义 6所要求的所有公理性条件.事实
上,式 (11)所示的混合型概率犹豫模糊熵测度结构清
晰,物理意义明确,便于拓展应用.

2.3 混合型熵测度的拓展形式

根据混合型熵测度E3(q)的构造方法,采用广义
的距离测度概念,可构建如下广义的混合型熵测度:

E4(q) = 1− 2α|s(q)− 0.5|−

(1− α)
( l∑

i=1

|2γi − 1|λpi
) 1

λ

, (17)

其中常量λ > 0.如果采用三角函数 sin(x)作为生成
函数,则可构建如下形式的混合型熵测度:

E5(q) = α sin[πs(q)] + (1− α)
l∑

i=1

sin(πγi)pi. (18)

如果采用f(x) = −x log(x)− (1− x) log(1− x)作为

生成函数,则混合型熵测度也可表述为

E6(q) = αf [s(q)] + (1− α)

l∑
i=1

f(γi)pi. (19)

在式 (17)∼ (19)中,参数α ∈ (0, 1)是权衡系数,而得
分函数s(q)被作为一个变量进行处理,反映概率犹豫
模糊元所表达的整体偏好.

2.4 概率犹豫模糊熵测度比较分析

为了对本文所提出的混合型概率犹豫模糊熵测

度的合理性和有效性进行说明,现将其用于10个概
率犹豫模糊元的熵测度计算,并将计算结果列于表1
和表2中.根据表1中的计算结果和表2对这10个概
率犹豫模糊元的排序结果,现对不同的概率犹豫模糊
熵测度进行如下比较分析.
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表 1 不同概率犹豫模糊熵测度的计算结果(α = 0.5, λ = 2)

犹豫模糊元 EP1
EP2

ESu E1 E2 E3 E4 E5 E6

q1 = {0.7|0.2, 0.9|0.8} 0.551 5 0.466 0 0.481 6 0.28 0.28 0.28 0.271 2 0.417 4 0.567 8

q2 = {0.6|0.9, 0.9|0.1} 0.920 8 0.902 7 0.932 4 0.74 0.74 0.74 0.711 9 0.902 3 0.935 7

q3 = {0.6|0.1, 0.9|0.9} 0.519 2 0.430 0 0.452 4 0.26 0.26 0.26 0.249 2 0.385 2 0.538 3

q4 = {0.4|0.5, 0.6|0.5} 0.971 0 0.961 8 1 0.8 1 0.9 0.9 0.975 5 0.985 5

q5 = {0.2|0.5, 0.8|0.5} 0.721 9 0.650 9 1 0.4 1 0.7 0.7 0.793 9 0.861 0

q6 = {0.1|0.5, 0.9|0.5} 0.469 0 0.370 9 1 0.2 1 0.6 0.6 0.654 5 0.734 5

q7 = {0.0|0.5, 1.0|0.5} 0 0 1 0 1 0.5 0.5 0.5 0.5

q8 = {0.4|0.4, 0.6|0.6} 0.971 0 0.961 8 0.998 4 0.8 0.96 0.88 0.88 0.974 5 0.984 9

q9 = {0.4|0.3, 0.6|0.7} 0.971 0 0.961 8 0.993 6 0.8 0.92 0.86 0.86 0.971 6 0.983 2

q10 = {0.4|0.2, 0.6|0.8} 0.971 0 0.961 8 0.985 6 0.8 0.88 0.84 0.84 0.966 7 0.980 3

表 2 不同概率犹豫模糊元的排序情况(α = 0.5, λ = 2)

不同的熵测度 概率犹豫模糊元排序情况

E1,EP1
,EP2

q7 < q6 < q3 < q1 < q5 < q2 < q10 = q9 = q8 = q4

E2,ESu q3 < q1 < q2 < q10 < q9 < q8 < q7 = q6 = q5 = q4

E3,E4,E5 q3 < q1 < q7 < q6 < q5 < q2 < q10 < q9 < q8 < q4

E6 q7 < q3 < q1 < q6 < q5 < q2 < q10 < q9 < q8 < q4

1) 文献 [13]和文献 [14]中所提的概率犹豫模糊
熵测度EP1

和EP2
与距离熵测度E1具有同样的排序

结果.他们同时认为概率犹豫模糊元q4、q8、q9和q10

的熵是相同的,这说明这3种熵测度在本质上是相同
的.事实上,可将概率犹豫模糊熵测度EP1

重新表述

为

EP1
=

1

ln 2

l∑
i=1

g1(γ
i)pi, (20)

式(20)采用函数g1(x) = −x ln(x)− (1− x) ln(1− x)

作为生成函数.同样,可将概率犹豫模糊熵测度EP2

重新表述为

EP2
=

1√
e − 1

l∑
i=1

g2(γ
i)pi, (21)

式 (21)采用函数g2(x) = xe1−x + (1 − x)ex − 1为

生成函数.通过式 (20)和 (21)的重新表述,可以清晰
地看出熵测度EP1

和EP2
确实只考虑了个体不确定

性.熵测度EP1
、EP2

和E1对概率犹豫模糊元q4、q8、

q9和q10无法区分,是因为这些概率犹豫模糊元所包
含的隶属度具有互补关系,而且都是0.4和0.6.

2) 文献 [13]和文献 [14]中所提的概率犹豫模糊
熵测度ESu和伪距离熵测度E2具有同样的排序结

果.他们同时认为概率犹豫模糊元q4、q5、q6和q7的

熵是相同的,这说明这两种熵测度在本质上是相同
的.这里,熵测度ESu采用的表达式为

ESu = 1− 4[s(q)− 0.5]2, (22)

其中函数 s(q)表示 q的得分函数.本质上,式 (22)和

(10)表示的都是q的整体不确定性,是伪距离熵的不
同表达形式.伪距离熵测度对概率犹豫模糊元q4、q5、

q6和 q7无法区分,是因为这些犹豫模糊元具有相同
的得分值0.5.

3) 表1中所有概率犹豫模糊熵测度都认可的严
格序关系为q3 < q1 < q2 < q4,这是基本共识.

4) 表1中争议最大的是关于概率犹豫模糊元q7

= {0.0|0.5, 1.0|0.5}的熵.熵测度EP1
、EP2

和E1认为

q7的熵是 0;而熵测度ESu和E2认为 q7的熵是 1,这
两种观点都是不合理的.对于概率犹豫模糊元 q7 =

{0.0|0.5, 1.0|0.5}所表达意义的直观解释是:一个专
家组内刚好有一半的人认为某个观点是正确的,而另
一半的人则认为这个观点是错误的.所以,概率犹豫
模糊元 q7 = {0.0|0.5, 1.0|0.5}的熵既不可能是0,也
不可能是1.而本文正是出于这样的考虑提出了混合
型熵测度,当α = 0.5时,混合型熵测度E3 ∼ E6都认

为q7 = {0.0|0.5, 1.0|0.5}的熵是0.5.
5) 根据表2,混合型熵测度E3 ∼ E6具有最好的

区分能力,能将这10个概率犹豫模糊元分出一个严
格的序关系.特别地,混合型熵测度E3、E4和E5取得

了一致的排序结果.从计算和排序结果上可以看出:
混合型熵测度能够综合距离熵测度和伪距离熵测度

的优点,同时克服它们的缺点.
6) 不论从区分能力上,还是从合理性上看,本文

所提出的混合型熵测度E3 ∼ E6都是非常优秀的,而
且结构简单,物理意义清晰,易于拓展应用.
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3 混合型概率犹豫模糊交叉熵

概率犹豫模糊交叉熵测度主要用于测量两个概

率犹豫模糊元之间的差异程度.

3.1 公理性定义

本文在综合考虑两个概率犹豫模糊元之间的个

体区分度和整体区分度的基础上,提出如下概率犹豫
模糊交叉熵测度的公理性定义.

定义7 假设q1 = {γi
1|pi, i = 1, 2, . . . , l}和q2 =

{γi
2|pi, i = 1, 2, . . . , l}是两个经规范化处理的概

率犹豫模糊元, qc1 = {1 − γi
1|pi, i = 1, 2, . . . , l}和

qc2 = {1 − γi
2|pi, i = 1, 2, . . . , l} 是其补集,则 q1与

q2之间的交叉熵测度应满足以下5个公理性条件:
1) 0 ⩽ C(q1, q2) ⩽ 1;
2) C(q1, q2) = 0当且仅当q1 = q2;
3) C(q1, q2) = 1当且仅当q1 = {0|1}或{1|1}, q2

= qc1;
4) C(q1, q2) = C(q2, q1), C(q1, q2) = C(qc1, q

c
2);

5) C(q1, q2)的值与q1和q2之间的距离测度正相

关,同时也与q1和q2之间的伪距离测度正相关.
事实上,可以直接使用两个概率犹豫模糊元之间

的距离测度作为它们之间的交叉熵测度,即

C1(q1, q2) =

l∑
i=1

∣∣γi
1 − γi

2

∣∣ pi. (23)

然而,式 (23)所示的交叉熵测度并不能完全满足定义
7所要求的公理性条件.当 q = {0|0.3, 1|0.7}时,有
qc = {1|0.3, 0|0.7},根据式 (23)计算可得C1(q, q

c) =

1.显然,这与定义7所要求的公理性条件3)相矛盾.
同样地,也可使用两个概率犹豫模糊元之间的伪

距离测度作为它们之间的交叉熵测度,即

C2(q1, q2) = |s(q1)− s(q2)|. (24)

然而,式 (24)所示的交叉熵测度也不能完全满足定
义7所要求的公理性条件.当q1 = {0.4|0.5, 0.6|0.5},
q2 = {0.2|0.5, 0.8|0.5}时,根据式 (24)计算可得C2(q1,

q2) = 0.显然,这与定义7所要求的公理性条件2)相
矛盾.
显然,式 (23)和 (24)所给出的概率犹豫模糊交

叉熵测度都无法完全满足定义7所要求的公理性条
件.从本质上讲,式 (23)给出的交叉熵测度是对两个
概率犹豫模糊元之间的个体区分度进行的加权平均;
而式 (24) 给出的交叉熵测度是对两个概率犹豫模糊
元之间的整体区分度的度量.因此,可在两个概率犹
豫模糊元所反映的个体区分度与整体区分度之间进

行恰当权衡,提出如下混合型概率犹豫模糊交叉熵测
度.

3.2 混合型概率犹豫模糊交叉熵测度

混合型概率犹豫模糊交叉熵测度是对两个概率

犹豫模糊元之间的个体区分度与整体区分度的综合

权衡.数学上,可将其表示为C1(q1, q2)和C2(q1, q2)

之间的凸组合,即

C3(q1, q2) = αC2(q1, q2) + (1− α)C1(q1, q2) =

α|s(q1)− s(q2)|+ (1− α)

l∑
i=1

|γi
1 − γi

2|pi, (25)

其中参数α ∈ (0, 1)是权衡系数.现在对混合型交叉
熵测度的合理性给出如下定理和证明.
定理2 式 (25) 给出的混合型概率犹豫模糊交

叉熵测度能够满足定义7所要求的所有公理性条件.
证明 假设q1 = {γi

1|pi, i = 1, 2, . . . , l}和q2 =

{γi
2|pi, i = 1, 2, . . . , l}是两个经概率分裂算法规范化

处理的概率犹豫模糊元.
1) 根据式 (2)给出的得分函数和由式 (5)给出的

海明距离测度,推导可得
0 ⩽ |s(q1)− s(q2)| ⩽ 1,

0 ⩽
l∑

i=1

|γi
1 − γi

2|pi ⩽ 1.
(26)

进一步,考虑到α ∈ (0, 1),可知定义7所要求的公理
化条件1)能够被C3(q1, q2)满足.

2) 因为α ̸= 0, 1 − α ̸= 0和pi ̸= 0,∀i = 1, 2,

. . . , l,从条件C3(q1, q2) = 0出发,推导可知下列方程
组必定成立:|s(q1)− s(q2)| = 0;

|γi
1 − γi

2| = 0, i = 0, 1, . . . , l.
(27)

进一步,推导可得γi
1 = γi

2, i = 0, 1, . . . , l,这意味着
q1 = q2必定成立.反过来,从条件q1 = q2出发,也能
够推导出C3(q1, q2) = 0成立.因此,定义7所要求的
公理化条件2)能够被C3(q1, q2)满足.

3) 因为α ̸= 0, 1 − α ̸= 0和pi ̸= 0,∀i = 1, 2,

. . . , l,从条件C3(q1, q2) = 1出发,推导可知下列方程
组必定成立:|s(q1)− s(q2)| = 1;

|γi
1 − γi

2| = 1, i = 0, 1, . . . , l.
(28)

从以上方程组推导可得γi
1 = 0, γi

2 = 1, i = 1, . . . , l或

γi
1 = 1, γi

2 = 0, i = 1, . . . , l.这意味着 q1 = {0|1}
或 {1|1}, q2 = qc1成立.反之,从条件 q1 = {0|1}或
{1|1}, q2 = qc1出发,也可以推导出C3(q1, q2) = 1

成立.因此,定义 7所要求的公理化条件 3)能够被
C3(q1, q2)满足.



552 控 制 与 决 策 第38卷

4)根据式 (25)对称性结构易知 C3(q1, q2) =

C3(q2, q1).同时,根据式(25)推导可得

C3(q
c
1, q

c
2) =

α|s(qc1)− s(qc2)|+ (1− α)
l∑

i=1

|γi
2 − γi

1|pi =

α|s(q2)− s(q1)|+ (1− α)

l∑
i=1

|γi
2 − γi

1|pi =

C3(q1, q2). (29)

因此,定义7所要求的条件4)能够被C3(q1, q2)满足.
5) 因为α ∈ (0, 1),根据式 (25)易知,混合型交叉

熵测度C3(q1, q2)与概率犹豫模糊元 q1和 q2之间的

距离测度正相关,同时也与 q1和 q2之间的伪距离测

度正相关. 2
可见,由式(25)给出的混合型交叉熵测度能够满

足定义7所要求的所有公理性条件.

3.3 混合型交叉熵测度拓展研究

本节首先对混合型熵测度和混合型交叉熵测度

之间的关系进行研究.
定理3 由式 (11)给出的混合型概率犹豫模糊

熵测度能够从式 (25)给出的混合型交叉熵测度推导
出来,其相互关系为

E3(q) = 1− C3(q, q
c). (30)

证明 假设q = {γi|pi, i = 1, 2, . . . , l}为需要考
虑的概率犹豫模糊元, qc = {1−γi|pi, i = 1, 2, . . . , l}
是其补集,根据式(25)推导可得

C3(q, q
c) =

α|s(q)− s(qc)|+ (1− α)

l∑
i=1

|γi − (1− γi)|pi =

2α|s(q)− 0.5|+ 2(1− α)

l∑
i=1

|γi − 0.5|pi =

1− E3(q). (31)

根据上式可知,式 (11)给出的混合型概率犹豫模糊熵
测度可由式 (25)给出的混合型概率犹豫模糊交叉熵
测度推导出来. 2
根据式 (25)所示的混合型交叉熵测度的构造方

法,可以给出如下广义的混合型交叉熵测度:

C4(q1, q2) = α|s(q1)− s(q2)|+

(1− α)
( l∑

i=1

|γi
1 − γi

2|λpi
) 1

λ

. (32)

其中:常量λ > 0,参数α ∈ (0, 1)是权衡系数.如果
采用三角函数 cosx作为生成函数,则可将式 (25)所

示的混合型交叉熵测度重新表述为

C5(q1, q2) = 1− α cos
[s(q1)− s(q2)

2
π
]
−

(1− α)

l∑
i=1

cos
(γi

1 − γi
2

2
π
)
pi. (33)

类似地,也可采用熵函数 f(x) = −x log(x) − (1 −
x) log(1 − x)作为生成函数,将式 (25)所示的混合型
交叉熵测度表述为

C6(q1, q2) = 1− αf
[1
2
+

s(q1)− s(q2)

2

]
−

(1− α)
l∑

i=1

f
(1
2
+

γi
1 − γi

2

2

)
pi. (34)

事实上,拓展形式的混合型交叉熵测度 (如式
(32)∼ (34)所示)与拓展形式的混合型熵测度 (如式
(17)∼ (19)所示)具有一一对应的推导关系.

4 实ֻ分析

在日新月异的军事变革中,传统的作战模式日益
呈现出以下3个致命缺陷: 1)高性能的武器系统数量
稀少且非常昂贵,研发和维修成本极高; 2)低效的采
办流程使得新装备的研发周期过长,无法快速适应战
场需求; 3)作战体系过度依赖集中式的指挥控制结
构,关键节点容易受到打击,呈现出极大的脆弱性.为
适应未来作战需求,美国国防部高级研究计划局于
2019年9月提出了“马赛克战”的作战概念.所谓马
赛克战就是综合集成大量低成本、低复杂度的作战

模块,形成具有高度弹性的作战网络,在作战中动态
协调具有高度自适应能力的可组合作战模块,从而使
整个作战网络更具生存能力.
马赛克战可将作战网络中的任何单节点的关键

目标值降至最低.当作战体系中的某个作战模块被
敌方摧毁时,整个网络能快速响应,自动激活替补作
战模块,自主形成虽有部分功能降级但仍能相互链
接、适应战场需求的作战体系.无人机集群作战的灵
感源自于自然界中鱼群、鸟群、蜂群等低等群居生物

的集群行为,它通过简单的局部交互自主涌现出整体
的协同作战行为;它依靠大量低成本、速度快、适应能
力强、易于携带和投射的无人机,极易形成规模优势,
是适应未来战争需求的一种低成本的颠覆性作战模

式.无人机集群作战能够大量使用低成本的无人机
携带各种类型的作战任务模块,组成前沿作战编队,
能有效提高海陆空网电等各领域的作战效能,非常符
合马赛克战的核心思想,且作战效能高,生存能力强,
成本可控[16].
假设在当前作战体系中,有 3个无人机集群 xi
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(i = 1, 2, 3)可用作替补作战模块.战前准备中,军事
专家组依据如表 3所示的评估指标体系对这 3个替
补作战模块进行了综合评估,评估值以概率犹豫模糊
元的形式给出,最终评估结果如表4所示.为进行必

要的对比分析,表4所用的数据来自文献 [16],由相应
的概率语言决策矩阵改编而成.本文目标是根据表4
所示的概率犹豫模糊决策矩阵对这3个替补作战模
块xi (i = 1, 2, 3)进行综合排序.

表 3 无人机集群作战效能评估指标体系

评估指标 指标含义

预警探测能力c1 用于完成战场侦察、敌情预警等作战任务,由目标检测、定位和跟踪能力构成

情报处理能力c2 为实现数据共享、态势感知和智能决策等功能,由数据传输能力和分布式计算能力构成

辅助决策能力c3 为有效应对瞬息万变的战场环境,无人机集群应具有一定的学习适应能力和群内态势共享能力

协同作战能力c4 在协同作战中,为了提高战场生存率和使用经济性,无人机集群应具有一定的快速重组能力和抗毁能力

表 4 概率犹豫模糊决策矩阵

c1 c2 c3 c4

x1 {0.375|0.4, 0.500|0.6} {0.250|0.20, 0.50|0.80} {0.375|0.2, 0.50|0.8} {0.375|0.4, 0.625|0.6}

x2 {0.375|0.8, 0.625|0.2} {0.25|0.25, 0.375|0.5, 0.5|0.25} {0.125|0.25, 0.25|0.5, 0.375|0.25} {0.375|0.8, 0.500|0.2}

x3 {0.375|0.6, 0.500|0.4} {0.375|0.75, 0.50|0.25} {0.375|0.33, 0.5|0.34, 0.625|0.33} {0.500|0.8, 0.750|0.2}

4.1 属性权重向量求解

在评估值确定的条件下,属性权重对这3个替补
作战模块的最终排序结果具有重要影响.当属性权
重信息完全未知时,可采用熵权法确定属性权重向
量,基本步骤如下.

step 1: 基于混合型概率犹豫模糊熵测度,各属性
评估信息的平均熵可计算为

Ej =
1

3

3∑
i=1

E(qij), j = 1, 2, 3, 4. (35)

显然,在平均熵Ej(j = 1, 2, 3, 4)的计算上,本文所提
出的混合型概率犹豫模糊熵测度都可以应用.

step 2:根据信息熵理论,Ej(j = 1, 2, 3, 4)的值越

小,相应属性包含的确定性评估信息越多,关于该属
性的评价信息越有价值.因此,各属性的权重可以计
算为

wj =
1− Ej

4∑
j=1

(1− Ej)

, j = 1, 2, 3, 4. (36)

为便于对比分析,这里将本文所提出的混合型熵
测度用于属性权重计算,并将计算结果与文献 [16]的
计算结果进行比较,如表5所示.

表 5 属性权重向量及排序情况(α = 0.5, λ = 2)

方法 权重向量w 权重排序

文献 [16] (0.173 6, 0.242 5, 0.402 2, 0.181 7) w3 > w2 > w4 > w1

E3 (0.217 4, 0.259 7, 0.305 6, 0.217 4) w3 > w2 > w1 = w4

E4 (0.211 9, 0.271 5, 0.295 1, 0.221 5) w3 > w2 > w1 > w4

E5 (0.144 7, 0.235 9,0.448 4, 0.171 1) w3 > w2 > w4 > w1

E6 (0.136 6, 0.229 7, 0.469 0, 0.164 7) w3 > w2 > w4 > w1

由表5可知:尽管本文所提出的混合型熵测度对
属性权重向量w = (w1, w2, w3, w4)

T的计算结果并

不一致,但都认为最重要的属性是 c3;混合型熵测度
E5和E6对各属性重要性的排序结果与文献 [16]完
全一致;混合型熵测度E3和E4对各属性重要性的排

序结果与文献[16]的排序结果基本一致.

4.2 替补作战模块排序

基于混合型概率犹豫模糊交叉熵测度,采用
TOPSIS 法对替补作战模块进行优劣排序,基本步骤
如下.

step 1: 根据文献 [16],可将替补作战模块的正理
想解确定为q+j = {1|1}, j = 1, 2, 3, 4;将负理想解确
定为q−j = {0|1}, j = 1, 2, 3, 4.

step 2: 基于混合型概率犹豫模糊交叉熵测度,将
替补作战模块xi(i = 1, 2, 3)与正负理想解的综合区

分度分别计算为

C+
i =

4∑
j=1

wjC(qij , q
+
j ), i = 1, 2, 3; (37)

C−
i =

4∑
j=1

wjC(qij , q
−
j ), i = 1, 2, 3. (38)

显然,在综合区分度的计算中,可使用本文所提出的
每个混合型概率犹豫模糊交叉熵测度.

step 3: 将替补作战模块xi (i = 1, 2, 3)与正理想

解的相对贴近度计算为

CI(xi) =
C−

i

C+
i + C−

i

, i = 1, 2, 3. (39)

显然,相对贴近度CI(xi)(i = 1, 2, 3)的值越大,相应
的替补作战模块越优秀.

step 4: 按照相对贴近度CI(xi)(i = 1, 2, 3)的值
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对替补作战模块进行优劣排序.
为便于比对分析,这里采用文献 [16]的属性权重

向量,即令w = (0.173 6, 0.242 5, 0.402 2, 0.181 7)T.然
后,基于本文所提出的混合型概率犹豫模糊交叉熵测
度对替补作战模块进行优劣排序,并将计算结果与文
献[16]的计算结果相比较,结果如表6所示.

表 6 方案排序向量及排序情况(α = 0.5, λ = 2)

方法 排序值 方案排序

文献 [16] (0.473 7, 0.337 9, 0.473 3) x1 > x3 > x2

C3 (0.473 7, 0.337 9, 0.473 3) x1 > x3 > x2

C4 (0.474 0, 0.340 7, 0.473 6) x1 > x3 > x2

C5 (0.451 2, 0.227 7, 0.450 6) x1 > x3 > x2

C6 (0.445 5, 0.204 1, 0.445 9) x3 > x1 > x2

由表6可知:每个混合型交叉熵测度都认为替补
作战模块x2为最差,而认为x1与x3的差别不大;混合
型交叉熵测度C3、C4和C5能得到与文献 [16]完全一
致的排序结果;特别地,混合型交叉熵测度C3得到的

排序值也与文献[16]相一致.

5 结 论

本文所提出的混合型概率犹豫模糊熵测度能够

综合反映概率犹豫模糊元所具有的个体不确定性和

整体不确定性,具有结构简单、物理意义清晰、区分
能力强等优势;所提出的混合型概率犹豫模糊交叉
熵测度克服了已有交叉熵测度的设计缺陷,能够综合
反映两个概率犹豫模糊元之间的个体区分度和整体

区分度,且具有自然的对称性;基于混合型概率犹豫
模糊熵测度和交叉熵测度设计的多属性决策方法能

够对无人机集群作战效能进行有效评估.数值和理
论结果表明,本文所提出的混合型概率犹豫模糊熵和
交叉熵测度能够成对设计、互为印证,能够在权重求
解、价值排序、信息融合和偏好决策等方面具有重要

应用价值.
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