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非连续混合自时延多智能体系统的饱和分布式控制

汤 泽1†, 王佳枫1, 王 艳1, 丰建文2

(1. 江南大学物联网工程学院，江苏无锡 214122；2. 深圳大学数学与统计学院，广东深圳 518061)

摘 要: 研究一类非连续混合自时延多智能体系统的全局指数一致性问题.首先,利用具有时变控制增益的分布
式负反馈控制器实现智能体之间状态信息交互.考虑到实际系统运行环境与节省控制成本,增设外部饱和环节将
控制信号幅值限制在一个合理的范围内,从而提出利用高斯误差函数以及微分中值定理来近似模拟饱和效应,以
此降低控制信号的不平滑度.随后,利用Filippov微分包含理论和测度选择定理将多智能体系统的非线性动力学
函数映射为Filippov集值函数,再通过广义Halanay不等式和Lyapunov稳定性定理给出该多智能体系统的指数一
致性判定条件及其最大容许时延.最后,通过数值仿真验证所提出控制策略的有效性.
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Consensus of discontinuous multi-agent systems with hybrid self-delays
via saturated distributed control
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Abstract: This paper investigates the globally and exponentially consensus problem for a kind of multi-agent systems
with discontinuous dynamics and hybrid self-delays. Through implementing the distributed negative feedback control
strategy with time-varying control gain, the communication of state information among agents is achieved. Since it is
impossible for the amplitude of the control signal to reach infinite in practical applications, the saturation strategy is
utilized to limit the control effect into certain reasonable ranges. In order to reduce the non-smoothness of control signal,
the Gaussian error function and the differential mean value theorem are jointly taken to simulate the saturation effect.
Furthermore, the Filippov differential inclusion and the measure selection theorem are utilized to deal with discontinuous
differential equations. Then the exponentially consensus criteria and the admissible delay are derived by applying the
generalized Halanay inequality and the Lyapunov stability theorem. Finally, the effectiveness of the proposed control
strategy is verified by numerical simulation.
Keywords: discontinuous multi-agent systems；hybrid self-delay；non-smooth distributed control；time-varying control
gain；saturation strategy

0 引 言

近些年,随着信息科学的飞速发展,多智能体系
统理论在众多领域得到了广泛的应用,如无人驾驶、
网络智能通信、智能电网、协同式机器人等[1-2].相较
于其他的多智能体系统群体性行为,一致性问题在生
产实践中普遍存在并具有广泛应用,进而成为近年来

研究多智能体系统的热点话题,如智能机器人一致性
跟踪、无人机编队控制、网络分布式通讯等[3-4].具体
的,多智能体一致性指各个智能体利用其自身本质状
态信息和邻接智能体的状态信息,完成初态更新,并
使得各个状态分量收敛至共同值[5].
在过去的十几年中,对于多智能体系统一致性的
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研究已经有了很多基础理论框架,并相应地提出了诸
多有效的控制策略,例如牵制控制、脉冲控制、分布式
控制、容错控制、滑模控制等[6-10].目前,大部分研究
工作通过定义转换式ei(t) = xi(t) − s(t) (其中xi(t)

表示第 i个智能体的状态变量)将平衡点s(t)转移到

原点.这就将多智能体的一致性问题转变成多智能
体误差系统的稳定性问题[11-12],这一思路也促使许
多学者对不同动力学系统稳定性进行研究.例如Lu
等[13]通过设计单一脉冲控制器,研究了有向通信拓
扑作用下复杂网络全局同步与指数同步问题.随后,
在文献 [14]中,多智能体一致性问题被充分研究,并
且提出了有效的分布式自适应跟踪控制策略,同时
考虑到信道拥塞,将控制器的运行方式设置为间歇运
行.此外,文献 [15]提出了一种基于观测器的固定时
间分布式控制策略,实现了二阶多智能体系统在有限
时间内的全局一致.

大量先前的关于非线性多智能体系统一致性

的研究工作只考虑了动力学函数为连续的情况,由
此提出的线性化非线性动力学函数相关方法,例如
Lipschitz条件、NCF条件、QUAD条件等[16-18],将不
再适用于非连续情况.另一方面,为了加快多智能体
系统一致收敛的速度,也有学者研究了实现指数一
致性的控制策略,例如文献 [19]对具有有向动态通信
拓扑的非线性多智能体系统的指数一致性问题进行

了详细的研究.但是对于非连续多智能体系统的指
数一致性问题,还没有引起广泛的关注.众所周知,大
量物理模型包含非连续函数,因此,在实际工程中非
连续微分方程广泛存在,特别是在机械与电气工程领
域,很多经典的工程问题都是以右端不连续微分方程
进行建模分析.此外,由于通信传输能力有限以及存
在信道拥塞,时延现象也是多智能体系统研究中非常
值得考虑的问题之一[20].注意到先前的研究工作譬
如文献 [21-23],大部分只考虑系统存在单一时延的
情况,然而,由于实际系统的不确定性与工业运行环
境的复杂性,研究系统存在多个自时延的情况很有必
要.
事实上,基于多智能体系统各智能体之间有

限的信息交互,分布式控制策略已被广泛地应
用[8, 24-25].但是,这些研究工作大多都默认将控制增
益设置为常量,这样在很大程度上降低了控制的灵
活度,还可能使得多智能体系统实现全局一致的动
态性能下降.为此,文献 [26-27]设计了具有时变控制
增益的分布式控制器,但对于时变参数的限制条件均
较为苛刻,这无疑增加了控制难度和控制成本.因此,

研究一种限制宽泛的时变分布式控制策略将变得异

常必要.再者,考虑到经济成本与执行器有限的输入
阈值,必须对控制信号的幅值加以限制,为此,有部分
学者提出了基于饱和策略的控制方法.文献 [28]研
究了存在马尔科夫跳变参数和输入饱和的随机非线

性多智能体系统的领导跟随指数一致性的可解性问

题.随后,文献 [29]充分讨论了基于相对位置和相对
速度测度的饱和策略的二阶多智能体有限时间一致

性问题.然而,由饱和策略的限幅作用造成的控制信
号不平滑度加剧的现象常常容易被忽略.
据作者所知,利用饱和分布式控制策略实现非连

续混合自时延多智能体系统一致性的相关问题还未

得到广泛关注和深入探究,因其具有重要的理论价值
和实际应用潜力,研究此类问题十分必要.

基于上述讨论,本文的主要工作包括如下4个方
面:

1) 相比于文献 [19, 22],本文考虑了一类具有非
连续动力学函数和混合自时延的非线性多智能体系

统模型,该系统模型同时考虑多种不确定因素对多
智能体系统造成的影响,从而有效地增强模型的普适
性;

2) 不同于文献 [26-27]中设计的分布式控制器,
本文提出一种非平滑分布式负反馈控制策略,并为该
控制器设计时变控制增益,仅要求其在任一控制域内
的积分平均值存在下界,从而拓宽了该控制策略的诸
多限制条件,有效降低控制难度和控制成本;

3) 区别于以往提出的饱和策略[28-29],本文有效
结合高斯误差函数与微分中值定理近似模拟饱和效

应,从而有效限制控制信号的幅值,同时降低其不平
滑度,提高控制效率;

4) 利用Filippov微分包含与测度选择定理处理
智能体的非连续动力学函数,并通过广义Halanay不
等式和Lyapunov稳定性定理最终给出该多智能体系
统实现全局指数一致性的判定条件及其最大容许时

延.

1 ߶༷工作

1.1 图 论

为了便于进行系统分析,引入数学图论来描述
智能体之间的通讯拓扑关系. G = G(H,E,A)表示

有向图.其中:H = (h1, h2, . . . , hN )表示点集,E ⊆
H × H表示边集.若 (hi, hj) ∈ E,则表示节点hi可

以接收到hj的状态更新信息,并称hj为hi的邻接节

点. A = [aij ]N×N表示邻接矩阵,当 (hj , hi) ∈ E时,
aij > 0,否则aij = 0.如果存在某个节点,它到其
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余任一节点都存在有向通路,则称有向图G具有生成

树,该节点为生成树的根节点.定义有向图G的拉普

拉斯矩阵

P = R−A,

其中R ≜ diag(r1, r2, . . . , rN ), ri =
∑
j ̸=i

aij表示第 i

个节点的入度,称R为入度矩阵.

1.2 模型介绍

本文考虑包含N个智能体的非连续混合自时延

多智能体系统指数一致性问题,其动力学模型为

ẋi(t) =

Bxi(t) +D1f1(t, xi(t)) +D2f2(t, x̆i(t− τs)),

i = 1, 2, . . . , N. (1)

其中:xi(t) = [x1
i (t), x

2
i (t), . . . , x

n
i (t)]

T ∈ Rn表示第

i个智能体的状态向量;非线性动力学函数 f1(·, ·) :

R+×Rn → Rn, f2(·, ·) : R+×Rn×S → Rn为非连续

向量值函数,其刻画了每个孤立智能体的本质动力学
性态; x̆i(t− τs) = [xT

i (t− τ1), x
T
i (t− τ2), . . . , x

T
i (t−

τS)] ∈ Rn×S体现了该系统混合自时延的特性;常
数矩阵B为状态内联矩阵,半正定矩阵D1、D2则表

示时延配置矩阵用以具体配置非时延项 f1(t, xi(t))

与时延项f2(t, x̆i(t − τs)),此类矩阵可将状态自时延
xj
i (t−τs)自由分配,即可任意指定各个状态分量存在
自时延的拓扑分布.

由于通信带宽的限制与传输拥塞现象的存在,
本文在系统建模时考虑动力学函数为非连续以及存

在混合自时延的情况,这导致一般的Lipschitz条件、
QUAD条件、扇形条件等[16-18]用来处理连续非线性

动力学函数的传统方法不再适用.由此,本文将提出
一类广义的Lipschitz条件.

1.3 定理、引理与假设

定义 1 [30] 对于非线性非连续向量值函数

f(t, y(t))的Filippov集值映射定义如下:

F{f}(t, y(t)) =
∩
δ>0

∩
M(ϖ)=0

c̄lo[f(B(y(t), δ) \ϖ)].

其中: c̄lo(Θ)表示集合Θ的闭凸包,M(ϖ)表示集合

ϖ的勒贝格测度,B(y(t), δ) = {z ∈ Rn : ∥z−y(t)∥ ⩽
δ}.
据此,式 (1)在Filippov意义下的解,在 t ∈ [0,∞)

区间内几乎处处满足如下微分包含:

ẋi(t) ∈ Bxi(t) +D1F{f1(t, xi(t))}+

D2F{f2(t, x̂i(t− τs))}.

定义2 如果非连续函数 g(·)满足以下两个条

件,则称g(·) ∈ g̃:
1)除了在一个可数点集{∆m}(m = 1, 2, . . .)外,

连续可微.
2)在可数点集{∆m}上,只包含有限个第一类间

断点.
注1 基于定义1,如果存在非线性非连续函数

g(·) ∈ g̃,则可进一步得到关系式

F{g}(yi) =

[min{g−(yi), g+(yi)},max{g−(yi), g+(yi)}],

其中

F{g}(y) ≜ [F{g}(y1), F{g}(y2), . . . , F{g}(yn)]T.

对于式(1),如果vi(t)与 v̂i(t− τs)是其的解,则根据测
度选择定理,存在可测函数

γi(t) ∈ F{f1(t, vi(t))},

ζi(t− τs) ∈ F{f2(t, v̂i(t− τs))},

在t ∈ [0,∞)区间内几乎处处满足下式:

v̇i(t) = Bvi(t) +D1γi(t) +D2ζi(t− τs).

定义3 [31] 定义函数V (x)的广义梯度

∂V (x) = co{ lim
i→∞

∇V (xi) : xi → x, xi /∈ Ψ
∪
ΩV }.

其中: co(·)表示凸包,∇表示梯度微分算子,Ψ ⊂ Rn

表示零测度集,函数V (x)的不可微点集由ΩV 表示.
那么,V (x)关于函数f在点x处的集值Lie导数定义
为Lf{V (x)} = {b ∈ R|∃h ∈ F{f}(x), hTζ = b,

∀ζ ∈ ∂V (x)}.
定义4 [5] 当系统中所有智能体的状态向量满

足 lim
t→∞

∥xi(t) − xj(t)∥ = 0,∀i, j = 1, 2, . . . , N时,则
称多智能体系统 (1)达到全局一致.不失一般性,本文
选取第1个智能体作为参考节点,其动力学方程为

ẋ1(t) = Bx1(t) +D1f1(t, x1(t))+

D2f2(t, x̆1(t− τs)). (2)

若x1(t)为孤立节点,则其无法接收其他智能体的状
态更新信息,但可以将自身的状态信息传送给其他智
能体,也就是说a1j = 0, j = 1, 2, . . . , N .通过定义误
差向量ei(t) ≜ xi(t) − x1(t),系统达到全局一致的判
定条件可等价为 lim

t→∞
∥ei(t)∥ = 0 .

引理 1 [30] 根据定义 1,可以得到如下Filippov
集值映射相关的重要性质:

1)一致性:函数f(x) : Rn → RN在定义域范围

内连续,则F{f}(x) = {f(x)}.
2)求和变换: f1(y), f2(y) : Rn → RN在定义域

范围内是局部有界,则F{f1 + f2}(y) ⊆ F{f1}(y) +
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F{f2}(y).这同样适用于全局连续的情况.
3)乘积变换:若在定义域范围内非线性函数

f1(y) : Rn → RN , f2(y) : Rn → RM均局部有界,
则F{(f1, f2)T}(y) ⊆ F{f1}(y) × F{f2}(y).这同样
适用于全局连续的情况.

4)矩阵变换:若在定义域范围内非线性函数
f(y) : Rn → RN , Z(x) : Rn → Rn×N分别局部有

界与连续,则F{Z(x)f}(y) = Z(x)F{f}(y).
引理2 [32] 存在正常数α > β > 0,对于任意的

实数 ri(i = 1, 2, · · · , n),满足以下不等式:{ n∑
i=1

|ri|α
} 1

α ⩽
{ n∑

i=1

|ri|β
} 1

β

.

引理3 [34] 基于图论,若智能体1为根节点,拉普
拉斯矩阵的底层拓扑可划分如下:

P =

[
0 0T

N−1

U P̃

]
.

其中:U ∈ RN−1为常值列向量,0N−1为全零列向

量, P̃ ∈ R(N−1)×(N−1)为非奇异M矩阵[33].
引理 4 [34] 当多智能体系统存在以智能体 1

为根节点的生成树时,则存在一个正定对角矩阵
Λ ∈ R(N−1)×(N−1)使得ΛP̃ + P̃TΛ > 0成立,Λ =

diag(ξ1, ξ2, . . . , ξN−1), ξ ≜ (ξ1, ξ2, . . . , ξN−1)
T =

(P̃−1)T1N−1(1N−1 ∈ RN−1).为便于后续理论推导,
记ξmax = max

1⩽m⩽N−1
ξm, ξmin = min

1⩽m⩽N−1
ξm,λmin表

示矩阵ΛP̃ + P̃TΛ的最小特征值.
引理5 [19] 考虑以下广义Halanay不等式:

Ẏ (t) ⩽ −µ(t)Y (t) + ν(t)[ sup
0<q⩽τ

Y (t− q)].

其中:Y (t) ⩾ 0是正标量值函数,函数µ(t) : R+ → R

与ν(t) : R+ → R+满足可积并且有界.
接着,定义变量π(t) ≜ µ(t) − ν(t), T̂m(t0, T ) ≜

[t0 +mT, t0 + (m+ 1)T ).
若对于任意的区间 T̂m(m = 0, 1, 2, . . .), π(t)的

积分平均值 π̄m ≜ 1

T

w
T̂m(t0,T )

π(t)dt满足

π̀ + νmax > νmaxeτσ,

则可以保证Y (t)能达到指数稳定.最大可容许时延

τ =
1

σ
ln

(
1 +

π̀

νmax

)
.

其中

π̀ = inf
m

π̄m, νmax = sup
t

|ν(t)|,

σ = max
m

( sup
t∈T̂m(t0,T )

|π̄m − π(t)|).

假设1 假设通信拓扑G包含一个有向生成树,
且智能体1为根节点.

假设2 对于非连续混合自时延多智能体系统

(1),若非连续动力学函数满足f1(·) ∈ g̃, f2(·) ∈ g̃,
0 ∈ F{f1(0)}, 0 ∈ F{f2(0)}.基于定义1与测度选
择定理,对于任意的α1(t) ∈ F{f1(t, h1(t))},β1(t) ∈
F{f1(t, h2(t))},α2(t − τs) ∈ F{f2(t, h̆1(t − τs))},
β2(t − τs) ∈ F{f2(t, h̆2(t − τs))},假设存在正值常
数m0、m1、m2、l使得下列式子成立:

∥α1(t)− β1(t)∥ ⩽ m1∥h1(t)− h2(t)∥+ l, (3)

(h1(t)− h2(t))
T(α2(t− τs)− β2(t− τs)) ⩽

m1

S∑
s=1

∥h1(t− τs)− h2(t− τs)∥2+

m0∥h1(t)− h2(t)∥2. (4)

注 2 一般而言,将非线性动力系统中非线性
函数进行线性化时,通常会假设非线性函数满足全
局Lipschitz条件[16]、QUAD条件[17]或扇形条件[18]

等.然而,当动力学函数非连续时,这些传统的线性
化手段都将不再适用.因此,本文引入Filippov集值
映射理论,将有限个间断点映射到对应集合中,即将
不连续函数转化成Filippov集值函数,然后利用测度
选择定理挑选出可测函数以获得非连续微分方程

在Filippov意义下的解.又因为选择可测函数的不唯
一性,导致出现式 (3)中选择误差 l的现象,即尽管在
h1(t) = h2(t)时,α1(t)也不一定等于β1(t).基于式
(3)进一步分析,可以得到

0 ⩽ ∥α1(t)− β1(t)∥
∥h1(t)− h2(t)∥

⩽ m1 +
l

∥h1(t)− h2(t)∥
.

这意味着f1(·)连续可微部分的导数将被限制在一个

可变上界区间
[
0,m1 +

l

∥h1(t)− h2(t)∥

]
.而对于式

(4),由于存在乘积效应,当h1(t) = h2(t)时,不等式可
以取到等号.特别地,当τs = 0时,该假设则转换成一
般非线性函数处理形式.

2 一致性分析及控制器设计

为了实现非连续混合自延迟多智能体系统(1)的
全局指数一致性,本节将设计一种非平滑分布式负反
馈控制器,基于分布式通信拓扑,实现各智能体之间
的信息交互以及状态更新.考虑到实际工程应用环
境中控制信号的幅值不能过大,针对控制器增设了
外部饱和环节,同时为了降低控制信号的不平滑度,
即减少开关器件的启合突变,利用高斯误差函数以
及微分中值定理近似模拟饱和效应.最后通过广义
Halanay不等式与Lyapunov稳定性定理得到多智能
体系统达到指数一致性的判定条件,及其最大可容许
时延上界.



674 控 制 与 决 策 第38卷

首先,基于定义4可以得到多智能体误差系统
ėi(t) = Bei(t) +D1(f1(t, xi(t))− f1(t, x1(t)))+

D2(f2(t, x̆i(t− τs))− f2(t, x̆1(t− τs))). (5)

其中: i = 1, 2, . . . , N, s = 1, 2, . . . , S.通过定义误差
向量ei(t),可以将研究多智能体系统的全局指数一致
性问题,转换成误差系统的指数稳定性问题,便于下
文直接利用Lyapunov稳定性定理进行系统分析.

针对误差系统 (5),设计如下具有时变控制增益
的非平滑分布式负反馈控制器:

ui(t) = ρ(t)

N∑
j=1

aij(xj(t)− xi(t))− k · sign(ei(t)).

(6)

其中: k为正值常数; sign(·)为符号函数;时变控制强
度ρ(t) : [0,+∞) → [0,+∞)有界且分段连续,其反映
系统运行过程中智能体之间耦合强度的变化情况.
假设3 在任一控制域内,控制增益ρ(t)的积分

平均值存在下界,即

ρ̄m ≜ 1

T

w (m+1)T

mT
ρ(t)dt ⩾ ρ̄ > 0, ∀m = 0, 1, 2, . . . .

(7)

考虑到系统实际的运行环境以及控制成本,必须
对控制信号加以限幅,进而对控制器加上饱和策略

sat(uj
i (t)) =

ūj
i sign(uj

i (t)), |u
j
i (t)| > ūj

i ;

uj
i (t), |u

j
i (t)| ⩽ ūj

i .
(8)

其中: ūj
i > 0为预设的控制器输出阈值, i = 1, 2, . . . ,

N, j = 1, 2, . . . , n.
从上述饱和策略的函数结构可以预见到,由于存

在拐点 |uj
i (t)| = ūj

i ,将导致控制信号的不平滑度加
剧.由此,执行器输入信号发生突变的频率将会增加,
从而加剧工件的磨损,降低了控制效果甚至导致系统
不稳定.考虑到上述情况,本文将引入如下高斯误差
函数来近似模拟饱和效应[35],从而降低控制信号的
不平滑度:

g(uj
i (t)) = ūj

i × erf(Πuj
i (t)). (9)

其中

erf(Πuj
i (t)) =

w Πuj
i (t)

0
e−t2dt,

erf(·)表示高斯误差函数,Π =
√
π/2ūj

i .

又考虑到高斯误差函数结构的复杂性,难以直接
应用至分布式控制器 (6),本文进而利用微分中值定
理来简化上述饱和函数形式[36].首先定义函数

δji = sat(uj
i (t))− g(uj

i (t)). (10)

其中: i = 1, 2, . . . , N, j = 1, 2, . . . , n.易知 δji 有界,
即∥∆i∥ ⩽ ∆̄i(∆i = [δ1i , δ

2
i , . . . , δ

n
i ]

T).随后,对函数

g(uj
i (t))应用微分中值定理,即存在常数κj

i ∈ (0, 1)

满足如下结论:
g(uj

i (t))− g(uj
i0(t)) = g′(ϖj

i (t))(u
j
i (t)− uj

i0(t)).

(11)

其中

ϖj
i (t) = κj

iu
j
i (t) + (1− κj

i )u
j
i0(t),

g′(ϖj
i (t)) = ∂g(uj

i (t))/∂(u
j
i (t))|uj

i (t)=ϖj
i (t)

=

e
− π

(4ū
j
i
)2

(ϖj
i (t))

2

.

从高斯误差函数的表达式不难得到g(0) ≡ 0.令
uj
i0(t) = 0,进而将式(11)转换成下式:

g(uj
i (t)) = g′(ϖj

i (t))u
j
i (t). (12)

结合式(10)与(12),最终得到改进的饱和策略
sat(uj

i (t)) = δji + g′(ϖj
i (t))u

j
i (t). (13)

最后,将式(13)转换为如下向量形式:
sat(ui(t)) = ∆i +G′(ϖi(t))ui(t), (14)

其中

G′(ϖi(t)) = diag(g′(ϖ1
i (t)), g

′(ϖ2
i (t)),

. . . , g′(ϖn
i (t))).

注3 从表达式g′(ϖj
i (t)) = e

− π

(4ū
j
i
)2

(ϖj
i (t))

2

中不

难得到如下结论:

0 < λmin(G
′(ϖi(t))) ⩽ λmax(G

′(ϖi(t))) ⩽ 1,

其中λmin(·)、λmax(·)分别表示矩阵的最小、最大特征
值.利用高斯误差函数和微分中值定理,将传统的饱
和策略 (8)转换成如 (14)所示的形式.具体而言,通过
挑选不同的G′(ϖi(t))矩阵,可以将控制信号的每个
分量都以一定比例加以限幅,其中∆i用来近似补偿

真实饱和与模拟饱和之间的误差.因此,与传统的饱
和策略相比[28-29],本文提出的控制方法可以有效降
低控制信号的不平滑度,同时提高控制的灵活性.
基于饱和策略 (14)以及分布式控制器 (6),得到

如下受控多智能体误差系统:
ėi(t) = Bei(t) +D1(f1(t, xi(t))− f1(t, x1(t)))+

D2(f2(t, x̆i(t− τs))− f2(t, x̆1(t− τs)))+

∆i +G′(ϖi(t))ρ(t)
N∑
j=1

aijxj(t)+

kG′(ϖi(t))sign(ei(t)). (15)

为了便于系统分析,利用Kronecker积与引理3,将式
(15)转换成如下形式:

ė(t) =

(IN−1 ⊗B)e(t) + (IN−1 ⊗D1)(H
xi
1 −Hx1

1 )+

(IN−1 ⊗D2)(H
x̆i(t−τs)
2 −H

x̆1(t−τs)
2 )+
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∆− ρ(t)(P̃ ⊗ In)G
′(ϖ(t))e(t)−

kG′(ϖ(t))sign(e(t)). (16)

其中

e(t) = [eT
2 (t), e

T
3 (t), . . . , e

T
N (t)]T,

Hxi
1 =

[fT
1 (t, x2(t)), f

T
1 (t, x3(t)), . . . , f

T
1 (t, xN (t))]T,

Hx1
1 = 1N−1 ⊗ f1(t, x1(t)),

H
x̆i(t−τs)
2 = [fT

2 (t, x̆2(t− τs)), f
T
2 (t, x̆3(t− τs)),

. . . , fT
2 (t, x̆N (t− τs))]

T,

H
x̆1(t−τs)
2 = 1N−1 ⊗ f2(t, x̆1(t− τs)),

∆ = 1N−1 ⊗∆i,

G′(ϖ(t)) = diag(g′(ϖ1
2), . . . , g

′(ϖn
2 ), g

′(ϖ1
3), . . . ,

g′(ϖn
3 ), . . . , g

′(ϖ1
N ), . . . , g′(ϖn

N )).

根据定义1与引理1,可以得到

F{ė(t)} ⊆

(IN−1 ⊗B)F{e(t)}+ {∆}+

(IN−1 ⊗D1)F{(Hxi
1 −Hx1

1 )}+

(IN−1 ⊗D2)F{(H x̆i(t−τs)
2 −H

x̆1(t−τs)
2 )}−

k ·G′(ϖ(t))F{SIGN(e(t))}−

ρ(t)(P̃ ⊗ In)G
′(ϖ(t))F{e(t)}, (17)

其中SIGN(e(t)) = [SIGNT(e2(t)),SIGNT(e3(t)),

. . . , SIGNT(eN (t))]T为集值函数. SIGN(eji (t))(i =

2, 3, . . . , N, j = 1, 2, . . . , n)定义为如下集合:

SIGN(eji (t)) =


{−1}, eji (t) < 0;

(−1, 1), eji (t) = 0;

{1}, eji (t) > 0.

定理1 对于非连续混合自时延多智能体系统

(1),若各项参数满足假设1∼假设3,在非平滑分布式
负反馈控制器 (6)与改进饱和策略 (14)的作用下,有
如下条件成立:

ξmax∆̄max + lλ̃Λ
D1

φ
⩽ k,

ρ̄ξ−1
maxλ̀gλmin + 2λ̃B

2m1λ̃D2

+ γ > 1.

(18)

则该非连续混合自时延多智能体系统可实现全局指

数一致.此外,该多智能体系统实现一致性的最大容
许时延为

τ̃ ≜ max
1⩽s⩽S

τs =
1

σ
ln

( ρ̄ξ−1
maxλ̀gλmin

2m1λ̃D2

+ γ
)
.

其中

σ = sup
m,t⩾0

|ρ(t)− ρ̄m|ξ−1
maxλ̀gλmin;

γ =
−2(m0λ̃D2

+ λ̃B)−m1λ̃
Λ
D1

ξ−1
min

2m1λ̃D2

,

λ̃Λ
D1
、λ̃B、λ̃D2

、φ分别为矩阵Λ ⊗ D1、B、D2和

(Λ ⊗ In)G
′(ϖ(t))的最大特征值; λ̀g为矩阵G′(ϖ(t))

的最小特征值.
证明 选取Lyapunov函数

V (t) =
1

2
eT(t)(Λ⊗ In)e(t). (19)

为便于后续的推导,基于式(19)得到关系式

ξ−1
maxV (t) ⩽ 1

2
eT(t)e(t) ⩽ ξ−1

minV (t). (20)

首先,根据定义3与引理1,计算V (t)关于时间 t

的集合值Lie导数

Lf (V (t)) ⊆

F{eT(t)(Λ⊗B)e(t)}+

F{eT(t)(Λ⊗D1)(H
xi
1 −Hx1

1 )}+

F{eT(t)(Λ⊗D2)(H
x̆i(t−τs)
2 −H

x̆1(t−τs)
2 )}−

F{keT(t)(Λ⊗ In)G
′(ϖ(t))SIGN(e(t))}−

F{ρ(t)eT(t)(ΛP̃ ⊗ In)G
′(ϖ(t))eT(t)}+

F{eT(t)(Λ⊗ In)∆}. (21)

根据注1,在时间t ∈ [0,∞)内必存在可测函数满

足X1(t) ∈ F{Hxi
1 },Y1(t) ∈ F{Hx1

1 }, X2(t − τs) ∈
F{H x̆i(t−τs)

2 }, Y2(t− τs) ∈ F{H x̆1(t−τs)
2 }.由此可得

Lf (V (t)) =

eT(t)(Λ⊗B)e(t) + eT(t)(Λ⊗ In)∆+

eT(t)(Λ⊗D1)(X1(t)− Y1(t))+

eT(t)(Λ⊗D2)(X2(t− τs)− Y2(t− τs))−

keT(t)(Λ⊗ In)G
′(ϖ(t))SIGN(e(t))−

ρ(t)eT(t)(ΛP̃ ⊗ In)G
′(ϖ(t))eT(t) =

L
(1)
f (V (t)) + L

(2)
f (V (t)) + L

(3)
f (V (t)). (22)

基于假设2,可进一步得到

L
(1)
f (V (t)) =

eT(t)(Λ⊗D2)(X2(t− τs)− Y2(t− τs)) ⩽

m0e
T(t)(Λ⊗D2)e(t)+

m1

S∑
s=1

eT(t− τs)(Λ⊗D2)e(t− τs) ⩽

2m0λ̃D2
V (t) + 2m1λ̃D2

sup
−τ̃⩽q<0

(V (t+ q)). (23)

随后,根据引理2、假设2以及式(20)可以得到

L
(2)
f (V (t)) =
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eT(t)(Λ⊗ In)∆−

keT(t)(Λ⊗ In)G
′(ϖ(t))SIGN(e(t))+

eT(t)(Λ⊗D1)(X1(t)− Y1(t)) ⩽

ξ
N∑
i=2

∥eT
i (t)∥∥∆i∥ − φkeT(t)SIGN(e(t))+

λ̃Λ
D1

∥eT(t)∥∥X1(t)− Y1(t)∥ ⩽

ξmax∆̄max

N∑
i=2

∥ei(t)∥ − φk

N∑
i=2

n∑
j=1

|eji (t)|+

m1λ̃
Λ
D1

ξ−1
mineT(t)e(t) + lλ̃Λ

D1
∥eT(t)∥ ⩽

(ξmax∆̄max + lλ̃Λ
D1

)

N∑
i=2

∥ei(t)∥+

m1λ̃
Λ
D1

ξ−1
minV (t)− φk

N∑
i=2

n∑
j=1

|eji (t)| ⩽

(ξmax∆̄max + lλ̃Λ
D1

− φk)

N∑
i=2

n∑
j=1

|eji (t)|+

m1λ̃
Λ
D1

ξ−1
minV (t) ⩽

m1λ̃
Λ
D1

ξ−1
minV (t), (24)

L
(3)
f (V (t)) =

eT(t)(Λ⊗B)e(t)−

ρ(t)eT(t)(ΛP̃ ⊗ In)G
′(ϖ(t))eT(t) ⩽

2λ̃BV (t)− 1

2
λ̀gρ(t)e

T(t)(ΛP̃ ⊗ P̃TΛ) ⩽

2λ̃BV (t)− 1

2
λ̀gλminρ(t)e

T(t)e(t) ⩽

(2λ̃B − ξ−1
maxλ̀gλminρ(t))V (t). (25)

综合上述结论(22)∼ (25)可得

Lf (V (t)) ⩽

(2m0λ̃D2
+m1λ̃

Λ
D1

ξ−1
min + 2λ̃B−

ξ−1
maxλ̀gλminρ(t))V (t)+

2m1λ̃D2
sup

−τ⩽q<0
(V (t+ q)) =

− µ(t)V (t) + ν(t) sup
−τ̃⩽q<0

(V (t+ q)). (26)

其中

µ(t) =

ξ−1
maxλ̀gλminρ(t)− 2m0λ̃D2

−m1λ̃
Λ
D1

ξ−1
min − 2λ̃B,

ν(t) = 2m1λ̃D2
.

根据假设3,时变控制参数在任一控制域内的积
分均值满足 ρ̄m ≜ 1

T

w (m+1)T

mT
ρ(t)dt ⩾ ρ̄ > 0,据引理

5可得

π̀ = ρ̄ξ−1
maxλ̀gλmin − 2m0λ̃D2

−

m1λ̃
Λ
D1

ξ−1
min − 2λ̃B − 2m1λ̃D2

,

σ = sup
m,t⩾0

|ρ(t)− ρ̄m|ξ−1
maxλ̀gλmin.

根据定理条件(18),易知下式成立:

π̀ + (1− eτ̃σ) sup
t

|ν(t)| > 0.

综上,多智能体误差系统 (5)在非光滑分布式控
制器 (6)及改进的饱和策略 (14)的作用下,能够达到
全局指数稳定.这意味着非连续混合自时延非线性
多智能体系统 (1),在各项参数满足定理 1所给条件
时可以实现全局指数一致,且其最大可容许时延为
τ̃ . 2

注 4 区别于一般的分析连续多智能体系统

指数一致性问题[19],本文利用广义的Lipschitz条件
(∥α1(t) − β1(t)∥ ⩽ m1∥h1(t) − h2(t)∥ + l)将非连
续的非线性动力学函数进行线性化处理.同时,为了
处理非连续微分方程,利用Filippov集值映射理论将
有限间断点映射到对应集合中.然后利用Filippov微
分包含与测度选择定理得到其在Filippove意义下的
解.最后结合广义Halanay不等式与Lyapunov稳定性
定理,得到一致性判定条件与最大可容许时延.
注5 一般而言,在研究非线性动力学系统有限

时间稳定与指数收敛问题时,所设计的控制器通常
会包含−p · sign(ei(t))|ei(t)|q(q ∈ [0, 1])项.其中,当
q = 1时,其为典型的线性控制器,可以用来解决系
统渐近稳定问题;当q ∈ (0, 1)时,控制器则为连续控
制,可以有效地应用于连续系统[37-38];当考虑到系统
存在非连续动力学性态时,通常取q = 0,由于存在
符号函数,其转变为非连续控制器.通过应用Filippov
微分包含与测度选择定理,这类控制器的有效性可以
得到保证[39].本文研究非连续混合时延多智能体系
统的指数一致性问题,利用广义Lipschitz条件线性化
非连续性非线性动力学函f(·).由于测度选择定理所
得可测函数的不唯一性,造成式 (3)出现选择误差 l,
因此在设计分布式控制器 (6)时,加入−k · sign(ei(t))
项进行误差补偿.控制参数k在满足定理条件 (18)的
前提下,不可过大或过小 (过大会导致动态过程振荡
剧烈,过小则会造成多智能体系统达到全局一致的时
间增加).

注6 在控制器(6)中,求和项ρ(t)
N∑
j=1

aij(xj(t)−

xi(t))体现了分布式控制思想,这意味着第 i个控制

器ui(t)只需节点 xi(t)局部拓扑信息即可,也就是与
其有直接通信的智能体状态信息.通常而言,对于一
般的分布式控制器,控制增益通常设置为常数[24-25],
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然而,为了增加控制灵活度同时提高控制效果,本文
为该分布式控制器设计了一类时变控制增益.相较
于文献 [26-27],本文对于时变控制增益ρ(t)的限制较

为宽泛,只需要求其在任意控制域内,积分均值 ρ̄m存

在下限 ρ̄,如假设3所述,降低控制难度的同时便于理
论验证.这类时变控制增益具有很强的普适性,可应
用于不同工况.例如控制增益信号经脉冲调制由一
般的方波信号转变为其他波形 (半波正弦信号、三角
波信号),具体可描述为“开关模式”的间歇控制.又如
控制增益信号在控制域内受多个外部周期干扰.针
对此部分,将会在数值仿真中通过实例进一步验证.
注 7 目前,现有的关于多智能体系统存在时

延的研究工作,大部分只考虑了单一自时延的情
形[21-23].然而,考虑到实际工作环境,多智能体系统
存在多个自时延的情况十分普遍.因此,本文在多智
能体系统建模时全面考虑了具有混合自时延情形

x̂i(t − τs)(s = 1, 2, . . . , S).特别地,若令S = 1,则
可以相应地得到现有工作中的相关结论[21-23]. 因此,
本文考虑的系统模型更具有一般性.

注8 与文献 [26-27]相比,本文提出的分布式控
制策略对时变控制增益ρ(t)的限制比较宽泛,其可适
用于多种实际工况.特别地,若考虑控制增益受到如
下两种外部周期扰动:

ρ(t) =

ρ+ ε1(t), t ∈ [mT,mT + ςT ε);

ρ+ ε2(t), t ∈ [mT + ςT ε, (m+ 1)T ),

其中:正值常数ρ为初始控制增益, εi(t)(i = 1, 2)为

周期函数 (周期为T ε
i )用来刻画周期扰动,T ε为T ε

i 的

最小公倍数.假设n =
T

T ε
(n为正整数),则ς ⩽ n (ς的

取值决定了在一个控制域内两种周期干扰各自的作

用时间).根据定理1,容易得到在此工况下,多智能体
系统(1)实现指数一致的条件为

ξmax∆̄max + lλ̃Λ
D1

φk
⩽ 1;

(ρ+ ε̄)ξ−1
maxλ̀gλmin + 2λ̃B

2m1λ̃D2

+ γ > 1.

(27)

其中

ε̄ = ςε̄1 + (n− ς)ε̄2,

ε̄i =
1

T ε

w t+T ε

t
εi(t)dt.

同时得到最大容许时延

τ̃ =
1

σ
ln

((ρ+ ε̄)ξ−1
maxλ̀gλmin

2m1λ̃D2

+ γ
)
.

该部分结论可作为定理1的另一种特殊情形,其有效
性将通过仿真实例进行验证,而其证明过程也可以根

据定理1得到,在此不再赘述.

3 数值仿真

在本节中,通过选取不同类型的ρ(t) (半波正弦
信号、三角波信号、周期扰动)验证上文所得一致判
定条件与最大容许时延估算式的有效性.
考虑由4个智能体构成的多智能体系统,每个智

能体都有3个状态分量,具体形式如下:

x1
i (t) = −1.3x1

i (t) + 0.21x1
i (t− τ1)+

0.1sign(x1
i (t− τ1)),

x2
i (t) = −1.5x2

i (t) + 0.21x2
i (t− τ2)+

0.1sign(x2
i (t− τ2)),

x3
i (t) = −2.4x3

i (t) + 0.21x3
i (t) + 0.1x3

i (t).

取第 1个智能体x1(t)为参考节点,由此可以得
到B = diag(−1.3,−1.5,−2.4), D1 = diag(0, 0, 1),
D2 = diag(1, 1, 0). S = 2,动力学函数f(z) = 0.21z+

0.1sign(z) (即m1 = 0.21, l = 0.2).取m0 = 0.1.
分布式控制矩阵

A =


0 0 0 0

−3 3 0 0

0 −2 2 0

−3 −4 −1 8

 ,

根据引理3可以得到

P̃ =

 3 0 0

−2 2 0

−4 −1 8

 .

则Λ = diag(0.875, 0.562 5, 0.125), λmin = 1.634 4,

ξmax = 0.875, ξmin = 0.125.通信拓扑如图1所示.
21

3 4

图 1 通信拓扑

配置饱和策略参数,对所有控制信号都加以限
幅20%, 30%, 50%,即G(ϖi(t)) = diag(0.2, 0.3, 0.5),
i = 1, 2, 3, 4.补偿项∆i = [0.101, 0.021, 0.093]T,取
∆̄max = 0.1,负反馈增益取k = 0.27.
综上可以得到: λ̃Λ

D1
= 0.125, λ̃B = −1.2, λ̃D2

=

1, φ = 0.437 5, λ̀g = 0.2. 上述参数满足

ξmax∆̄max + lλ̃Λ
D1

φk
= 0.952 ⩽ 1.

同时得到

γ =
−2(m0λ̃D2

+ λ̃B)−m1λ̃
Λ
D1

ξ−1
min

2m1λ̃D2

= 22.83.
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随后,通过配置不同类型的时变控制增益 ρ(t),
分别验证本文所提出的一致判定条件与最大容许时

延估算式的有效性.
1) ρ(t)为半波正弦信号,幅值为 4.5,周期为 0.4,

则 ρ̄m = 2.86.取 ρ̄ = 2.5,参数满足
ρ̄ξ−1

maxλ̀gλmin + 2λ̃B

2m1λ̃D2

+ γ = 1.247 5 > 1.

最大容许时延

τ̃ =
1

σ
ln

( ρ̄ξ−1
maxλ̀gλmin

2m1λ̃D2

+ γ
)
= 0.361.

令τ1 = 0.12, τ2 = 0.24.仿真结果如图2所示.
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图 2 ρ(t)为半波正弦信号时系统状态误差演化情况

2) ρ(t)为三角波信号,幅值为7.2,周期为0.3,则
ρ̄m = 3.6.取 ρ̄ = 3.2,参数满足

ρ̄ξ−1
maxλ̀gλmin + 2λ̃B

2m1λ̃D2

+ γ = 1.870 1 > 1.

最大容许时延

τ̃ =
1

σ
ln

( ρ̄ξ−1
maxλ̀gλmin

2m1λ̃D2

+ γ
)
= 0.465.

令τ1 = 0.23, τ2 = 0.15.仿真结果如图3所示.
3)为了验证注8所述,考虑ρ(t)受到外部周期干

扰,有

ρ(t) =

ρ0 + ρ1ε(t), t ∈ [mT, (m+ ς)T );

ρ0 + ρ2ε(t), t ∈ [(m+ ς)T, (m+ 1)T ).

不失一般性,假设在整个控制域内存在持续的外部周
期干扰,即T ε = T .选取T = 0.2, ρ0 = 2.8, c1 =

0.2, c2 = 1.2, ς = 0.65. ε(t) =
4∑

n=1

sin(30nπt).
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图 3 ρ(t)为三角波信号时系统状态误差演化情况

根据注8, ρ+ ε̄ = ρ0 = 2.8.上述参数满足

(ρ+ ε̄)ξ−1
maxλ̀gλmin + 2λ̃B

2m1λ̃D2

+ γ = 1.514 3 > 1.

最大容许时延

τ̃ =
1

σ
ln

((ρ+ ε̄)ξ−1
maxλ̀gλmin

2m1λ̃D2

+ γ
)
= 0.692.

令τ1 = 0.52, τ2 = 0.48.仿真结果如图4所示.
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图 4 ρ(t)受外部周期干扰时系统状态误差演化情况
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从图2(b)、图3(b)、图4(b)可以很直观地看到系
统误差都随时间趋于0,即 lim

t→∞
∥ei(t)∥ = 0, i = 2,

3, 4.由于考虑 ρ(t)受外部周期干扰的情况,导致图
4(b)中误差演化曲线出现短暂的小幅振荡,最终收敛
至0.综上,数值仿真结果验证了在不同工况下,本文
所设计的分布式控制策略的有效性,以及所得一致性
判定条件与最大容许时延估算式正确性.

4 结 论

本文研究了一类具有非连续动力学性态与混

合自时延的非线性多智能体系统的指数一致性问

题.首先,通过Filippov集值映射将有限个间断点映
射到对应集合,然后使用Filippov微分包含与测度选
择定理得到非连续微分方程在Filippov意义下的解.
随后,设计了一种非平滑分布式负反馈控制策略以
实现智能体之间状态信息交互.同时,为模拟实际
工程应用环境,增设外部饱和环节对控制信号进行
限幅,并利用高斯误差函数与微分中值定理模拟饱
和效应以降低控制信号的不平滑度.随后,基于广义
Lipschitz条件、广义Halanay不等式与Lyapunov稳
定性定理得到了指数一致性判定条件与最大容许时

延.最后,数值仿真结果充分验证了本文所得理论的
有效性.未来研究工作的重点为探究非连续混合时
延多智能体系统在多重随机干扰影响下,分布式控制
器的鲁棒性、控制参数k的自适应更新以及优化非连

续动力学函数的处理方法.
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