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基于软粗糙集的犹豫模糊三支决策方法
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摘 要: 三支决策理论采取“三分而治”的处理思路,为复杂问题求解提供了一种简洁高效的解决方案.对此,借
助软集理论研究犹豫模糊集和三支决策方法,通过定义犹豫模糊集的值空间和值陪集,引入犹豫模糊集的典范软
集、单位区间参数化软集和导出犹豫模糊集等概念,解决犹豫模糊集和软集的相互表示问题.此外,利用软粗糙集
理论建立一种基于犹豫模糊集的广义粗糙模型,借助给定的预决策集,计算软上近似集并确定评价函数,进而提出
一种基于软粗糙集的犹豫模糊三支决策方法.最后,通过两个数值实例和相关对比分析,验证所提出三支决策方
法的合理性和有效性.
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Abstract: Three-way decision is a philosophy of thinking in three. It provides a simple and efficient solution for
addressing complicated problems. In this paper, hesitant fuzzy sets and three-way decision methods are investigated by
virtue of soft set theory. Value spaces and value cosets of hesitant fuzzy sets are defined. The notions of canonical soft
sets, unit interval parameterized soft sets and derived hesitant fuzzy sets are presented to solve the mutual representation
problems regarding hesitant fuzzy sets and soft sets. In addition, a generalized rough model based on hesitant fuzzy
sets is established with the help of soft rough sets. Based on the given pre-decision set, soft upper approximations are
calculated to determine the evaluation function. A novel hesitant fuzzy three-way decision method based on soft rough
sets is proposed. Finally, two numerical examples with related comparative analysis are given to verify the effectiveness
and cogency of the proposed method.
Keywords: hesitant fuzzy set；three-way decision；soft set；rough set；canonical soft set

0 引 言

在数字经济快速发展的背景下,各行各业的决
策活动在频度、广度和复杂性上较以往发生了极大

变化,决策过程中的不确定性因素不断增多,决策分
析的难度也不断加大,这使得经典决策理论与方法
在很多情况下不再适用. 1965年,由美国控制论专家
Zadeh[1]提出的模糊集利用隶属函数反映元素对集

合从属关系的不确定性,为处理不确定决策问题提
供了有力的数学工具.但实际应用中,在确定元素对
模糊集的隶属度时,人们经常会在多个可能取值中犹
豫不决.为此,西班牙学者Torra[2]提出了犹豫模糊集,
推广了Zadeh的模糊集.犹豫模糊集的隶属函数是一

个集值映射,能够反映隶属度的所有可能取值,降低
了决策过程中的信息损失.换言之,借助犹豫模糊集
及其拓展结构,人们能更加全面地刻画和处理决策过
程中的不确定性,使相关问题获得更好的解决.近年
来,犹豫模糊集理论及其在不确定决策等领域的应用
受到广泛关注,已取得了丰富的研究成果. Chen等[3]

考虑了犹豫模糊集的相关系数及其在聚类分析中的

应用. Xu等[4]率先关注并研究了犹豫模糊集的几种

距离和相似性测度.朱丽等[5]利用粗糙集理论研究

了犹豫模糊环境下的多属性决策问题. Liang等[6]结

合犹豫模糊集进行决策粗糙集的拓展研究,提出了
一种新的犹豫模糊决策粗糙集模型及风险决策方
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法.曾文艺等[7]考虑犹豫模糊集中隶属度的权重信

息,定义了加权犹豫模糊集并应用于群决策问题.廖
虎昌等[8]概括阐述了基于犹豫模糊语言集的决策理

论与方法.徐泽水等[9]对概率犹豫模糊决策方面的

研究进展进行了全面总结.
1982年,波兰数学家Pawlak[10]提出了粗糙集理

论,为分析和处理不可辨识性导致的粒度化不确定性
提供了有效的数学工具.精确描述决策系统中的不
一致性,并从不一致数据中提取决策规则是粗糙集理
论的核心任务[11].为了在近似空间中描述一个模糊
概念,法国学者Dubois等[12]推广了Pawlak的经典粗
糙集模型,提出了粗糙模糊集和模糊粗糙集的概念,
并指出粗糙模糊集是模糊粗糙集的特殊情形.为了
建立一个更加广义的理论框架来处理和描述不确定

性问题,俄罗斯学者Molodtsov[13]从参数化的角度提

出了软集这一重要概念.软集作为一种新的工具,是
模糊集、粗糙集、犹豫模糊集等软计算理论的有益

补充.在软集理论方面, Maji等[14]提出了软集的几种

基本运算.进而, Ali等[15]给出了软集的一些新运算,
改进并发展了Maji等定义的运算. 2010年, Feng等[16]

给出了粗糙软集的定义并讨论了其基本性质,而且
结合程度化思想探索了模糊集基于软集的粗糙近似

问题.随后, Feng等[17]将软集理论引入粗糙集研究领

域,利用软集内蕴的论域粒化结构给出了软近似空间
的概念,定义了软粗糙近似算子和软粗糙集等概念,
揭示了软集、信息系统和粗糙集之间紧密的联系.基
于软粗糙集理论,付清等[18]提出了一种解决多属性

决策问题的有效方法.
三支决策理论是加拿大学者Yao[19]在研究概率

粗糙集和决策粗糙集时提出的一种广义不确定性决

策框架,该理论为粗糙集的正域、负域和边界域赋
予了合理的语义解释,分别对应于实际决策过程中
的接受、拒绝和延迟决策行为.三支决策理论将研
究对象分为 3个部分,并分别采取不同的处理方法,
为复杂问题求解提供了一种简洁高效的解决方案,
已在诸多领域获得了成功应用[20].该理论自提出以
来,国内外有关三支决策的研究发展迅速[21].三支决
策理论的核心思想是“三分思维”,这种思维方式具
有一定的普适性,使得三支决策方法可广泛应用于
各个领域.薛占熬等[22]结合直觉模糊集和三支决策

理论,提出了基于直觉模糊集的三支决策两描述模
型、三描述模型和一般模型. Liu等[23]将三支决策理

论引入模糊多属性决策研究,提出了基于直觉模糊
数的三支多属性决策模型. Li等[24]建立了双论域上

三支决策的一般模型框架. Yang等[25]首次给出了软

集的两种语义解释,并利用软集的核与支持建立了
一种三支决策模型. Yao[26]综合分析了基于粗糙集、

区间集、模糊集、阴影集、粗糙模糊集、区间模糊

集和软集的三支决策方法,在TAO (trisecting-acting-
outcome)模型框架下研究了基于非经典集合论的三
支决策方法.在三支决策理论及应用中,阈值的选取
十分关键,一些学者在三支决策的最优阈值确定方面
进行了探索. Jia等[27]通过分析三支决策基本模型中

的损失风险与阈值参数之间的关系建立优化模型,提
出了一种自适应阈值参数求解算法. Chen等[28]基于

三支决策的损失函数,以决策风险最小化为目标,提
出了一种最优阈值生成算法.此外,李小南等[29]提出

了基于加权信息熵的阈值求解方法,克服了基于贝叶
斯最小风险原理的阈值确定方法可解释性不强的问

题.
综上所述,国内外关于犹豫模糊集及相关决策方

法的研究已取得了十分丰富的成果,学者们在软集及
其拓展结构方面也做出了许多重要的工作.但是,已
有研究中关于软集与犹豫模糊集之间关系的探讨十

分少见,软集与三支决策理论的融合研究也鲜有报
道.为此,本文从探索软集与犹豫模糊集的内在关系
出发,通过引入典范软集、单位区间参数化软集和导
出犹豫模糊集等概念,探索犹豫模糊集与软集之间的
相互表示问题,进而提出一种基于软粗糙集的犹豫模
糊三支决策方法.

1 预备知识

下文中,若无特殊说明,论域均表示为U ,单位区
间均表示为I . 此外,引入下列记号:

P (I)表示I的幂集;
P ∗(I)表示I的所有非空子集构成的类;
F ∗(I)表示I的所有非空有限子集构成的类;
Fn(I)表示 I的所有有限子集E构成的类,其中

E的基数满足 |E| = n ⩾ 1.

1.1 模糊集与犹豫模糊集

定义1 [1] 映射µ : U → [0, 1]称为论域中的一

个模糊集.
通常将确定模糊集的映射µ称为隶属函数.对于

任意的u ∈ µ,称µ(u)为u关于µ的隶属度,它给出了
u属于µ的程度. IU表示论域U上全体模糊集构成的

类.
定义2 [2] 设µ, ν ∈ IU 且x ∈ U ,则模糊集µ和

ν的交、并和补运算分别定义如下:
1) (µ

∩
ν)(x) = µ(x)

∧
ν(x);
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2) (µ
∪
ν)(x) = µ(x)

∨
ν(x);

3) µc(x) = 1− µ(x).
若∀x ∈ U, µ(x) ⩽ ν(x),则称µ包含于ν,记为

µ ⊆ ν.当µ ⊆ ν且v ⊆ µ时,易见µ = ν成立.
定义3 [2] 映射h : U → P (I)称为论域U上的

一个犹豫模糊集.
犹豫模糊集也可表示为h= {(x, h(x)) : x ∈ U}.

为便于叙述,将h(x)称为犹豫模糊数[30],用HF(U)表

示U上全体犹豫模糊集构成的类.若∀x ∈ U, h(x) ∈
F ∗(I),则称h是U上的典型犹豫模糊集[31].论域U上

全体典型犹豫模糊集构成的类记为THF(U).
下面将I的非空有限子集称为典型犹豫模糊数,

即所有典型犹豫模糊数构成了类F ∗(I).通常将典型
犹豫模糊数中所有隶属度取值按照升序排列,即对于
任意典型犹豫模糊数E = {a1, a2, . . . , an} ⊆ I ,有
a1 < a2 < . . . < an且1 ⩽ |E| = n ⩽ ∞.
定义 4 [32] 设h ∈ THF(U),若有正整数n,使

∀x ∈ U, |h(x)| = n,则称h为n-典型犹豫模糊集.
定义5 [30] 设E = {a1, a2, . . . , an} ∈ F ∗(I),称

s(E) =
1

n

n∑
i=1

ai为得分函数.

1.2 软 集

设EU为与U中对象相关的所有参数形成的集

合,通常称EU为参数空间并简记为E.二元组(U,E)

被称为软论域,通常取对象的特征或属性等作为软集
的参数.
定义6 [13] 二元组S = (F,A)称为论域U上的

一个软集,A ⊆ E称为S的参数集,S的近似函数为
F : A → P (U).
定义7 [16] 设S = (F,A)为论域U上的软集,若

∀a ∈ A,F (a) ̸= ∅,则称软集S是串行的.
定义8 [16] 设S = (F,A)为论域U上的软集,若∪

a∈A

F (a) = U ,则称S为满软集.

定义9 [33] 设S = (F,A)为论域U上的软集,且
x ∈ U ,则CoS(x) = {a ∈ A : x ∈ F (a)}称为x在S

中的参数陪集.

1.3 粗糙集与软粗糙集

设R为U上的一个等价关系,称(U,R)为Pawlak
近似空间[10].对于U中任意两个元素x1和x2,若满足
(x1, x2) ∈ R,则称x1和x2为R-不可区分的.论域U

关于R的商集记为U/R, [x1]R表示x1的等价类.
定义 10 [10] 设 R为 U 上的一个等价关系,

(U,R)为Pawlak近似空间.对于U的任意子集Z,其
上近似集和下近似集可分别定义为

R(Z) = {x ∈ U : [x]R
∩

Z ̸= ∅},

R(Z) = {x ∈ U : [x]R ⊆ Z}.

若R(Z) = R(Z),则称Z为可定义集;反之,称Z

为粗糙集.此外,

POS(Z) = R(Z) = {x ∈ U : [x]R ⊆ Z},

NEG(Z) = U −R(Z) = {x ∈ U : [x]R
∩

Z = ∅},

BND(Z) = R(Z)−R(Z) =

{x ∈ U : [x]R ̸⊂ Z, [x]R
∩

Z ̸= ∅}

分别称为正域、负域和边界域.
基于软集理论, Feng等[17]推广了Pawlak粗糙集,

提出了软粗糙集等概念.一个软近似空间由二元组
(U, S)表示,其中S为论域U上的软集.下面给出软
粗糙集的定义.

定义11 [17] 设S = (F,A)为论域U上的软集,
P = (U, S)为软近似空间.对于任意Z ⊆ U ,其软上
近似集和下近似集分别定义为

P (Z)={x ∈ U: ∃a ∈A (x ∈F (a), F (a)
∩
Z ̸= ∅)},

P (Z)={x ∈ U: ∃a ∈A, x ∈F (a) ⊆ Z}.

若P (Z) = P (Z),则称Z为软可定义集;否则,称
其为软粗糙集.将正域、边界域和负域分别定义为

POS(Z) = P (Z),

BND(Z) = P (Z)− P (Z),

NEG(Z) = U − P (Z).

2 犹豫模糊集的软集表示

定义12 设h ∈ HF(U),则Vh =
∪

u∈U

h(u)称为

犹豫模糊集h的值空间.
犹豫模糊集的值空间是一个集合,它包含论域U

中所有元素的所有可能的隶属度取值.
定义13 设h ∈ HF(U), Vh是h的值空间,则对

于任意α ∈ Vh,称h−1(α) = {u ∈ U : α ∈ h(u)}为α

的值陪集.
定义14 设(U, I)为软论域,且A ⊆ I ,则称二元

组 S̃ = (F̂ , A)为U上的单位区间参数化软集.
定义15 设 S̃ = (F̂ , A)为U上的单位区间参数

化软集,若U上的犹豫模糊集hS̃满足

hS̃(v) = CoS̃(v) = {α ∈ A : v ∈ F̂ (α)},

则称hS̃为 S̃的导出犹豫模糊集.
定义 16 设h ∈ HF(U),若U上的软集Gh =

(Ĉh, Vh)满足Vh =
∪

u∈U

h(u)且∀α ∈ Vh, Ĉh(α) =

h−1(α),则称Gh为h的典范软集.
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定理1 设 S̃ = (F̂ , A)为U上的单位区间参数

化软集,hS̃为 S̃的导出犹豫模糊集,GhS̃
是hS̃的典范

软集.若 S̃是串行的,则GhS̃
= S̃.

证明 假设U上的单位区间参数化软集 S̃ =

(F̂ , A)是串行的,hS̃ ∈ HF(U)是 S̃的导出犹豫模糊

集.由定义 15可知,对于任意的 v ∈ U ,有hS̃(v) =

CoS̃(v).根据定义 16,hS̃的典范软集GhS̃
= (ĈhS̃

,

VhS̃
)是U上的单位区间参数化软集,且对于任意的

α ∈ VhS̃
,有ĈhS̃

(α) = h−1

S̃
(α).

1) 先证VhS̃
= A.由值空间的定义,可得VhS̃

=∪
v∈U

hS̃(v),则对于任意的α ∈ VhS̃
,存在 v0 ∈ U ,

使得α ∈ hS̃(v0).于是α ∈ CoS̃(v0),即α ∈ A且

v0 ∈ F̂ (α).因此VhS̃
⊆ A.此外,任取α ∈ A,根据定

义7可得 F̂ (α) ̸= ∅,则有v0 ∈ U ,使得v0 ∈ F̂ (α).再
由定义8和定义15,可得α ∈ CoS̃(v0)且α ∈ hS̃(v0),
于是α ∈ VhS̃

.因此A ⊆ VhS̃
.综上所述,VhS̃

= A.
2) 接下来证明,对于任意的α ∈ A,均有 ĈhS̃

(α)

= F̂ (α).任取α ∈ A,假设v0 ∈ F̂ (α),则由定义15
可得α ∈ hS̃(v0).于是,根据值陪集定义可得 v0 ∈
h−1

S̃
(α),即v0 ∈ ĈhS̃

(a),因此 F̂ (α) ⊆ ĈhS̃
(α).此外,

任取α ∈ A,假设v0 ∈ ĈhS̃
(α),则v0 ∈ h−1

S̃
(α).于是,

由定义13可得α ∈ hS̃(v0),即α ∈ CoS̃(v0).由定义8
可得v0 ∈ F̂ (a),于是ĈhS̃

(α) ⊆ F̂ (α).因此,对于任意
的α ∈ A,均有ĈhS̃

(α) = F̂ (α).
综上所述,可得GhS̃

= S̃成立. 2
定理2 设h ∈ HF(U),Gh是h的典范软集,hGh

是Gh的导出犹豫模糊集,则hGh
= h.

证明 设h : U → P (I)为U上的犹豫模糊集,
Gh = (Ĉh, Vh)为h 的典范软集.根据定义6可得,对
于任意的α ∈ Vh,均有 Ĉh(α) = h−1(α).再由hGh

是Gh的导出犹豫模糊集可知hS̃h
(v) = CoS̃h

(v) =

{α ∈ A : v ∈ F̂ (α)}.任取v0 ∈ U ,假设α ∈ h(v0),
则由定义12和定义13可得α ∈ Vh且v0 ∈ h−1(α).于
是v0 ∈ Ĉh(α),即α ∈ hS̃h

(v0).因此∀v0 ∈ U ,h(v0) ⊆
hS̃h

(v0).此外,任取v0 ∈ U ,假设α ∈ hS̃h
(v0),则α ∈

CoS̃h
(v0)且v0 ∈ Ĉh(α),于是v0 ∈ h−1(α).因此,由

定义13可得α ∈ h(v0), ∀v0 ∈ U, hS̃h
(v0) ⊆ h(v0).综

上所述,对于任意的v0 ∈ U ,均有hS̃h
(v0) = h(v0),即

hGh
= h成立. 2

3 犹豫模糊三支决策方法

本节提出一种基于典范软集和软粗糙集的犹豫

模糊三支决策方法,用于处理群决策问题.

3.1 三支决策基础

Yao[34]提出了一种基于单评价函数的三支决策

模型.在该模型中,将全序集 (L,⩽)作为评价函数的

取值域.设n,m ∈ L, n < m(也记作m > n)表示
n ⩽ m且n ̸= m.
定义 17 [34] 设E : U → (L,⩽), E为U上的

评价函数,E(t)为 t ∈ U的评价值.给定两个阈值
α, β ∈ L且α < β,可得到U的如下划分:

POS[α,·)(E) = {t ∈ U : α ⩽ E(t)},

BND(α,β)(E) = {t ∈ U : α < E(t) < β},

NEG(·,β](E) = {t ∈ U : E(t) ⩽ β}.

正域POS[α,·)(E)、边界域BND(α,β)(E)和负域

NEG(·,β](E)中的元素应分别被接受、延迟决策和拒

绝.单评价函数是上述三支决策模型的基础,其取值
域的选择十分关键.在实际应用中,通常考虑实值评
价函数.
定义18 [26] 设E : U → [vmin, vmax]是U上的

评价函数,其中vmin < vmax是两个实数,E(t)是 t ∈
U的评价值.给定两个阈值a和b,且满足vmin < a <

b < vmax,则可得到U的如下划分:

H [b,vmax](E) = {t ∈ U : b ⩽ E(t)},

M (a,b)(E) = {t ∈ U : a < E(t) < b},

L[vmin,a](E) = {t ∈ U : E(t) ⩽ a}.

集合H [b,vmax](E)、M (a,b)(E)和L[vmin,a](E)中的

元素分别称为高评价值元素、中评价值元素和低评

价值元素.

3.2 基于犹豫模糊集的软粗糙模型

设h为论域U上的犹豫模糊集,Gh = (Ĉh, Vh)

为h的典范软集,则P = (U,Gh)为软近似空间.根据
定义10,对于论域U的任意子集T ,其软上近似集和
软下近似集可分别定义为

T h =
∪

α∈Vh

{Ĉh(α) : Ĉh(α) ⊆ T},

T h =
∪

α∈Vh

{Ĉh(α) : Ĉh(α)
∩
T ̸= ∅}.

根据T的软下近似集和软上近似集,可将论域U

分成如下3个部分,即正域、边界域和负域:

POSh(T ) = T h,

BNDh(T ) = T h − T h,

NEGh(T ) = U − T̄h.

命题1 设h为论域U上的犹豫模糊集,且Gh =

(Ĉh, Vh)为h 的典范软集,则∀ti ∈ U ,集合{ti}的软
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上近似集可用下式计算:

{ti}h =
∪

α∈h(ti)

h−1(α). (1)

证明 由软上近似集的计算公式可得

{ti}h =
∪

α∈Vh

{Ĉh(α) : Ĉh(α)
∩
{ti} ̸= ∅}.

根据值陪集和典范软集的定义,可得

{ti}h =
∪

α∈Vh

{h−1(α) : h−1(α)
∩
{ti} ̸= ∅} =∪

α∈Vh

{h−1(α) : ti ∈ h−1(α)} =∪
α∈Vh

{h−1(α) : α ∈ h(ti)}.

因此, {ti}h =
∪

α∈h(ti)

h−1(α)成立. □
3.3 基于软粗糙集的犹豫模糊三支决策方法

假设由一名主管负责的专家组对论域U = {t1,
t2, . . . , tn}中的备选方案进行评估.每名专家给出的
评价得分均取自单位区间,得分越高表示相应的备选
方案越优.根据评价结果可建立U上的犹豫模糊集

h,该犹豫模糊集承载了专家组的量化评分信息.在
参考专家组给出的评价后,主管从U中初步选出若干

备选方案,构成预决策集D.在3支决策的过程中,主
要目标是将论域U划分成3个部分,融合专家组和主
管意见并形成最终的决策结果.下面利用犹豫模糊
集和软粗糙集提出一种三支决策方法.

首先,将犹豫模糊集h转化为其对应的典范软集

Gh = (Ĉh, Vh).利用典范软集,建立软近似空间P =

(U,Gh).基于软近似空间P ,根据式 (1)可计算软上近
似{ti}h,其中 ti ∈ U且 i = 1, 2, . . . , n.软上近似集
{ti}h中所包含的元素均与 ti有至少一个相同的评价

值.
其次,选择合适的评价函数E.评价函数在三支

决策过程中至关重要. Hu[35]指出,合理的评价函数应
满足单调性公理.换言之,具有较高评价值的备选方
案应优于评价值较低的方案.在三支决策的实际应
用场景中,考虑如下两种情况:

1)主管从U中选出想要接受的备选方案,形成正
预决策集D;

2)主管从U中选出想要拒绝的备选方案,形成负
预决策集D.
针对上述两种情况,定义评价函数为

E(ti) =


|{ti}h

∩
D|

|{ti}h|
, D为正预决策集;

|{ti}h\D|
|{ti}h|

, D为负预决策集.

(2)

其中: ti ∈ U ,符号“\”表示集合的差运算.由式(2)可
见,当D为正预决策集时,方案 ti的评价函数值E(ti)

表示软上近似集 {ti}h中被主管接受的备选方案所
占的比例;当D为负预决策集时,E(ti)表示软上近似

集中未被主管拒绝的备选方案所占的比例.在该定
义中,预决策集反映了主管的初步定性意见,而软上
近似集则由专家组中全体专家的量化评分所共同确

定.如上定义的评价函数融合了专家组的整体评分
和主管的个人意见,实现了定量与定性相结合,且满
足单调性公理.
最终,给定阈值a和b,且满足0 ⩽ a < b ⩽ 1,则可

将U分为如下3个子集:

H [b,1](E) = {ti ∈ U : b ⩽ E(ti)},

M (a,b)(E) = {ti ∈ U : a < E(ti) < b},

L[0,a](E) = {ti ∈ U : E(ti) ⩽ a}.

对应于 3个子集,分别采取不同的决策行为:高值域
H [b,1]中的备选方案应当被接受;中值域M (a,b)中的

备选方案应进一步考察后再进行决策;低值域L[0,a]

中的备选方案应当被拒绝.
上述三支决策过程的算法描述如下:
算法1 基于软粗糙集的犹豫模糊三支决策.
输入:论域U = {t1, t2, . . . , tn}上的一个犹豫模

糊集h和预决策集D ⊆ U ;
输出: H [b,1]、M (a,b)和L[0,a].
step 1: 根据定义16,将犹豫模糊集h转换为典范

软集Gh = (Ĉh, Vh);
step 2: 建立软近似空间P = (U,Gh),根据式 (1)

计算软上近似集{ti}h,其中ti ∈ U且i = 1, 2, . . . , n;
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图 1 基于软粗糙集的犹豫模糊三支决策方法流程
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step 3:根据预决策集D和式 (2)计算ti ∈ U的评

价函数值E(ti),其中i = 1, 2, . . . , n;
step 4:确定阈值a和b,满足0 ⩽ a < b ⩽ 1;
step 5: 计算高值域H [b,1]、中值域M (a,b)和低值

域L[0,a]；

step 6: 返回H [b,1](E)、M (a,b)(E)和L[0,a](E),并
对不同部分做出对应决策.

图1给出了上述三支决策方法的流程.

4 算例分析

本节通过数值实例来验证本文所提出三支决策

方法的有效性和实用性.

4.1 毕业生评优问题

某高等院校拟评选优秀毕业生,根据评定办法,
先由各学院学位评定分委会推荐若干候选人,再由校
学位评定委员会成立专家组进行最终审定.一位毕
业生能否当选优秀毕业生取决于评审专家小组的整

体意见,专家组综合考虑组长和各方意见,最终在“入
选、备选、落选”中选择其一,作为各位毕业生的评审
结果.
设某高校有8位毕业生U = {t1, t2, . . . , t8}通过

学院推荐参与校级优秀毕业生评选.学校成立评审
专家小组,由组长邀请3名专家对8位毕业生进行评
审.假设3名专家分别对U中每一位毕业生进行综合

测评并给出取自区间 [0, 1]的评价得分,得分越高表
示毕业生的综合表现越优.根据专家给出的评价得
分,建立论域U上的犹豫模糊集h,其中

h(t1) = {0.1, 0.3, 0.6}, h(t2) = {0.5, 0.7, 0.8},

h(t3) = {0.2, 0.3, 0.4}, h(t4) = {0.2, 0.5, 0.6},

h(t5) = {0.4, 0.7, 0.8}, h(t6) = {0.1, 0.4, 0.5},

h(t7) = {0.3, 0.8, 0.9}, h(t8) = {0.7, 0.8, 0.9}.

犹豫模糊数h(ti)(i = 1, 2, . . . , 8)中的隶属度表示3
名专家给出的得分值.易见h的值空间为

Vh = {0.1, 0.2, 0.3, 0.4, 0.5, 0.6, 0.7, 0.8, 0.9}.

组长综合考虑各方意见后,初步认为毕业生 t1、

t3、t4、t6较差.换言之,根据组长意见得到的负预决
策集为D = {t1, t3, t4, t6}.接下来,将运用本文所提
出的算法逐步计算,并得到最终的决策结果.

step 1: 根据值陪集的定义,计算值空间中每一个
值所对应的值陪集,将犹豫模糊集h转化为所对应的

典范软集Gh = (Ĉh, Vh),其近似函数由值陪集确定,
如表1所示.

step 2:利用h的典范软集Gh = (Ĉh, Vh),可以建

表 1 犹豫模糊集h的典范软集Gh

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

t1 1 0 1 0 0 1 0 0 0
t2 0 0 0 0 1 0 1 1 0
t3 0 1 1 1 0 0 0 0 0
t4 0 1 0 0 1 1 0 0 0
t5 0 0 0 1 0 0 1 1 0
t6 1 0 0 1 1 0 0 0 0
t7 0 0 1 0 0 0 0 1 1
t8 0 0 0 0 0 0 1 1 1

立软近似空间P = (U,Gh).根据式 (1),可以计算集
合{ti}(i = 1, 2, . . . , 8)的软上近似.如

{t2}h = h−1(0.5)
∪
h−1(0.7)

∪
h−1(0.8) =

{t2, t4, t5, t6, t7, t8},

{t6}h = h−1(0.1)
∪
h−1(0.4)

∪
h−1(0.5) =

{t1, t2, t3, t4, t5, t6}.

类似可得其余软上近似集为

{t1}h = {t1, t3, t4, t6, t7},

{t3}h = {t1, t3, t4, t5, t6, t7},

{t4}h = {t1, t2, t3, t4, t6},

{t5}h = {t2, t3, t5, t6, t7, t8},

{t7}h = {t1, t2, t3, t5, t7, t8},

{t8}h = {t2, t5, t7, t8}.

其中,软上近似集{t1}h = {t1, t3, t4, t6, t7}中的毕业
生t1、t3、t4、t6、t7至少一个评分与毕业生t1相同.其
余软上近似集也可以用同样的方式进行解释.

step 3: 确定合适的评价函数.本实例中D =

{t1, t3, t4, t6} 为负预决集,其中包含了组长认为应当
落选的毕业生.根据式 (2),可计算毕业生 ti ∈ U(i =

1, 2, . . . , 8)的评价值E(ti),如

E(t1) =
|{t1, t3, t4, t6, t7}\{t1, t3, t4, t6}|

|{t1, t3, t4, t6, t7}|
= 0.2.

类似可得其余评价值:E(t2) = 0.67,E(t3) = 0.33,
E(t4) = 0.2,E(t5) = 0.67,E(t6) = 0.33,E(t7) =

0.67,E(t8) = 1.
在该实例中,评价值E(ti)表示{ti}h中组长认为

不应落选的毕业生所占的比例.根据评价值,可按照
如下规则对任意两位毕业生ti, tj ∈ U进行排序:

1) ti ≻ tj当且仅当E(ti) > E(tj);
2) ti ≺ tj当且仅当E(ti) < E(tj);
3) ti ≈ tj当且仅当E(ti) = E(tj).
具体而言,U中元素排序结果为

t8 ≻ t7 ≈ t5 ≈ t2 ≻ t6 ≈ t3 ≻ t4 ≈ t1.

step 4: 选择合适的阈值a和 b,且满足0 ⩽ a <
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b ⩽ 1.在该实例问题中,选取a = 0.25为低阈值, b =

0.65为高阈值.
step 5: 根据评价值和所选取的阈值,可将论域U

分成如下3个子集:
1)高值域:H [0.65,1](E) = {t2, t5, t7, t8};
2)中值域:M (0.25,0.65)(E) = {t3, t6};
3)低值域:L[0,0.25](E) = {t1, t4}.
step 6: 上述计算中综合考虑了3名专家的评价

得分以及组长本人的意见,根据计算结果,给出如下
决策建议:

1)高值域H [0.85,1](E)中的毕业生t2、t5、t7、t8直

接当选优秀毕业生；

2) 中值域M (0.35,0.85)(E)中的毕业生 t3、t6为备

选优秀毕业生；

3)低值域L[0,0.35](E)中的毕业生t1、t4落选.

4.2 家庭理财问题

实际生活中,家庭理财具有十分重要的意义.假
设某家庭想要投资一笔钱用于购买理财产品,邀请3
名理财顾问根据A = {a1, a2, a3, a4}中属性对U =

{t1, t2, t3, t4, t5}中5款理财产品进行评估,属性的权
重向量为w = (0.3, 0.3, 0.2, 0.2)T. 根据文献 [36]中
的数据,评价结果如表 2所示.下面将文献 [36]中犹
豫模糊矩阵各列所对应的犹豫模糊集记为hj(j =

1, 2, 3, 4),利用算法1求解该问题.

表 2 犹豫模糊决策矩阵H

a1 a2 a3 a4

t1 {0.5, 0.6} {0.6, 0.8} {0.7, 0.8} {0.6}
t2 {0.4, 0.5, 0.6} {0.9} {0.85} {0.2, 0.3}
t3 {0.4, 0.5} {0.8, 0.9} {0.8} {0.4, 0.5}
t4 {0.8, 0.9} {0.1, 0.2} {0.2, 0.3} {0.7, 0.9}
t5 {0.3} {0.7} {0.4, 0.5, 0.6} {0.3, 0.6}

step 1: 将犹豫模糊集hj(j = 1, 2, 3, 4)转化为典

范软集Ghj
= (Ĉhj

, Vhj
)(j = 1, 2, 3, 4).

step 2: 建立软近似空间 Pj = (U,Ghj
)(j =

1, 2, 3, 4),并根据式 (1)计算软上近似集 {ti}hj
(i =

1, 2, 3, 4, 5, j = 1, 2, 3, 4).计算结果如表3所示.

表 3 软近似空间Pj中的软上近似集{ti}hj

a1 a2 a3 a4

t1 {t1, t2, t3} {t1, t3} {t1, t3} {t1, t5}
t2 {t1, t2, t3} {t2, t3} {t2, t3} {t2, t5}
t3 {t1, t2, t3} {t1, t2, t3} {t1, t3} {t3}
t4 {t4} {t4} {t4} {t4}
t5 {t5} {t5} {t5} {t1, t2, t5}

step 3: 由于该实例中没有选取预决策集,本文通
过计算犹豫模糊数的得分函数,选取排名前三的备选
方案作为正预决策集.经计算可得预决策集为D1 =

{t1, t2, t4}, D2 = {t1, t2, t3}, D3 = {t1, t2, t3}, D4 =

{t1, t3, t4}.根据式(2)可计算单属性评价值Ej(ti),如

E1(t1) =
|{t1}h1

∩
D1|

|{t1}h1
|

= 0.67.

类似可得其余单属性评价值,如表4所示.

表 4 评价值汇总表

E1(ti) E2(ti) E3(ti) E4(ti) E(ti)

t1 0.67 1 1 1 0.9
t2 0.67 1 1 0.5 0.8
t3 0.67 1 1 1 0.9
t4 1 0 0 1 0.5
t5 0 1 0 0.67 0.43

结合属性权重,可分别计算出每个备选方案的综
合评价值E(ti),计算结果如表4所示.

根据评价值,可得U中元素排序结果为

t1 ≈ t3 ≻ t2 ≻ t4 ≻ t5.

step 4:选择阈值a、b,且满足0 ⩽ a < b ⩽ 1.在该
实例问题中,选取a = 0.55, b = 0.85.

step 5: 根据综合评价值和所选取的阈值,可将论
域U分成以下3个部分:

1)高值域:H [0.85,1](E) = {t1, t3};
2)中值域:M (0.55,0.85)(E) = {t2};
3)低值域:L[0,0.55](E) = {t4, t5}.
step 6:根据计算结果,为该家庭提供如下建议:
1)购买高值域中的理财产品t1和t3;
2)对中值域中的理财产品t2持观望态度;
3)不建议购买低值域中的理财产品t4和t5.

4.3 对比分析

在已有研究中, Wang等[36]提出了基于犹豫模糊

决策矩阵和损失函数表的HF-MADMLET决策法,并
应用于上述家庭理财问题. Xu等[37]通过定义犹豫

模糊正理想解和负理想解,提出了HF-TOPISI决策
法. Chen等[38]将犹豫模糊集与ELECTRE II 决策法
相结合,提出了HF-ELECTRE II决策法. Mahmoudi
等[39]结合犹豫模糊集拓展了PROMETHEE决策法.
此外, Xu等[40]提出了基于广义犹豫模糊加权平均

(GHFWA)算子的多属性决策方法.
本文将以上5种犹豫模糊多属性决策方法用于

解决4.2节中的家庭理财问题.为了增强可对比性,属
性的权重向量统一取w = (0.3, 0.3, 0.2, 0.2)T, HF-
MADMLET决策法的损失函数与文献 [36]一致, HF-
ELECTRE II决策法的得分函数和偏差函数与文献
[38]一致, HF-PROMETHEE决策法的偏好函数及参
数与文献 [39]一致,计算结果如表5所示.应当指出,
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使用GHFWA决策法时还需注意算子的参数.若取参
数值λ = 1,则GHFWA算子退化为犹豫模糊加权平
均算子,所对应的决策方法退化为犹豫模糊加权平均
法.但在本例中,其排序结果与表6中取λ = 2时所得

计算结果一致.

表 5 不同决策方法的结果比较

决策方法 排序结果

HF-MADMLET[36] t2 ≻ t3 ≻ t1 ≻ t4 ≻ t5
HF-TOPSIS[37] t2 ≻ t3 ≻ t1 ≻ t4 ≻ t5

HF-ELECTRE II[38] t1 ≈ t2 ≈ t3 ≻ t4 ≻ t5
HF-PROMETHEE II[39] t3 ≻ t1 ≻ t2 ≻ t4 ≻ t5

GHFWA[40] t2 ≻ t3 ≻ t1 ≻ t4 ≻ t5
本文方法 t1 ≈ t3 ≻ t2 ≻ t4 ≻ t5

由计算结果可见,理财产品 t4和 t5在所有方法

的排序中均处于第 4位和第 5位.在GHFWA决策
法、HF-MADMLET决策法和HF-TOPISI决策法的
排序中, t2为最优理财产品.在HF-ELECTRE II决策
法的排序中, t1、t2和 t3均为最优理财产品.在HF-
PROMETHEE决策法的排序中, t1为最优理财产品.
在本文方法的排序中, t2和 t3为最优.不同方法中排
名前三的理财产品均为 t1、t2和 t3,但它们在不同方
法中的具体排名略有不同,这是由不同方法的各自特
性及侧重点差异所导致的.

与文献中已有方法相比,本文所提出的方法中引
入了预决策集的概念,增强了三支决策的灵活性和实
用性.例如,在毕业生评优问题中,本文方法综合了3
位专家的量化评分和组长的个人意见,统筹了评选过
程中的主观定性与客观量化信息.事实上,预决策集
和最终决策结果的差异真实体现了组长与3名专家
的意见分歧.此外, HF-TOPSIS决策法要求所有犹豫
模糊数的基数全部相等,较适用于涉及n-典型犹豫
模糊集的决策问题,而本文所提出方法无此限制,在
实际应用中更为便利.

5 结 论

本文定义了单位区间参数化软集、典范软集和

导出犹豫模糊集等概念,研究了软集与犹豫模糊集的
内在关系和相互表示问题,构建了犹豫模糊集与软集
之间的桥梁,为研究犹豫模糊集的相关理论及应用提
供了新的视角.此外,初步探索了软集与犹豫模糊三
支决策的融合,引入了预决策集的概念,结合预决策
集和软上近似集确定评价函数,提出了一种基于软
粗糙集的犹豫模糊三支决策方法.该方法综合考虑
专家组的量化评分和主管的定性评价,将评分视为参
数,利用典范软集组织备选方案,且对犹豫模糊数并
无基数一致性限制.此外,通过毕业生评优问题和家

庭理财问题验证了本文所提出三支决策方法的有效

性,并与现有的几种犹豫模糊决策方法进行了对比分
析.应当指出,本文方法采用直接给定的阈值,而不同
阈值可能会对决策结果产生影响.今后将着重研究
最优阈值的确定方法,探索阈值和预决策集在犹豫模
糊三支决策中的作用,或从软集理论角度研究犹豫模
糊集的相关性质.
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