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摘 要: 利用矩阵半张量积研究事件触发和翻转控制共同作用下布尔控制网络的输出跟踪问题.首先,基于布尔
控制网络代数状态空间表示,构造增广系统将输出跟踪问题转化为状态集镇定问题;其次,得到布尔控制网络在两
种控制下输出跟踪问题有解的充要条件,并在满足该条件时提出一种基于最小翻转节点集时间最优控制设计方
法,进一步给出有限时间内寻找翻转节点集的计算过程;最后,给出一个算例说明结果的可行性.
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Abstract: The output tracking problem of the Boolean control networks is studied under the combined action of event-
triggered and flipped control by using the semi-tensor product of matrices. Firstly, based on the algebraic state-space
representation of the Boolean control networks, an augmented system is constructed to transform the output tracking
problem into a state set stabilization problem. Secondly, a necessary and sufficient condition is obtained for the solvability
of the output tracking problem under two kinds of controls. Based on the minimum flipped node set, when this condition
is satisfied，a design method of time-optimal control is proposed. The calculation process of the flipping node set in finite
time is further given. Finally, an example is given to illustrate the effectiveness of the proposed results.
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0 引 言

布尔网络是描述基因调控动态的模型[1],基因
在活跃状态时对应布尔网络的逻辑值表达为1,不活
跃时逻辑值表达为0,每个基因节点按照逻辑函数更
新.布尔网络结构简单,备受广大学者的关注.在布
尔网络中引入外部输入,则称为布尔控制网络.
最近, Qi等[2]提出的矩阵半张量积为分析布尔

网络和布尔控制网络提供了一种新方法,其原理是将
矩阵普通乘积一般化到任意维数矩阵乘积,从而将逻
辑系统转化为代数系统,一些控制理论得以适用.利
用矩阵半张量积,已得到许多关于布尔网络和布尔
控制网络的优秀成果,如稳定性[3-4]、同步[5-6]、可控

性[7-8]、函数扰动[9-10]、干扰解耦[11-12]等问题.此外,矩
阵半张量积也在其他方面 (如网络演化博弈[13])有着
重要作用.

输出跟踪问题作为控制论的基本问题之一,其
目的是通过操控一个系统使其输出跟踪另外一个系

统的输出.文献 [14]通过一个等式考虑布尔控制网
络的输出跟踪问题,但是由于等式依赖于未知的状
态反馈矩阵且维数较大,计算难度较高;文献 [15]从
集能控的角度对布尔控制网络的输出跟踪问题重新

进行了研究,并提供了自由控制序列设计算法.从实
际问题考虑,系统进行更新的逻辑规则可能不确定,
文献 [16]研究了切换布尔控制网络的输出跟踪问题,
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给出了任意切换信号下依赖于信号的状态反馈和输

出反馈控制设计.此外,当按照一定概率选择更新规
则时,文献 [17]研究了概率布尔控制网络的渐近输出
跟踪问题,考虑了系统能否以概率1实现渐近输出跟
踪.为了节省控制成本和控制时间,文献 [18-19]利用
事件触发状态反馈控制分别研究了有时滞和无时滞

布尔控制网络的输出跟踪问题.
利用不同的控制如状态反馈控制、牵制控制、事

件触发控制和采样控制等研究布尔控制网络的各种

问题是此类控制论的核心层面,许多优秀的成果围绕
以上几类控制展开讨论.最近, Rafimanzelat等[20-21]

提出的翻转控制作为一种新型控制,对节点干预程
度较低,其原理是在特定时刻对一些节点取反,从而
改变系统演化过程,以达到某种目的.文献 [20]通过
在布尔网络的非目标吸引子处实行1次翻转控制,研
究吸引子能控性问题;文献 [21]利用翻转控制研究了
布尔网络的吸引子稳定性,并应用于实际生物分析调
控模型;文献 [22]对布尔控制网络进行研究,在状态
反馈控制无法满足系统要求时利用翻转控制辅助,基
于此分别研究了布尔控制网络能控性和镇定性问题;
文献 [23]研究了切换布尔控制网络的镇定和集镇定
问题.这些文献所考虑翻转控制次数均只有1次,这
也意味着目标点必须是原控制下的不动点或者目标

集在原控制下的不变子集非空.文献 [24]研究了布
尔控制网络多次翻转控制的弱稳定问题.现有结果
表明,翻转控制还没有在输出跟踪问题上得到研究.
本文在事件触发控制下考虑翻转控制辅助布尔

控制网络输出跟踪问题,所考虑的翻转控制次数只有
1次.相比于文献 [22-23]在初始时刻实行翻转控制,
本文系统状态可演化一段时间后触发翻转控制,得到
的最小节点扰动集是前者最小节点扰动集的子集,同
时考虑事件触发控制,两者都可节省控制成本.
本文的主要创新如下: 1)基于矩阵半张量积理

论,提出一种新的翻转时刻定义方式,得到的最小节
点扰动集不超过初始时刻翻转的节点扰动集,给出事
件触发和翻转控制下布尔控制网络输出跟踪有解的

充要条件; 2)提出具体控制设计方法,使得系统从部
分或全部状态出发输出跟踪有解所需时间最优,进一
步限制系统输出跟踪有解时间时寻得节点扰动集.

1 基础知䇶

这里介绍一些基本符号和基础概念.

1.1 矩阵半张量积

1) D = {0, 1},Dn := D × . . .×D︸ ︷︷ ︸
n

;

2) R、N和Z+分别为实数集、自然数集和正整

数集;
3) Mm×n为m× n维矩阵集;
4) Bm×n为m× n维布尔矩阵集;
5) δin为n阶单位矩阵的第 i列,∆n为n阶单位矩

阵的列的集合;
6) Lm×n为m × n维逻辑矩阵集,若L ∈ Lm×n,

则L = [δi1m, δi2m, . . . , δinm ]可简写为L = δm[i1, i2, . . . ,

in];
7) Ai,j为矩阵A的第i行第j列个元素;
8) Row(A)(Col(A)) 为矩阵 A 的行 (列) 集合,

Rowi(A)(Coli(A))为矩阵A的第i行(列);
9) M +B N = A为M, N ∈ Bm×n的布尔和,其

中ai,j = mi,j

∨
ni,j ;

10) M ×B N = A为M ∈ Br×s与N ∈ Bs×t的布

尔乘积,其中ai,j =

s∑
B,k=1

mi,k

∧
nk,j ;

11) 1k = [1, 1, · · · , 1]︸ ︷︷ ︸
k

T;

12) |V |为集合V 中元素的个数;
13) Blkj(L)为矩阵L ∈ Ln×nm的第j个n× n等

块;
14) [l, k]为集合{l, l + 1, · · · , k};
15) PE为集合E的幂集.
定义1 [2] 给定两个矩阵A ∈ Mm×n,B ∈ Mp×q,

A与B的(左)半张量积记成A⋉B,定义为

A⋉B := (A⊗ It/n)(B ⊗ It/p),

其中t = lcm{n, p}是{n, p}的最小公倍数.
用逻辑向量δ12和δ22分别表示逻辑值1和0,意味

着∆ ∼ D,其中∆ ∼ D表示∆与D等价.本文中的乘
积如果没有特殊说明均是半张量积⋉,可省略不写.

引理1 [2] 设f : Dn → D,则存在唯一的逻辑矩
阵Mf ∈ L2×2n ,使在向量形式下

f(x1, x2, . . . , xn) = Mf ⋉n
i=1 xi,

这里Mf称为f的结构矩阵.

1.2 翻转矩阵

假设布尔控制网络有n个节点{x1, x2, . . . , xn},
令E代表节点集{x1, x2, . . . , xn}的一个子集,如果集
合E表示布尔控制网络中需要翻转的节点集,则称集
合E为节点扰动集.下面将具体介绍翻转机制,包括
翻转函数、翻转矩阵和联合翻转矩阵.

定义 2 [20] 令E = {xi1 , xi2 , . . . , xie}表示具有
n个节点布尔控制网络的扰动集,对于给定X =

(x1, x2, · · · , xn) ∈ Dn,定义依赖于E的翻转函数
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f
↕
E(E,X):

f
↕
E(E,X) = XE =

(x1, . . . , xi1 , . . . , xie , . . . , xn) ∈ Dn.

即X的第 i1, i2, . . . , ie个节点需要翻转,满足xij =

¬xij , j ∈ [1, e].
定义3 [20] 令E = {xi1 , xi2 , . . . , xie}表示具有n

个节点布尔控制网络的扰动集,定义依赖于E的翻转

矩阵fE ∈ L2n×2n :

Colj(fE) = δi2n , j = [1, 2n],

if x ∼ δj2n
f
↕
E→xE ∼ δi2n .

由定义3可以看出,对于任意的状态x ∈ ∆2n(x

∼ X,x ∼ X),其在节点扰动集E下翻转得到的状态

可以用xE = fEx表示.当节点扰动集E为空集时

xE = fEx = I2nx = x,

即状态x在空集下翻转得到的状态仍是其本身.
定义4 [20] 令E = {xi1 , xi2 , . . . , xie}表示具有n

个节点的布尔控制网络的扰动集,定义依赖于E的联

合翻转矩阵FE ∈ B2n×2n :

(FE)i,j =

 1, 存在W ∈ PE ,使(fW )i,j = 1;

0, otherwise.

根据上式可以得到,如果存在PE的一个元素W ,
使得(fW )i,j = 1,则(FE)i,j = 1,于是

FE =
∑

W∈PE

fW .

对于任意两个不同集合W1,W2 ∈ PE ,由定义2
可知f

↕
W1

̸= f
↕
W2

,则Colj(fW1
) ̸= Colj(fW2

),进一步
可得xW1

̸= xW2
.这说明由于节点扰动集不同,x所

对应联合转移矩阵的列中任意位置出现1的次数最
多为1,因此FE是布尔矩阵.

1.3 布尔控制网络

考虑布尔控制网络

x1(t+ 1) =

f1(x1(t), . . . , xn(t), u1(t), . . . , um(t)),

x2(t+ 1) =

f2(x1(t), . . . , xn(t), u1(t), . . . , um(t)),

...

xn(t+ 1) =

fn(x1(t), . . . , xn(t), u1(t), . . . , um(t)),

yj(t) = hj(x1(t), . . . , xn(t)).

(1)

当控制不触发时,系统(1)变为



x1(t+ 1) = f1(x1(t), . . . , xn(t)),

x2(t+ 1) = f2(x1(t), . . . , xn(t)),

...

xn(t+ 1) = fn(x1(t), . . . , xn(t)),

yj(t) = hj(x1(t), . . . , xn(t)).

(2)

其中:X(t) = (x1(t), . . . , xn(t)) ∈ Dn,U(t) = (u1(t),

. . . , um(t)) ∈ Dm,Y (t) = (y1(t), . . . , yp(t)) ∈ Dp分

别是系统 (1)的状态、控制输入和输出; fi : Dn+m 7→
D, f i : Dn 7→ D, i ∈ [1, n],以及hj : Dn 7→ D, j ∈
[1, p],是布尔函数.
给定参考信号

x̂1(t+ 1) = f̂1(x̂1(t), . . . , x̂n1
(t)),

x̂2(t+ 1) = f̂2(x̂1(t), . . . , x̂n1
(t)),

...

x̂n1
(t+ 1) = f̂n1

(x̂1(t), . . . , x̂n1
(t)),

ŷj(t) = ĥj(x̂1(t), . . . , x̂n1
(t)).

(3)

其中: X̂(t) = (x̂1(t), . . . , x̂n(t)) ∈ Dn1 , Ŷ (t) =

(ŷ1(t), . . . , ŷp(t)) ∈ Dp分别是系统 (3)的状态和输
出; f̂i : Dn1 7→ D, i ∈ [1, n1],以及 ĥj : Dn1 7→ D, j ∈
[1, p],是布尔函数.
假定{U(t) : t ∈ N}表示系统 (1)的间歇控制序

列,则X(t;X(0), U(t))表示系统 (1)从初始状态X(0)

∈ Dn出发的状态轨迹,Y (t;X(0), U(t))表示系统 (1)
从初始状态X(0) ∈ Dn出发的输出轨迹,其中控制
不触发时按照系统 (2)演化.类似地, X̂(t; X̂(0))表示

系统 (3)从初始状态 X̂(0) ∈ Dn1出发的状态轨迹,
Ŷ (t; X̂(0))表示系统 (3)从初始状态 X̂(0) ∈ Dn1出

发的输出轨迹.
本文前部分研究的输出跟踪问题为确定是否存

在触发集Λ,以及在该集合下的一个事件触发状态反
馈控制,形如

u1(t) = g1(x1(t), . . . , xn(t), x̂1(t), . . . , x̂n1
(t)),

...

um(t) = gm(x1(t), . . . , xn(t), x̂1(t), . . . , x̂n1
(t)).

(4)

其中布尔函数gi : Dn+n1 7→ D, i ∈ [1,m],以及正
整数τ ,使得对于任意的X(0) ∈ Dn, X̂(0) ∈ Dn1 ,当
t ⩾ τ时,有

Y (t;X(0), U(t)) = Ŷ (t; X̂(0)).

后部分研究则是当前者不成立时,引入翻转控制考虑
输出跟踪问题.
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利用布尔值的逻辑向量形式,并且令 x(t) =

⋉n
i=1xi(t) ∈ ∆2n ,u(t) = ⋉m

i=1ui(t) ∈ ∆2m , y(t) =

⋉p
i=1yi(t) ∈ ∆2p .通过引理1可以得到fi、hj和f i的

结构矩阵,进一步可以分别将系统 (1)和 (2)转化为代
数形式 x(t+ 1) = Lu(t)x(t),

y(t) = Hx(t);
(5)

x(t+ 1) = Lx(t),

y(t) = Hx(t).
(6)

其中:L ∈ L2n×2n+m ,H ∈ L2p×2n ,L ∈ L2n×2n .
同理,令 x̂(t) = ⋉n1

i=1x̂i(t), ŷ(t) = ⋉p
i=1ŷi(t),可

以分别得到系统(3)和控制(4)的代数形式 x̂(t+ 1) = L̂x̂(t),

ŷ(t) = Ĥx̂(t);
(7)

u(t) = Gx(t)x̂(t). (8)

其中: L̂ ∈ L2n1×2n1 , Ĥ ∈ L2p×2n1 ,G ∈ L2m×2n+n1 .

2 主要结果

2.1 问题描述

由 1.3节,本文前部分的输出跟踪问题转化为
确定一个状态触发集Λ并设计状态反馈矩阵G ∈
L2m×2n+n1 .后部分是在事件触发控制下输出跟踪问
题无解,即不存在一个状态触发集和状态反馈矩阵,
使得输出跟踪问题有解,进而引入翻转控制考虑输出
跟踪问题.求得最小节点扰动集,确定两个状态集,一
个触发原控制,另一个触发翻转控制,并对两个触发
集分别设计状态反馈矩阵和具体翻转节点集,使得
系统 (1)在最小节点扰动集的前提下,从部分或全部
状态出发,输出跟踪参考信号 (3)所需时间最优.进一
步,限制输出跟踪问题有解时间且求得节点扰动集,
并给出相应的控制设计.
令z(t) = x(t)x̂(t), s(t) = y(t)ŷ(t),则系统 (5)∼

(7)转化为  z(t+ 1) = L̃z(t)z(t),

s(t) = H̃z(t).
(9)

其中

L̃z(t) =

L1, z(t) ̸∈ Λ;

L2u(t), z(t) ∈ Λ.

u(t) = Gz(t).

L1 = L(I2n ⊗ L̂) ∈ L2n+n1×2n+n1 .

L2 = L(I2n+m ⊗ L̂) ∈ L2n+n1×2n+n1+m .

H̃ = H(I2n ⊗ Ĥ) ∈ L22p×2n+n1 .

定义集合

V = {δj
2n+n1

: Colj(H̃) = δ
(i−1)2p+i
22p , i ∈ [1, 2p]}.

(10)

由集合V 定义可知,输出跟踪问题可转换为系统
(9)的状态能否集镇定到集合V 中.下面考虑集合V

在系统 (9)下的最大事件触发控制不变子集,用Ic(V )

表示.令M =

2m∑
B, j=1

L2δ
j
2m ,F = L1 +B M .

注1 集合V 在系统 (9)下的任何两个事件触发
控制不变子集的并集仍是事件触发控制不变子集,所
有事件触发控制不变子集的并集称之为最大事件触

发控制不变子集.
给定矩阵A ∈ Mn×n和由逻辑向量组成的集合

W = {δi12n , δ
i2
2n , . . . , δ

iq
2n}.其中: i1 < i2 < . . . < iq,n

⩾ q.定义

A|V =


Ai1,i1 Ai1,i2 . . . Ai1,iq

Ai2,i1 Ai2,i2 . . . Ai2,iq

...
...

. . .
...

Aiq,i1 Aiq,i2 . . . Aiq,iq

 ∈ Mq×q.

命题1 集合 Ic(V )是集合V 在系统 (9)下的最
大事件触发控制不变子集,当且仅当:

1)
∑

i∈[1,w]

Rowi(F |Ic(V )) = 1w,其中 |Ic(V )| = w;

2)对于任意满足 Ic(V ) ⊊ I ′c(V ) ⊆ V 的集合

I ′c(V ),当w ̸= w′时,有
∑

i∈[1,w′]

Rowi(F |I′
c(V )) ̸= 1w′ ,

其中 |I ′c(V )| = w′.
证明 充分性.如果条件1)成立,即对于任意δiw,

必存在 j ∈ [1, w],有 (F |Ic(V ))j,i ̸= 0.由F |Ic(V )的

构造可知,对于任意δvi
2n+n1

∈ Ic(V ),必存在δ
vj
2n+n1

∈
Ic(V ),有Fvj ,vi ̸= 0.即

L1δ
vi
2n+n1

= δ
vj
2n+n1

∈ Ic(V ),

或存在µ,有

L2δ
µ
2mδvi

2n+n1
= δ

vj
2n+n1

∈ Ic(V ).

因此Ic(V )是事件触发控制不变子集.
如果 Ic(V ) = V ,则 Ic(V )是最大事件触发控

制不变子集,否则条件 2)成立.假设满足 Ic(V ) ⊊
I ′c(V ) ⊆ V 的集合I ′c(V )存在,不妨设w′ = w + k,由∑
i∈[1,w′]

Row(F |I′
c(V )) ̸= 1w′可知,必定存在 δvk

2n+n1
∈

I ′c(V )\Ic(V ),有

Colvi(F |I′
c(V )) = 0w′ .

容易看出I ′c(V )不是最大事件触发控制不变子集. 令
I ′c(V ) = I ′c(V )\δvk

2n+n1
,则此时w′ = w + k − 1.同理,

I ′c(V )不是最大事件触发控制不变子集.重复上述过
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程,直至w′ = w,条件2)不成立,即Ic(V )是最大事件

触发控制不变子集.
必要性.假设 Ic(V ) ⊆ V 是集合V 系统 (9)的

最大事件触发控制不变子集,则对于任意 δvi
2n+n1

∈
Ic(V ),必存在vj ∈ [1, 2w],有

Fvj ,vi ̸= 0.

即对于任意i ∈ [1, w],必存在j ∈ [1, w],有
(F |Ic(V ))j,i ̸= 0.

条件1)成立.
如果w ≠ w′,即Ic(V ) ̸= V .假设对于任意满足

Ic(V ) ⊊ I ′c(V ) ⊆ V 的I ′c(V ),有∑
i∈[1,w′]

Rowi(F |I′
c(V )) = 1w′ .

上式表明,对于任意 δvi2n+2n1 ∈ I ′c(V )\Ic(V ),存在
δ
vj
2n+2n1 ∈ I ′c(V ),有(F |Ic(V ))j,i ̸= 0,即Fvj ,vi ̸= 0,由
不变子集的定义可知δvi2n+2n1 ∈ Ic(V ),与假设矛盾.
即条件2)得证. 2

由命题1,输出跟踪问题进一步转换为系统 (9)的
状态能否集镇定到集合Ic(V ).

2.2 问题分析

定义Ic(V )的k步可达集

Ek(Ic(V )) =

{δα2n+n1 |∃δ
β
2n+n1

∈ Ek−1,有Fβ,α ̸= 0},

其中E0(Ic(V )) = Ic(V ).
设 k1为满足Ek(Ic(V )) = Ek+1(Ic(V ))的最

小整数 k,构造 Rk(Ic(V )) = Ek(Ic(V ))\
k−1∪
t=0

Et,

其中R0(Ic(V )) = E0(Ic(V )),且令R(Ic(V )) =
k1∪
l=0

Rl(Ic(V )).类似文献[19],有如下定理.

定理1 [19] 在事件触发控制 (4)下,布尔控制网络
(1)能够实现输出跟踪,当且仅当:

1) Ic(V ) ̸= ∅;
2) R(Ic(V )) = ∆2n+n1 .
在事件触发控制下,当布尔控制网络 (1)的输出

无法跟踪参考信号 (3)的输出时,即定理 1的条件不
成立时,考虑翻转控制与事件触发控制共同作用下系
统 (9)的状态集镇定问题,即布尔控制网络 (1)与参考
信号(3)的输出跟踪问题.
定义5 令E代表扰动集,给定目标集合 Ic(V ),

如果对于任意z(0) ∈ ∆2n+n1 ,存在集合W ∈ PE ,时
间T ,T ′ ∈ N和间歇控制序列u,当t ⩾ T时,有

z(t; z′W , u) ∈ Ic(V ),

其中z′ = z(T ′; z(0), u),则称系统 (9)的状态在事件
触发控制下经过翻转1次E中的一些元素后镇定到

Ic(V ).
由定义5可以看出,对于任意z(0) ∈ ∆2n+n1 ,分

两种情形: 1)系统 (9)的状态只在事件触发控制下达
到集合Ic(V ),此时节点扰动集为空集; 2)先经历一段
事件触发控制 (可能没有)到达某个状态,此时进行1
次翻转控制 (节点扰动集非空),再经历一段事件触发
控制 (也可能没有)即可达到集合 Ic(V ),前后经历两
段事件触发控制的状态反馈矩阵G相同.
注2 与文献 [22-23]在初始时刻实行翻转控制

相比,定义5表明对任意状态的翻转控制时刻可任
意.类似文献 [22-23],因为本文考虑1次翻转控制,假
设定理1的条件1)是成立的,但条件2)不成立.
事实上,对于任意z(0) ∈ R(Ic(V )),不管是在初

始时刻还是在原系统演化一段时间后,都不需要进行
1次翻转控制即可达到集合Ic(V ),换言之,此时节点
扰动集是空集.对于任意 z(0) ∈ ∆2n+n1\R(Ic(V )),
需要经历1次翻转控制 (可能在一段时间后),并且节
点扰动集非空. 基于此,给出一个定理.
定理2 布尔控制网络 (1)在事件触发控制下翻

转1次E中的一些元素后能够实现输出跟踪,当且仅
当:

1) Ic(V ) ̸= ∅.

2)
∑

B,δβ
2n+n1

∈R(Ic(V ))

Rowβ

(
FE

k2∑
B,l=1

Bl
)

> 0.其

中:B = F +B I2n ; k2为满足
k∑

B,t=1

Bt =

k+1∑
B,t=1

Bt的最

小k值, k ∈ Z+.
证明 充分性.假设 1)和假设 2)成立,意味着

对于任意 z(0) = δα2n+n1
∈ ∆2n+n1 ,如果 z(0) ∈

R(Ic(V )),则E = ∅和 l = 0,有

f∅I2nz(0) = z(0)∅ = z(0) ∈ R(Ic(V )).

由R(Ic(V ))的构造可知,存在间歇控制序列u和整数

Tα,当t ⩾ Tα时,有

z(t; δα2n+n1 , u) ∈ Ic(V ) ⊆ V.

如果z(0) ∈ ∆2n+n1\R(Ic(V )),根据条件2),存在
z(0)′ = δγ

2n+n1
∈ R(Ic(V ))和整数τ ∈ [0, k2],有

(FEB
τ )γ,α > 0.

根据乘积定义,易知存在正整数 β ∈ [1, 2n+n1 ],有
(FE)γ,β > 0且 (Bτ )β,α > 0.由FE和B的构造可

知,存在非空集合Eβ ∈ PE、间歇控制序列u和时间

T ′
α,有(fEβ

)γ,β > 0和z(T ′
α; δ

α
2n+n1

, u) = δβ
2n+n1

.同样
由R(Ic(V ))的构造可知,存在间歇控制序列u和时间

Tγ ,有
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z(Tγ ; δ
γ
2n+n1

, u) ∈ Ic(V ) ⊆ V.

令Eα = Eα,u = Eβ ,Tα = T ′
α + Tγ ,即对于任意

z(0) = δα2n+n1
,存在间歇控制序列u和Eα,当 t ⩾ Tα

时,有

z(t : z(0)′Eα
, u) ∈ Ic(V ) ⊆ V,

其中 z(0)′ = z(T ′
α; z(0), u) = δβ

2n+n1
.令T ′ = T ′

α,
T = max

α∈[1,2n+n1 ]
Tα,E =

∪
α∈[1,2n+n1 ]

Eα,符合定义,得证.

必要性.如果布尔控制网络 (1)在事件触发控制
下翻转1次E中的一些元素后能够实现输出跟踪,即
系统(9)的状态镇定到集合V 中.
首先证明系统 (9)的状态镇定到 Ic(V )中.假设

存在 z(0) = δα2n+n1
∈ ∆2n+n1 ,对于任意集合W ∈

PE ,时间Tα, T
′
α ∈ N和间歇控制序列u,当t ⩾ Tα时,

有

z(t; z(0)′W , uα) ∈ V \Ic(V ),

其中z(0)′ = z(T ′
α; z(0), u) = δβ

2n+n1
.因此必存在整

数T ′′
α > 0,间歇控制序列u,有

z(T ′′
α + Tα; z(0)′W , u) ∈ ∆2n+n1\V,

与系统(9)的状态镇定到V 中矛盾.
令E =

∪
α∈[1,2n+n1 ]

Eα,即对于z(0) ∈ ∆2n+n1 ,存

在集合W ∈ PE ,时间T, T ′ ∈ N和间歇控制序列u,
当t ⩾ T时,有

z(t; z(0)′W , u) ∈ Ic(V ),

其中z(0)′ = z(T ′;Z(0), u).条件1)得证.
假设条件2)不成立,即存在整数α ∈ [1, 2n+n1 ],

对于任意δβ
2n+n1

∈ R(Ic(V ))和正整数 l ∈ [1, k2],有

(FWBl)β,α = 0.

意味着不存在γ ∈ [1, 2n+n1 ]和集合W ∈ PE ,使得
(fW )β,γ > 0和 (Bl)γ,α > 0同时成立.令 z(0) =

δα2n+n1
,对于任意间歇控制序列u,集合W ∈ PE和整

数T、T ′,当t ⩾ T时,有

z(t; z(0)′W , u) /∈ Ic(V ),

其中 z(0)′ = z(T ′; z(0), u).与系统 (9)在事件触发
控制下翻转1次E中的一些元素后得到的输入状态

镇定到 Ic(V )矛盾.因此,系统 (9)的状态在事件触发
和翻转控制共同作用下镇定到 Ic(V )中,条件 2)得
证. 2
定理2不仅提供了布尔控制网络 (1)在事件触发

控制下翻转1次E中的一些元素后能够实现输出跟

踪的条件,而且给出了可行性算法.为了尽可能节约
成本,通过算法 1可求出所需最小节点扰动集,记为

E∗.
算法1 最小节点扰动集算法.
初始: i = 0,E∗ = ∅.
step 1:计算包含由 i个节点 (从增广系统前n个

节点中选择)组成的集合E = {Ej}, j ∈ [1, Ci
n].

step 2:如果存在j ∈ [1, Ci
n],有∑

B,δβ
2n+n1

∈R(Ic(V ))

Rowβ

(
FEj

k2∑
B,l=1

Bl
)
> 0,

则E∗ = Ej ,停止;否则,转入step 3.
step 3: i = i + 1.如果 i ⩽ n,则转入step 1;否则,

输出跟踪无解.
由算法1确定的最小节点扰动集E∗可能并不唯

一,令E = {E1, E2, . . . , Eι}为最小扰动集所构成的
集合,其中ι为最小节点扰动集的个数.

2.3 控制设计

由算法1得到最小节点扰动集E∗ ∈ E ,下面在最
小节点扰动集的基础上考虑系统(9)的状态到达目标
集所需时间最优控制设计.
令C = ∆2n+n1\R(Ic(V )),对集合C进行划分,

考虑Rk(Ic(V )), k ∈ [0, k1]在E∗下的翻转状态集

Rk(Ic(V ))W∗ = {δα
2n+n1W∗ |δα2n+n1 ∈ Rk(Ic(V ))},

其中W ∗ ∈ PE∗ .进一步,构造

Υ ∗
l (Ic(V )) = Rl(Ic(V ))W∗

∩
(C\

l−1∪
t=0

Υ ∗
t (Ic(V ))).

其中: l ∈ N ,初始集合Υ ∗
0 (Ic(V )) = Rk3

(Ic(V ))W∗ ,
k3为满足Rk(Ic(V ))W∗

∩
C ̸= ∅的最小k值.

令Θ∗
t (Ic(V ))和Ω∗

t (Ic(V )) (t ∈ N),分别表示需
经历事件触发控制和翻转控制的状态集合,构造为

Θ∗
t (Ic(V )) = {δα2n+n1 ∈ (C\

t−1∪
i=1

Π∗
i (Ic(V )))|存在

δβ
2n+n1

∈ Π∗
t−1(Ic(V )),使Fβ,α = 1},

Ω∗
t (Ic(V )) =

Υ ∗
t (Ic(V ))\(

t−1∪
i=1

Π∗
i (Ic(V ))

∪
Θ∗

t (Ic(V ))),

Π∗
t (Ic(V )) = Θ∗

t (Ic(V ))
∪

Ω∗
t (Ic(V )).

其中:当 Υ ∗
t (Ic(V )) = ∅时,Ω∗

t (Ic(V )) = ∅.
Θ∗

0(Ic(V )) = ∅,Ω∗
0(Ic(V )) = Υ ∗

0 (Ic(V )).

计算得k4为满足
k∪

t=0

Π∗
t =

k+1∪
t=0

Π∗
t 的最小k值,

则必有
k4∪
l=0

Π∗
l = C.

计算集合C中状态达到目标集合 Ic(V )所需的

最小总时间,假设对于任意状态进行1次翻转控制和
事件触发控制所需时间相同,为



1264 控 制 与 决 策 第38卷

S = min
E∗∈E

k4∑
l=0

((k3 + l + 1)× |Π∗
l |),

S所对应的最小节点扰动集称为最佳节点扰动集,记
为E•.
此时计算的最优时间是对C中的状态而言的,对

于R(Ic(V ))中的状态也可能在扰动集下E∗翻转1次
到达目标集Ic(V )需时更少,但此时C中的状态可能

翻转不止1次.即Ic(V )中和C中的状态可能到达目

标集 Ic(V )的时间不会同时最优,如下例所示 (只考
虑翻转控制).

例1 [21]考虑布尔网络

z1(t+ 1) = ¬z2(t),

z2(t+ 1) = z4(t),

z3(t+ 1) = ¬z1(t)
∧

z2(t),

z4(t+ 1) = z2(t)
∨
z3(t).

结构矩阵为L1 = δ16[11, 15, 11, 15, 3, 7, 4, 8, 9, 13, 9,

13, 3, 7, 4, 8].
给定目标集合 Ic(V ) = {δ916},由结构矩阵易得

R(Ic(V )) = {δ116, δ316, δ516, δ916, δ1016 , δ1116 , δ1216 , δ1316},C =

{δ216, δ416, δ616, δ716, δ816, δ1416 , δ1516 , δ1616},节点扰动集E∗ =

{1, 2} = E .由文献 [21],对于状态 δ816,其达到目
标集 Ic(V )的轨迹为 δ816

翻转{1,2}−→ δ1216 −→ δ1316 −→
δ316 −→ δ1116 −→ δ916, 但是对于δ1316 ,可以翻转1次即

δ1316
翻转{2}−→ δ916,此时对于状态 δ816和 δ1316 ,在经历1次翻

转演化进入Ic(V )的前提下,无法同时保证时间最优.
因此,由上述过程所确定的集合C在事件触发控制

下翻转 1次E∗中的一些元素进入 Ic(V ),称为部分
状态到达目标集合时间最优.进一步,若对于任意的
δα2n+n1

∈ Rk(Ic(V )), k ∈ [2, k1],满足

δα
2n+n1 W∗

∩
(
k−2∪
t=0

Rt(Ic(V ))) = ∅,

其中W ∗ ∈ PE∗ ,则称全部状态达到目标集合时间最
优,此条件称为全局最优条件.

假设由文献 [22-23]的翻转定义方式计算出最小
时间为k5 + 1 (本文将1次翻转控制记为1个时刻),上
述计算可能会求得更小的最小节点扰动集,但并不能
保证时间短于k5 + 1,因此下面给出本文所需时间不
会更长且最小节点扰动集不会更大的命题.

命题2 若计算得到的k1、k3、k4和C满足:
1) k1 ⩽ k5,
2) k3 + k4 ⩽ k5,

则输出跟踪有解所需时间不超过k5 + 1.
如果命题2不成立,则扩大最小扰动集为E∗ =

E∗ ∪ i, i为前n个节点中E∗(扩大之前)之外任意一

个节点,重新计算各集合,直到满足命题2.
本节的流程如图1所示.
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图 1 控制设计流程

具体控制设计分为4部分:
对于任意 δα2n+n1

∈ Ic(V ),若有 Colα(L1) ∈
Ic(V ),则控制不触发;否则必定存在µ ∈ [1, 2m],有
Colα(Blkµ(L2)) ∈ Ic(V ).

对于任意 δα2n+n1
∈ Rl(Ic(V )), l ∈ [1, k1],若有

Colα(L1) ∈ Rl−1(Ic(V )),则控制不触发;否则,必定
存在µ ∈ [1, 2m],有Colα(Blkµ(L2)) ∈ Rl−1(Ic(V )).
对于任意δα2n+n1

∈ Ω∗
l (Ic(V )), l ∈ [1, k4],必定存

在W ∗ ∈ PE∗ ,有δα
2n+n1 W∗ ∈ Rl+k3

(Ic(V )).
对于任意 δα2n+n1

∈ Θ∗
l (Ic(V )), l ∈ [2, k4],若有

Colα(L1) ∈ Π∗
l−1(Ic(V )),则控制不触发;否则必定存

在µ ∈ [1, 2m],有Colα(Blkµ(L2)) ∈ Π∗
l−1(Ic(V )).

注3 与集镇定问题不同,本文考虑的是输出跟
踪问题,尽管本文是将输出跟踪问题转换为集镇定问
题考虑,但是由于可操纵的节点仅为增广系统中的一
部分,可能会导致输出跟踪无解,本文定义方式将尽
可能减少这种情况出现.

3 算 例

例2 考虑布尔控制网络

x1(t+ 1) = (u(t)
∧
(x1(t)

∨
x2(t)))

∨
(¬u(t)

∧
¬(x1(t)

∨
x2(t))),

x2(t+ 1) = (u(t)
∧

x1(t))
∨
(¬u(t)

∧
¬x1(t)),

y(t) = x1(t) ↔ x2(t).

(11)
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当控制不触发时变为
x1(t+ 1) = (x1(t)

∨
x2(t))

∨
(¬(x1(t)

∨
x2(t))),

x2(t+ 1) = x1(t)
∨

¬x1(t),

y(t) = x1(t) ↔ x2(t).

(12)

给定参考信号[16]

x̂1(t+ 1) = x̂2(t),

x̂2(t+ 1) = x̂2(t)
∨
(x̂3(t)

∨
x̂1(t)),

x̂3(t+ 1) = x̂1(t)
∨
(x̂3(t)

∧
¬x̂1(t)),

ŷ(t) = (x̂1(t)
∧
x̂2(t)) ↔ (¬x̂3(t)).

(13)

利用矩阵半张量积理论,可以将系统 (11)、(12)
和 (13)转化为系统 (5)、(6)和 (7)形式,其中结构矩阵
L = δ4[1, 1, 2, 4, 4, 4, 3, 1],L = δ4[1, 1, 1, 1], L̂ = δ8[1,

1, 5, 7, 1, 2, 7, 8],H = δ2[1, 2, 2, 1], Ĥ = δ2[2, 1, 1, 2,

1, 2, 1, 2].
令 z(t) = x(t)x̂(t), s(t) = y(t)ŷ(t),则转化为

系统 (9),其中结构矩阵L1 = δ32[1, 1, . . . , 7, 8] ∈
L32×32,L2 = δ32[1, 1, . . . , 9, 9, 13, 15, . . . , 7, 8] ∈
L32×64, H̃ = δ4[1, 2, 2, 1, . . . , 1, 2, 1, 2] ∈ L4×32.
由式 (10)和H̃可知状态目标集合V = {δ232, δ332,

δ532, δ
7
32, δ

9
32, δ

12
32 , δ

14
32 , δ

16
32 , δ

17
32 , δ

20
32 , δ

22
32 , δ

24
32 , δ

26
32 , δ

27
32 , δ

29
32 ,

δ3132},由命题1可知目标集合V 在系统 (9)下的最大事
件触发控制不变子集Ic(V ) = {δ732, δ1232 , δ1732 , δ2032 , δ2432 ,
δ3132},进一步易得R1(Ic(V )) = {δ432, δ1532 , δ1832 , δ2132 , δ2332 ,
δ2832},R2(Ic(V )) = {δ1932 , δ2232}, k1 = 2,R(Ic(V )) =
2∪

t=0

Rt(Ic(V )) ̸= ∆2n+n1 ,故不满足定理1,即在事件

触发控制下布尔控制网络 (11)的输出无法跟踪参考
信号(13)的输出.下面考虑翻转控制辅助.

令E = {1, 2},经过计算k2 = 2,且∑
B,δβ

2n+n1
∈R(Ic(V ))

Rowβ

(
FE

2∑
B,t=1

Bt
)
= 132T,

满足定理2.
由算法1得到E = {{1}, {2}},当E∗ = {1}时,

有Υ ∗
0 (Ic(V )) = {δ132, δ832},Υ ∗

1 (Ic(V )) = {δ232, δ532},
Υ ∗
2 (Ic(V )) = {δ332, δ632}, k3 = 0.
经过计算Θ∗

0 = ∅,Ω∗
0 = {δ132, δ832},Θ∗

1 = {δ232,
δ532, δ

9
32, δ

10
32 , δ

13
32 , δ

16
32 , δ

25
32 , δ

26
32 , δ

29
32 , δ

32
32},Ω∗

1 = ∅,Θ∗
2 =

{δ332, δ632, δ1132 , δ1432 , δ2732 , δ3032},Ω∗
2 = ∅, k4 = 2,S{1} =

40.
综上,增广系统全部状态按控制类型可分为3部

分:
1)对于状态 {δ132, δ832},触发翻转控制,扰动集

{1}.
2)对于状态 {δ1732 , δ1832 , δ1932 , δ2132 , δ2232 , δ2432},触发原

控制,状态反馈矩阵为

G =

δ2[1\2, 1\2, 1\2, 1\2, 1\2, 1\2, 1\2, 1\2, 1\2, 1\2,

1\2, 1\2, 1\2, 1\2, 1\2, 1\2, 2, 2, 2, 1\2, 2, 2,

1\2, 2, 1\2, 1\2, 1\2, 1\2, 1\2, 1\2, 1\2, 1\2],

其中1\2表示1或2.
3)对于其余状态,皆不触发控制.
图2展示了增广系统的状态转移,实线表示状态

转移不触发控制,单虚线表示触发原控制,双虚线表
示触发翻转控制.

δ
19

32
δ

21

32 δ
17

32
δ

18

32
δ

22

32
δ

31

32
δ

4

32

δ
25

32

δ
26

32

δ
29

32

δ
13

32
δ

28

32

δ
7

32

δ
12

32

δ
15

32δ
20

32δ
10

32
δ

23

32

δ
1

32

δ
2

32
δ

5

32 δ
9

32

δ
6

32

δ
8

32

δ
14

32
δ

30

32
δ

11

32
δ

27

32
δ

16

32
δ

32

32

δ
24

32

δ
3

32

图 2 状态转移图

图3展示从初始状态x(0) = δ44 , x̂(0) = δ68出发,
系统(11)和参考信号(13)的输出信号演化.
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图 3 输出信号演化

同样,E∗ = {2}时,经计算S{2} = 40,翻转节点
{1}或{2}所消耗时间相同,即E• = {1}或E• = {2}.
对状态 δ1932和 δ2232 ,无论对于翻转节点{1}或{2}都满
足全局最优条件,所以从任意状态出发系统输出跟踪
有解所需时间最优.
若按照文献 [22-23]中的控制方法,例2输出跟踪

无解.进一步,考虑翻转控制在初始时刻情形,假定增

广系统的能控矩阵为F = L1 +B

2∑
B,j=1

L2δ
j
2m ,则所需

最小节点扰动集为{1, 2},最小时间为3, k5 = 2.例2

满足命题2,因此本例所求{1}或{2}为3步最佳节点
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扰动集.

4 结 论

本文研究了事件触发控制和翻转控制下布尔控

制网络的输出跟踪问题.基于矩阵半张量积和构造
增广系统,将输出跟踪问题转化为状态集镇定问题.
通过一种新的翻转时刻定义方式,得到在事件触发和
翻转控制下输出跟踪有解的充要条件.给出最小节
点扰动集的求解算法,得到系统从部分或全部状态出
发输出跟踪有解时间最优控制设计,进一步给出系统
在限定时间输出跟踪有解所需节点扰动集的计算过

程.
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