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二阶智能体的分布式非光滑资源分配算法
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摘 要: 分布式资源分配问题旨在满足局部约束下完成一定量资源分配的同时使全局成本函数最小.首先,针对
无向连通网络下二阶积分器型线性智能体系统,结合Karush-Kuhn-Tucker条件,提出一种初始值任意的分布式优
化算法,其中,全局等式约束对偶变量实现比例积分控制,局部凸函数不等式约束对偶变量实现自动获取.当全局
成本函数为非光滑凸函数时,借助集值LaSalle不变性原理理论证明所提出算法渐近收敛到全局最优解.其次,将
所提出算法推广至无向连通网络下参数未知的Euler-Lagrange多智能体系统.当全局成本函数为非光滑凸函数
时,借助Barbalat引理理论证明所提出算法渐近收敛到全局最优解.最后,通过数值仿真验证了所提算法的有效性.
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Abstract: The distributed resource allocation problem aims to allocate a mount of resources under some local constraints
while minimizing the total cost function. First, based on the Karush-Kuhn-Tucker conditions, an initialization-free
distributed optimization algorithm is proposed for second-order multi-agent systems over an undirected connected network.
The global equality constraint dual variable is developed with a proportional-integral control, and the local convex function
inequality constraint dual variable is sought adaptively. Based on the set-value LaSalle’s invariance principle, it is shown
that the designed algorithm asymptotically converges to the optimal point if the global cost function is nonsmooth convex.
Then, the proposed algorithm is extended to Euler-Lagrange multi-agent systems over an undirected connected network.
Furthermore, by virtual of the Barbalat’s lemma, it is shown that the proposed algorithm asymptotically converges to the
optimal solution if the global cost function is nonsmooth convex. Finally, several numerical examples are used to illustrate
the performance of the proposed algorithms.
Keywords: adaptive；initialization-free；nonsmooth；resource allocation；second-order systems

0 引 䀰

随着多智能体系统规模不断增大,诸如无人侦察
机编队[1]、机器人网络[2]、传感网络[3]和能源系统[4]

等,传统的集中式算法无法有效处理大规模网络系统

中的优化问题.因此,具有灵活扩展性、无需中央控
制节点等特性的分布式优化策略受到广泛关注.分
布式优化策略旨在仅通过邻居智能体间的局部信息

交互解决大规模系统的优化问题.文献 [5]对分布式
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优化算法进行了全面总结与归纳,并将其分为离散
时间算法和连续时间算法两大类.由于分布式优化
算法的执行一般多依赖于实际信息物理系统,而大多
数实际物理系统都是连续时间系统,越来越多的学者
尝试将智能体动力学特性融入到连续时间算法设计

中[6].例如文献 [7-13]分别研究了一阶积分器型、二
阶积分器型、一般高阶和一般线性多智能体系统的

分布式协同优化问题,即各智能体协同合作实现决
策量的最优一致性.相比于最优一致性问题,从智能
电网、边缘计算等新兴领域中总结出来的亟须解决

的分布式资源分配问题更为复杂[14].资源分配问题
旨在协同寻求局部目标函数之和的最优值,且所有
决策变量受到耦合等式约束和局部不等式或集合约

束.资源分配问题在很多领域都存在广泛的应用前
景[15],因而吸引了许多学者的关注.
针对资源分配问题中的局部凸集约束,文献 [16]

利用映射算子和原始对偶思想设计了一种适用于无

向图的分布式优化算法,且该算法可以任意选取初始
值.上述映射算子方法被广泛应用于分布式资源分
配求解中,随后,一系列优化算法相继涌现.例如,文
献 [17-20]分别研究了无初始值约束、带扰动特性动
力学系统和成本函数非光滑下的资源分配问题.其
中:文献 [20]利用次微分表示不可微凸成本函数的梯
度,并利用集值Lie微分分析算法收敛性;文献 [18]则
将成本函数表示为可微与不可微两项之和,并利用邻
近算子处理成本函数中非光滑项.资源分配问题作
为具有约束的分布式优化问题特例,利用惩罚函数法
(内点法)将智能体局部约束转移至成本函数中.文献
[21-23]分别研究了动态期望资源总量、预设时间收
敛和动态通信网络下的资源分配问题,其中文献 [22]
使用时基生成器实现算法在预定时间收敛至最优解

邻域内.基于内点法的分布式资源分配算法要求智
能体初始状态必须在局部约束范围内,而当约束比
较复杂时,初始点的选择较为困难.为此,文献 [24-26]
基于惩罚函数法 (外点法)设计了一类初始值任意的
自适应分布式资源分配算法.
可以发现,上述算法普遍面向一阶动力学特性

多智能体系统.而在实际应用中,二阶及以上阶次多
智能体系统更为普遍,例如四旋翼无人机、移动机
器人、气垫船等均可描述为二阶微分方程[27].针对
二阶多智能体系统中分布式资源分配问题,文献 [28-
31]分别研究了一般多智能体系统、带有非线性项动
力学特性多智能体系统、带扰动项动力学系统以及

带局部约束项的资源分配问题,其中文献 [31]利用微

分映射算子处理智能体局部凸约束.此外,文献 [32]
利用精确惩罚函数法将智能体局部箱式约束转移至

成本函数中,并利用比例积分策略设计了一种分布
式资源分配算法.与文献 [31]类似,基于跟踪思想,文
献 [33-34]分别利用固定时间收敛方法和精确惩罚函
数法设计了一种分布式资源算法,其中文献 [33]所设
计的算法能够在固定时间内满足智能体局部凸集约

束.文献 [35]针对已知和未知扰动分别设计了内模
观测器和扩张状态观测器,实现了带扰动项二阶积分
器型系统的分布式资源分配.
上述基于误差跟踪策略的算法虽然能够实现资

源分配问题求解,但需要智能体额外设置虚拟一阶或
二阶系统变量,即大部分现有算法并没有完全将智
能体动力学特性与算法设计结合起来.此外,上述二
阶系统为理想的线性系统.相比于线性系统,非线性
的欧拉-拉格朗日 (Euler-Lagrange, EL)二阶多智能体
系统能更精确地描述许多实际物理系统的动力学行

为[36].已有很多成果是针对EL系统的分布式最优一
致性问题展开研究的,其中包括无约束分布式优化问
题[37-44]和局部约束分布式优化问题[45-47].例如:文献
[37-40]利用事件触发通信机制实现了智能体间的按
需通信;文献 [41]利用自适应通信权重设计了一类分
布式优化算法;文献 [45-46]利用映射算子解决了智
能体局部约束;文献 [47]利用惩罚函数法将智能体局
部约束转移至成本函数中,实现了局部约束求解.相
比于上述最优一致性问题,分布式资源分配问题中
的全局等式或不等式约束增加了算法设计和分析难

度.文献 [48]设计了一类自适应算法以解决全局不
等式约束下的资源分配问题.文献 [49]利用误差跟
踪策略,分别针对参数已知和参数未知情形下的EL
系统设计了分布式资源分配算法,其中各智能体成本
函数不仅与自身信息相关,也与其他智能体决策信息
相关.然而,上述算法并没有同时考虑全局等式约束
和局部不等式约束下的资源分配问题.在许多实际
应用中,智能体决策量或资源分配量会受到物理环境
或能量的限制.例如:在智能电网经济调度问题中,发
电机组发电能力存在上下限约束;移动边缘计算资
源分配中存在能耗约束等.所以智能体局部约束在
资源分配问题中是必不可少的.
受上述讨论启发,本文研究线性二阶积分器和非

线性EL多智能体系统的分布式非光滑资源分配问
题,并设计一系列初始值任意的自适应分布式优化算
法.本文的贡献点可总结如下:

1)面对线性二阶积分器系统,本文利用Karush-
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Kuhn-Tucker (KKT)条件直接针对智能体设计控制策
略,利用局部约束梯度及其对偶变量实现智能体决策
变量局部约束.与现有误差跟踪策略不同[31],本文所
设计的算法收敛速度较快且结构简单.与惩罚函数
法相比[32],本文算法不存在抖颤现象.

2)针对EL系统,本文利用对偶思想同时考虑智
能体局部约束和全局智能体耦合等式约束,并利用集
值LaSalle不变性原理和Barbalat引理完成算法收敛
性分析.

3)本文算法适用范围更广.相比于现有算法中
可微强凸且梯度Lipschitz光滑的成本函数[28-34,48],本
文所设计的算法无此要求,仅要求成本函数为非光滑
(不可微)凸函数.
符号说明:R表示实数集. exp(·)和 ln(·)分别表

示自然指数函数和自然对数函数. ∥ · ∥默认为 2范
数. 0n、1n和 In分别表示n阶全0、全1向量和单位
阵.对于向量x ∈ Rm,其转置记为xT.若向量x中每

一个元素都小于等于零或小于零,则记为x ⩽ 0或

x < 0.符号>、⩾类似.对于向量x ∈ Rn, 定义符

号 (x)+ = [max{0, x1}, . . . ,max{0, xn}] ∈ Rn. A−1

表示矩阵A的逆. diag{x1, . . . , xn}表示由一串实数
或矩阵x1, . . . , xn构成的对角矩阵或块对角矩阵. ⊗
表示Kronecker积. ∇f(·)表示函数f(x)的梯度.对于
局部Lipschitz函数 (一种局部一致的连续函数)f(x) :
Rm → R,其广义梯度定义为

∂f = co{ lim
k→∞

∇f(xk)| lim
k→∞

xk = x, xk ̸∈ Π
∪

Sf}.

其中: co(·)表示凸包,Π 表示一个测度为零的集
合,Sf表示函数f不可微点组成的集合.若f(x)为凸

函数,其广义梯度∂f(x)与其次梯度一致,则∂f(x) =

{ς ∈ Rm|f(y)− f(x) ⩾ ςT(y − x), ∀y ∈ Rm}.

1 基⹰知䇶ӻ㓽

1.1 代数图论

在多智能体系统中,用图G = (V, E)描述智能体
间的通信网络拓扑.其中:V = {1, 2, . . . , n}表示所有
智能体节点组成的集合, E ⊆ V × V表示智能体间
的通信链路集合.若智能体 i、j之间存在直接通信链

路,则图G对应伴随矩阵A := [aij ]n×n的元素定义为

aij > 0;否则记为aij = 0.若任意两智能体间都可通
过有限个智能体实现通信,则图G称为连通网络.此
外,图G对应的拉普拉斯矩阵定义为L = B − A,其

中对角阵B := [bij ]n×n定义为bii =

n∑
j=1

aij , ∀i ∈ V .

假设1 G为连通无向简单图(无环和平行边).
注1 上述假设1表明在图G中任意两智能体间

都存在路径,这样能够确保每个智能体的局部信息都
可通过相邻智能体间的信息交互分散至整个网络,进
而确保每个智能体都能够以分布式方式收敛至全局

最优解.该假设在多智能体系统分布式一致性、分布
式优化等问题中经常见到[5-6,18,32].
引理 1 若假设 1成立,则存在正交矩阵Q =[ 1√

n
1n, R

]
∈ Rn×n使得下式[50]成立:

RΛ−1
1 RTL = LRΛ−1

1 RT = Kn. (1)

其中:Kn = In − 1

n
1n1

T
n , R ∈ Rn×n−1, Λ =

diag{ρ2, ρ3, . . . , ρn}且ρi(i ∈ V)为拉普拉斯矩阵L

的非降序排列特征根.

1.2 资源分配问题描述

资源分配问题数学模型可归纳如下:

min f(x);

s.t.
n∑

i=1

xi =

n∑
i=1

di, gi(xi) ⩽ 0, ∀i ∈ V. (2)

其中: gi(xi) = [gi,1(xi), . . . , gi,qi ]
T ∈ Rqi , qi表示智

能体 i局部凸函数不等式约束个数.智能体局部凸函
数约束定义为gi,j(xi) : Rs → R, j = 1, 2, . . . , qi,

fi(xi) : Rs → R和f(x) =

n∑
i=1

fi(xi)分别为智能

体 i局部成本函数和全局成本函数.以智能电网经济
调度问题为例,每个发电机组都有自己的发电能力约
束,此时智能体局部凸函数不等式约束个数仅有一
项,即gi(xi) = (xi − xmin

i )(xi − xmax
i ).其中:xmax

i 、

xmin
i 分别为发电机组的发电能力上下限, di为每个智
能体的局部期望资源量.此外,为提高算法鲁棒性,各
智能体隐私性信息di、∂fi(xi)、gi(xi)等不允许在网

络间传播.为确保算法收敛,下面的假设是必要的.
假设2 f(x)(gi,j , j = 1, 2, . . . , qi, ∀i ∈ V)为

凸函数,且至少存在一点 x̃使得
n∑

i=1

x̃i =
n∑

i=1

di和

g(x̃) < 0q.其中: q =

n∑
i=1

qi, x = [xT
1 , x

T
2 , . . . , x

T
n ]

T,

g = [gT
1 , g

T
2 , . . . , g

T
n ]

T, x̃ = [x̃T
1 , x̃

T
2 , . . . , x̃

T
n ]

T.
引理2 若假设2成立,则x∗是问题 (2)的最优解

当且仅当存在实数向量(x∗, y∗, τ∗) ∈ Rns×Rs×Rq

满足如下条件[25]:

ζ∗ + (η∗)Tτ∗ − 1n ⊗ y∗ = 0ns,

n∑
i=1

x∗
i =

n∑
i=1

di,

g(x∗) ⩽ 0q, τ
∗ ⩾ 0q, (τ

∗)Tg(x∗) = 0. (3)

其中: ζ∗ ∈ ∂f(x∗), η∗ ∈ ∂g(x∗).
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1.3 微分包含与非光滑分析

考虑如下微分包含系统:

ẋ ∈ F(x), x(0) = x0, (4)

其中F : Rn ⇒ Rn表示一个集值映射.若存在一绝
对连续映射x : [0, T ] → Rn,在时间t ∈ [0, T ]几乎处

处满足系统 (4),则称x为系统 (4)的一个Caratheodory
解.若对于任意x(0) ∈ S,至少存在一条 (或任意)解
使得x(t)都属于集合S,则称集合S是系统 (4)的弱
(或强)正不变集.令V : Rn → R为一连续可微函

数,则函数 V 在系统 (4)上的集值 Lie微分定义为
LFV (x) = {vT∇V (x)|v ∈ F(x)}.

引理3 (文献 [19]中引理4) 假设F取值是非空
的、凸的和紧的,并且满足上半连续和局部有界.令
V : Rn → R为一连续可微函数,S是系统(4)的强正
不变集.对于所有x ∈ S,如果满足maxLFV (x) ⩽ 0,
则每个从S出发的解x(t)都收敛到其最大弱正不变

集S
∩

{0 ∈ LF(x)}.若上述集合有限,则系统 (4)的
任一解都收敛至该集合.

2 二阶积分器型系统算法设计与分析

首先考虑简单的二阶积分器型线性系统,例如加
速驱动车辆可构建为二阶系统[51].每个智能体的动
力学特性描述如下:

ẍi = ui. (5)

其中:ui ∈ Rs为智能体 i的控制策略,xi同时也是资

源分配问题 (2)中资源分配量.本节旨在针对具有式
(5)特性的多智能体系统设计合适的控制策略ui,使
得智能体位置量xi收敛至问题(2)的最优解.

2.1 算法设计

从引理2可知,资源分配求解关键在于寻找全局
最优拉格朗日乘子y∗和局部最优对偶变量 τ∗.本文
借鉴多智能体一致性控制思想,给每个智能体分配一
局部拉格朗日乘子λi,然后设计比例积分控制策略,
使得所有智能体协同收敛至y∗.此外,利用max算子
实现智能体对偶变量τi的自适应获取.若gi(xi) ⩽ 0,
则τi不变;否则τi 增大.最后基于引理2中KKT条件,
利用λi、τi设计梯度下降策略.具体的迭代策略设计
如下(算法1):

ẋi = vi,

v̇i = −vi − (αζi + ηT
i (τi + gi(xi + vi))

+ − λi),

λ̇i = −
n∑

j=1

aij(λi − λj)− zi − xi − vi + di,

żi =

n∑
j=1

aij(λi − λj),

τ̇i = −τi + (τi + gi(xi + vi))
+. (6)

其中: ζi ∈ ∂fi(xi + vi), ηi ∈ ∂gi(xi + vi) ⊂
Rqi×s; zi(0) = 0, τi(0) ⩾ 0;控制参数α > 0,α的增
加不会改变问题最优解,且随着α的减小,相应的λ∗

会减小,进而提高算法的收敛速度.在式 (6)中, zi与
n∑

j=1

aij(λi − λj)一起实现局部拉格朗日乘子λi的比

例积分控制.此外,变量zi能够弥补实际资源量xi与

局部期望资源量di的差值,确保资源分配问题 (2)中
等式约束成立,实现一定量资源的精确分配.变量 τi

的作用是确保智能体局部凸函数不等式约束成立,且
在式(6)中自适应变动直至智能体状态满足局部凸函
数不等式约束.最后,利用成本函数和局部约束凸函
数梯度信息驱动智能体状态到达最优值.

注2 与已有二阶多智能体系统分布式资源分

配算法相比,本文设计的算法1具有以下优势: 1)在
实际工程中,智能体局部状态一般都会存在约束项,
比如智能电网经济调度问题中各发电机组的输出功

率存在上下限.与文献 [28-30, 35]相比,本文将智能
体局部约束考虑进来,更具实用性. 2)与文献 [31, 33-
34]中误差跟踪策略相比,本文算法直接针对智能体
二阶导设计控制策略,算法设计更为简单,且智能体
所需变量储存空间较少. 3)与文献 [32]中精确罚函
数法 (内点法)相比,本文所设计的算法不存在抖动现
象,且无需手动设置全局性惩罚因子,惩罚因子 (对偶
变量) τi自适应变化. 4)文献 [31-32]中要求算法初始
状态满足智能体局部约束,面对复杂约束情形时初
始点不易选取.与之相比,本文算法对智能体初始状
态无约束,可高效解决复杂约束和动态约束资源分配
问题. 5)本文研究资源分配问题中智能体成本函数
f(x)仅为一般非光滑 (不可微)凸函数.相比于已有
文献的强凸函数以及Lipschitz光滑梯度,本文所设计
的算法应用对象更广.

2.2 算法收敛性分析

引理4 令式 (6)的稳定点为 (x∗, v∗, λ∗, z∗, τ∗),
且假设1和假设2成立,则x∗为问题 (2)的最优解,其
中x、v、λ、z、τ分别表示变量xi、vi、λi、zi、τi的聚合

向量.
定理1 若假设1和假设2成立,且参数α > 0,则

系统(5)在算法1的作用下收敛至问题(2)的最优解.

3 欧拉-拉格朗日系统算法设计与分析
考虑EL系统的分布式资源分配问题,其中每个

智能体i的动力学方程为

Mi(xi)ẍi + Ci(xi, ẋi)ẋi +Gi(xi) = ui. (7)

其中:xi、ẋi和 ẍi分别表示广义坐标及其一次微分和

二次微分,Mi(xi)为正定惯性矩阵,Ci(xi, ẋi)为科里
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奥利矢量和向心力,Gi(xi)表示重力效应. EL系统能
够描述许多物理系统,比如:自动驾驶汽车、航天器和
移动机器人[52].上述系统具有以下性质:

1) Ṁi(xi)− 2Ci(xi, ẋi)斜对称.
2)对于任意p, q ∈ Rm,Mi(xi)p + Ci(xi, ẋi)q +

Gi(xi) = Ωi(xi, ẋi, p, q)mi.其中:mi包含上述EL系
统的所有内部参数,回归矩阵Ωi(xi, ẋi, p, q)仅依赖

于xi、̇xi、p、q.

3.1 算法设计

现在对EL系统进行算法设计.在实际系统中,
EL系统 (7)中参数常常是未知的,因而不可直接用来
设计算法.基于EL系统性质 2),利用矩阵Ωi设计分

布式跟踪优化算法.此外,由于常数向量mi未知,拟
对其进行自适应预测.具体地,对于任意智能体 i ∈
V ,其控制策略设计如下(算法2):

ui = −γi(ẋi − xri) +Ωim̂i,

˙̂mi = −ΩT
i (ẋi − xri),

˙̂xi = v̂i,

˙̂vi = −v̂i − (αζi + ηT
i (τi + gi(x̂i + v̂i))

+ − λi),

λ̇i = −
n∑

j=1

aij(λi − λj)− zi − x̂i − v̂i + di,

żi =

n∑
j=1

aij(λi − λj),

τ̇i = −τi + (τi + gi(x̂i + v̂i))
+. (8)

其中: ζi ∈ ∂fi(x̂i + v̂i), ηi ∈ ∂gi(x̂i + v̂i) ⊂ Rqi×s;

xri = ˙̂xi − (xi − x̂i); Ωi(ẋi, ẍi, xri, ẋri)中 ẋri计算方

法为 ¨̂xi − (ẋi − ˙̂xi);控制参数γi > 0, θ̂i为局部参考轨
迹.在算法2中:首先 x̂i、̂vi构成虚拟二阶积分器型线

性系统,状态 x̂i收敛至问题 (2)的最优解;其次, EL系
统跟踪 x̂i,从而实现xi收敛至x∗.
注3 针对EL系统的分布式约束优化问题,文

献 [45, 47]仅考虑了智能体局部约束.当面对复杂约
束集时,文献 [45]的映射算子在局部约束上的投影操
作处理起来较为复杂;而文献 [47]的固定惩罚因子极
易导致算法在稳定点处振荡,且该算法所选择的初始
状态必须满足智能体局部约束,无法实现初始值任意
选取.文献 [49]研究EL系统等式约束下的聚合博弈
约束问题,由于聚合项的存在,无法直接有效推广至
带局部约束资源分配问题中.文献 [46]将网络全局
等式约束看作聚合项,实现了参数已知EL系统的资
源分配问题求解.但该算法仅能够处理智能体局部
约束较为简单的情形,且算法要求初始状态满足约束
条件.而本文所设计的算法不但初始值任意,而且可
以实现参数未知EL系统的资源分配问题求解.

3.2 算法收敛性分析

由引理4可知算法2稳定点 x̂∗
i是问题 (2)的最优

解;同时也有0 = ẋ∗
i = ˙̂x∗

i − (x∗
i − x̂∗

i ),可得x∗
i =

x̂∗
i .最终可得算法2稳定点x∗

i是问题(2)的最优解.
定理2 若假设1和假设2成立,且参数α > 0,则

EL系统 (7)在算法2的作用下收敛至问题 (2)的最优
解.

4 案例仿真

首先,针对一维资源分配问题,以智能电网中经
济调度问题[34]为例 (案例 1).假设系统含有 6组发

电机系统,且采用通信权重为1的环形通信网络.每
个发电机组成本函数定义为 fi(xi) = ai,1x

2
i +

ai,2|xi − ai,3| + ai,4,其中xi ∈ R为发现机组输出

功率值,单位为MW.绝对值项的存在使得上述函数
fi(xi)不可微.此外,每个发电机组的输出功率约束
范围为xi ∈ [xmin

i , xmax
i ],转换为凸函数不等式,即

gi(xi) = (xi − xmin
i )(xi − xmax

i ) ⩽ 0.机组参数设
定为a1 = [2, 1, 0.5, 1.5, 1, 1.5]T ∈ R6, a2 = [3, 4,

5, 2, 3.5, 4.5]T ∈ R6, a3 = [30, 28, 45, 35, 35, 40, 35]T

∈ R6, xmin = [20, 25, 35, 25, 20, 28]T ∈ R6, xmax =

[40, 35, 50, 45, 47, 42]T ∈ R6,网络期望资源量为d =

[45, 40, 25, 35, 30, 40]T ∈ R6.令控制参数α = 0.5,

算法1中xi(t)运行轨迹如图1所示.从图1可以看出,
本文所设计的算法收敛至最优解 x∗ = [23.485 3,

35, 50, 30.980 4, 43.720 6, 31.813 7]T ∈ R6,且各智能
体状态都在约束范围内.
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图 1 案例1中各智能体资源变量xi的轨迹

接下来,将已有算法与本文算法进行对比分析,
包括微分映射算子法[31]、罚函数法[32]、基于距离函

数的精确罚函数法[34]、映射算子法(算法1)[33]和基于

max算子的精确罚函数法 (算法2)[33].上述算法的共
同点都是利用误差跟踪策略使得二阶智能体跟踪虚

拟一阶或二阶智能体分布式资源分配算法.具体地,
文献[31]的算法设计框为

ẍi = −vi − (xi − χi),

χ̇i = ϵΠΩi
(χi,−∇fi(xi) + λi). (9)
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其中:χi为辅助变量,局部凸约束集定义为Ωi =

{xi|gi(xi) ⩽ 0}, ϵ为无穷小正数.文献 [34]的算法设
计框架为

ẍi = −kvi − (xi − χi),

χ̇i = −α(∇fi(xi) + ci∂d(χi, Ωi)) + λi. (10)

其中: k、α为正控制参数, ci为惩罚因子, ∂d(χi, Ωi)为

距离函数梯度.文献[33]算法2的设计框架为

ẍi = χ̈i − κ(vi − χ̇i + xi − χi),

χ̇i = −(ζi + ηT
i (τi + gi(xi))

+ − λi). (11)

其中: ζi ∈ ∂fi(χi), κ > 0为控制参数.已有算
法的仿真结果如图 2所示,其中误差定义为 e(t) =

1

2

n∑
i=1

(xi(t)− x∗
i )

2.从图2可以看出,本文算法同时拥

有较快的收敛速度和收敛精度.同时,从式 (9)∼ (11)
能够看出,文献 [31,33-34]利用误差跟踪策略设计二
阶智能体分布式资源分配算法,其中辅助变量χi为

各智能体的跟踪量,所以算法收敛速度相对降低.此
外,文献 [31]利用微分映射算子ΠΩi

(·)处理智能体局
部约束,所以其收敛精度受到影响,但该精度已达到
实际工程要求.虽然文献 [33]的算法2也利用误差跟
踪策略,但因该算法增加一参数κ来控制跟踪反馈量,
所以可通过增大该控制参数提高算法收敛速度.另
一方面,文献 [33]的算法1收敛最快的原因是其对智
能体局部凸约束集采用基于符号函数的固定时间收

敛策略,缺点在于符号函数sign(·)导致算法容易在稳
定点处产生抖颤现象且收敛精度不高.虽然文献 [32]
中没有利用跟踪误差控制策略,但该算法需要手动设
置一固定常数作为惩罚因子,不当的惩罚因子容易导
致算法在稳定点处抖颤,这一点也同样在图2中得以
验证.
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图 2 案例1已有算法仿真结果

与上述误差跟踪策略不同,本文所设计的算法1
并不直接计算智能体位置xi的梯度信息,而是计算
位置xi + vi处的梯度信息.此外,算法1设置一控制
参数α来调节最优拉格朗日乘子λ∗,最终实现算法速
度提升.然而从算法 1可以看出,减小α会降低速度

量驱动力 v̇i的值,从而导致智能体状态量收敛速度降
低.所以一直减小参数α并不会始终增加算法的收敛

速度,这一点与图 3仿真结果一致.建议参数α默认

设置为0.5即可.
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图 3 案例1不同参数α仿真结果

其次,验证所设计的算法在二维资源分配问题上
的有效性,其中资源量xi = [xi1, xi2]

T ∈ R2,仿真案
例来自文献 [34] (案例2).系统中含有4个智能体,通
信拓扑是通信链路权重为1的环形网络.每个智能体
的成本函数定义如下:

f1(x1) = x2
11 + x2

12 +
√

(x11 − 2)2 + (x12 − 2)2,

f2(x2) = x2
21 + x2

22 +
x2
21

20
√

x2
21 + 1

+
x2
22

20
√
x2
22 + 1

,

f3(x3) = (x31 − 2)2 + (x32 − 3)2,

f4(x4) = ln(exp(−0.05x41) + exp(0.05x41))+

∥x4∥2 + ln(exp(−0.05x42) + exp(0.05x42)).

(12)

智能体局部凸函数不等式约束项为g1(x1) = ∥x1 −
[2, 2]T∥2 − 4, g2,1(x2) = (x21 − 1)(x21 − 2), g2,2(x2)

= x22(x22 − 1), g3,1(x3) = 0.5 − x31, g3,2(x3) =

1 − x32, g3,3(x3) = x31 + x32 − 6, g4(x4) = ∥x4 −
[3, 5]T∥2 − 4.网络期望资源量为d = [2, 2, 2, 1, 1, 3,

4, 5]T ∈ R8,令控制参数为α = 0.5.本文算法 1
中xi(t)运行轨迹如图 4所示.其中,每个子图中 ∗表
示最优解所在位置,分别为x∗ = [[1.888 4, 3.472 9],

[1.823 7, 1], [1.439 6, 4.560 4], [1.848 3, 3.966 6]]T∈R8.
从图4可以看出,本文所设计的算法最终收敛至资源
分配问题的最优解.令误差e(t)与案例1中相同定义,
则本文算法与文献 [31, 33-34]的仿真结果对比如图5
所示.从图 5可以看出,虽然文献 [34]中精确罚函数
法收敛速度相对较快,但是其算法在稳定点处来回
波动,且其收敛精确低于本文算法.此外,在式 (9)和
(10)中分别使用微分映射算子和距离函数梯度解决
智能体局部约束,相比于本文算法中的梯度计算,文
献 [31]中智能体局部约束的切锥和文献 [34]中距离



1342 控 制 与 决 策 第38卷

函数d(χi, Ωi) = inf
∀p∈Ωi

∥p− χi∥计算起来相对较为复

杂,且其采用的跟踪控制框架增加了智能体变量个数
(即式 (9)∼ (11)中的虚拟变量χi),从而提高了算法复
杂度.
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图 4 案例2中各智能体资源变量xi的轨迹
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图 5 案例2已有算法仿真结果

最后,通过一组案例 (案例3)仿真验证本文所设
计的算法在EL系统上的有效性.当忽略机械和电磁
损耗时,汽轮发电系统的动力学方程[28]可描述为

TmiTei

Kmi
P̈i +

Tmi + Tei

Kmi
Ṗi +

1

Kmi
Pi = ui. (13)

假定系统节点数和通信拓扑与案例1一致,且令系统
参数为Tm = [0.35, 0.30, 0.28, 0.40, 0.43, 0.35], Te =

[0.1, 0.12, 0.08, 0.11, 0.90, 0.10], Km = [1.0, 1.1, 0.9,

1.2, 0.8, 1.0],则本文的算法2执行过程中系统功率输
出值Pi的运行轨迹如图 6所示.可以发现其结果与
案例1一致,且收敛速度大致相当.最终可以验证本
文所设计的算法在线性二阶系统和非线性二阶系统

资源分配问题上都是有效的.
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图 6 案例3中各智能体资源变量Pi的轨迹

5 结 论

针对二阶积分器型线性多智能体系统的分布式

资源分配问题,不同于现有误差跟踪策略,本文利用
KKT条件设计了一类新型分布式优化算法.将智能
体速度量与状态量耦合起来,实现对智能体速度量的
直接驱动.为了研究智能体局部凸函数不等式约束,
本文利用max算子实现自适应控制.其次,将本文算
法推广至更普遍的不可测异构EL系统.然而,在本文
算法执行过程中,各智能体与邻居智能体需要连续通
信,此举势必造成不必要的通信资源浪费.未来工作
将尝试设计离散时间通信算法.
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