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二阶多智能体系统包含控制的时滞范围优化
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摘 要: 研究具有未知时滞的二阶多智能体系统的鲁棒包含控制问题,考虑智能体之间同时具有通信延时和自延
时,分别在无向拓扑和有向拓扑通信下,获得多智能体系统保持鲁棒包含控制所能允许的最大时滞范围.借助函
数的凸分析和非线性规划方法解析地获得了无向图下包含控制所允许的最大时滞范围.对于有向图,通过遗传算
法求解非光滑的优化问题获得最大时滞范围的数值解,同时结果可退化为领导-跟随控制所能获得的最大时滞范
围.最后,通过仿真例子验证所提出理论和算法的有效性.
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Delay range optimization for containment control of second-order multi-
agent systems
LI Yao-po, MA Dan†
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Abstract: We study the robust containment control problem for second-order multi-agent systems with unknown time
delays, considering both the agent’s communication delay and inter-agent delay, simultaneously, We derive the maximum
delay range for undirected topology and directed topology respectively, such that multi-agent systems can maintain the
robust containment. Via the convex analysis and nonlinear programming, the analytic maximum delay range to maintain
containment under undirected graphs is derived. For the directed graph, the genetic algorithm is proposed to solve the
non-smooth optimizing problem and the numerical values of maximum delay range are obtained. Meanwhile, the results
can be reduced to find the maximum delay range of leader-following control. Finally, the effectiveness of the proposed
algorithm are verified via the simulations.
Keywords: robust containment control；second-order multi-agent system；time delays；convex analysis；genetic algorithm

0 引 言

近年来,多智能体系统在社会、工程和生物系统
中得到了广泛的应用,如传感器网络、机器人协作、
无人机编队、动物群体等.而一致性作为多智能体系
统中最普遍的现象,已经发展到很多方面,如:包含控
制[1-3]和领导跟随控制[4-5].但是,由于单个领导者的
控制存在局限性,促使多个领导者的协同控制得到深
入发展,其中包含控制是多个领导者协同控制的一种
特殊情况并受到了广泛的关注,在无人机避障、侦察
以及协同作战[6-7]等军事方面得到了广泛应用.然而,
包含控制的实现严格依赖于控制协议及其鲁棒性,若
由于智能体之间通信受限而导致通信存在时滞,则将

极大地影响包含控制的保持.而这一时滞通常是未
知且难以准确测量的,控制协议到底能容许多大的不
确定时滞,是决定所设计的控制协议能否安全有效进
行的重要标准.因此,对多智能体系统包含控制的时
滞鲁棒性问题的研究具有重要的意义.
关于具有时滞的多智能体系统包含控制方面的

研究:文献 [8]在有向图下,研究了单积分器的多智能
体系统在分布式PD控制协议下的包含控制问题,通
过极点分析的方法给出了系统能够容忍的最大允许

时滞;文献 [9]研究了一阶离散多智能体系统的包含
控制问题,并给出了系统实现鲁棒包含的充分必要条
件;文献 [10]研究了带有输入时滞的双积分器多智能
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体系统的领导跟随一致性问题.另外,时滞鲁棒性研
究的一个重要指标被称为时滞裕度,因此,多智能体
系统的时滞裕度也是衡量系统鲁棒性的一个关键指

标.文献 [11-12]分别研究了无向图和有向图下的一
阶多智能体系统的一致性时滞裕度问题,并通过凸分
析的方法对时滞裕度进行了优化;文献 [13]在无向图
下,研究了二阶不稳定多智能体系统在PD控制协议
下的一致性时滞裕度问题,给出了时滞一致性裕度的
表达式及其上界;文献 [14]在无向图下,研究了二阶
多智能体系统在PD控制协议下的时滞优化问题,并
通过凸优化和非线性规划方法,解析地得到了时滞裕
度与控制器参数的关系.
本文针对无向拓扑和有向拓扑通信两种情况,研

究二阶多智能体系统在反馈控制协议下的鲁棒包含

控制问题.不同于现有的工作[13-14],本文将一致性结
论拓展到具有领导者的二阶多智能体系统的包含控

制问题.考虑每个智能体具有两个不稳定实极点,智
能体之间同时存在通信延时和自延时.本文给出多
智能体系统保持鲁棒包含控制所能允许的最大时滞

范围,结果可退化到领导-跟随问题.在无向图下,通
过凸分析和非线性规划方法将包含问题的最大时滞

范围描述成非光滑的拟凸优化问题,从而进行优化求
解.而对于有向图,由于拉普拉斯矩阵的复特征值导
致凸分析方法应用存在困难,本文针对得到的非光滑
优化问题,通过智能优化算法对其进行寻优,得到了
最大时滞范围的最优解.

1 问题描述

1.1 图论基础

本文考虑智能体之间的连接关系用拓扑图

G(V, E ,A)表示,图中的每个节点代表一个智能体.
其中:V = {1, 2, . . . , N}表示所有节点的集合, E ⊆
V×V表示边的集合,如果节点i可以传输信息给节点

j,则边(i, j) ∈ E ,且节点i是节点j的邻居.定义节点i

的邻居的集合为Ni ≜ {j|(j, i) ∈ E}. A = [aij ]表示

图G的邻接矩阵,若(i, j) ∈ E ,则aij = 1;若(i, j) /∈ E ,
则有aij = 0.若(i, j) ∈ E ⇔ (j, i) ∈ E ,∀i, j ∈ V ,则
图G为无向图;反之,称为有向图.图G的拉普拉斯矩
阵为L = D − A,其中D = [dij ]表示图G的入度矩

阵.若i ̸= j,则dij = 0;若i = j,则dij =

N∑
j=1

aij .

引理1 (Fritz John条件)[15] 考虑如下优化问题:

min f(x).

s.t. gi(x) ⩽ 0, i ∈ I1 = 1, 2, . . . ,m;

hj(x) = 0, j ∈ I2 = m+ 1,m+ 2, . . . , k.

其中 f(x)、 gi(x)和hj(x)在Rn上都存在连续的一

阶偏导数.如果x∗是f(x)的一个最优解,则存在矢量
µ = [µ0, µ1, . . . , µk],使得下列各式成立:

µ0▽f(x∗) +
∑
i∈I1

µi▽gi(x∗) +
∑
j∈I2

µj▽hj(x
∗) = 0;∑

i∈I1

µigi(x
∗) = 0;

µl ⩾ 0, l ∈ {0}
∪
I1;

µ ̸= 0.

其中:▽f(x) =
[∂f(x)

∂x1
, . . . ,

∂f(x)

∂xn

]T
表示f(x)的梯

度;且系数µ0, µ1, . . . , µm是非负的,而µm+1, . . . , µk

不一定非负.

1.2 系统描述

考虑连续时间二阶多智能体系统ẋi(t) = vi(t),

v̇i(t) = αvi(t) + βxi(t) + ui(t).
(1)

其中: i = 1, 2, . . . , N ;xi(t) ∈ Rn表示第 i个智能体

的位置状态; vi(t) ∈ Rn表示第 i个智能体的速度状

态;α和β为智能体的参数.考虑每个智能体都有两
个不稳定的实极点

p1 =
α−

√
α2 + 4β

2
, p2 =

α+
√
α2 + 4β

2
,

参数α和β满足下列条件:

α ⩾ 0, − α2

4
⩽ β ⩽ 0.

特别地,当α = β = 0时,有p1 = p2 = 0,每个智能体
退化为双积分器.
本文考虑多智能体系统 (1)中存在m(m ⩾ 1)个

跟随者和N − m(N > m)个领导者.另外,定义跟
随者的集合为F = {1, 2, . . . ,m},领导者的集合为
R = {m + 1, . . . , N}.在通信拓扑图G下,假设领导
者之间不进行通信,跟随者可以从领导者接受信息,
并可以与其他跟随者进行通信.在这种情况下,拉普
拉斯矩阵L可以表示为

L =

[
L1 L2

0(N−m)×m 0(N−m)×(N−m)

]
.

其中:L1 ∈ Rm×m, L2 ∈ Rm×(N−m).
对于多智能体系统 (1),考虑如下位置和速度反

馈控制协议:

ui(t) =



0, i ∈ R;

−kp
∑
j∈Ni

aij [xi(t− τ)− xj(t− τ)]−

kd
∑
j∈Ni

aij [vi(t− τ)− vj(t− τ)], i ∈ F .

(2)
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其中: τ ⩾ 0为未知的常数时滞,表示智能体中同时存
在的通信延时和自延时; kp、kd分别表示位置和速度
反馈增益,也可称为网络连接强度
假设1 当图G为无向图时,跟随者之间为无向

通信,且对于每个跟随者,至少存在一条路径到达任
意领导者.
假设2 当图G为有向图时,对于每个跟随者,至

少存在一条有向路径到达任意领导者.
假设3 [13] 定义Li(s)为开环传递函数,对于任

意智能体i ∈ F ,满足 |Li(0)| > 1.
引理2 [3] 当图G满足假设1时,L1的所有特征

值是正实数. −L−1
1 L2的每个元素都是非负的,且每

一行和为1.
引理3 [16] 当图G满足假设2时,L1的所有特征

值具有正实部. −L−1
1 L2的每个元素都是非负的,且

每一行和为1.
定义1 [17] 当N −m > 1时,如果对于任意初始

状态的智能体,使得跟随者的状态最终能够渐近收敛
到领导者状态所形成的凸包中,则在控制协议 (2)的
作用下,称多智能体系统(1)实现包含控制.
定义2 [18] 当N −m = 1时,如果对于任意初始

状态的智能体,使得跟随者的状态 (xi(t), vi(t))能够

渐近收敛于领导者的状态(xN (t), vN (t)),即

lim
t→∞

∥xi(t)− xN (t)∥ = 0,

lim
t→∞

∥vi(t)− vN (t)∥ = 0, i ∈ F ,

领导者集合退化为R = {N},则在控制协议 (2)的作
用下,称多智能体系统(1)实现领导跟随控制.

定义扩维状态变量zi = [xT
i , v

T
i ]

T(i ∈ 1, 2, . . . ,

N),以及跟随者状态zF = [zT
1 , . . . , z

T
m]T和领导者状

态zR = [zT
m+1, . . . , z

T
N ]T,可得闭环系统(1)和(2)为

żR(t) = (I(N−m) ⊗A)zR(t),

żF(t) = (Im ⊗A)zF(t)− (L2 ⊗B)zR(t− τ)−

(L1 ⊗B)zF(t− τ).

(3)

其中:A =

[
0n In

βIn αIn

]
, B =

[
0n 0n

kpIn kdIn

]
,⊗为克

罗内克积, 0n为n× n全零矩阵, In为n阶单位矩阵.
进一步,定义误差变量 ξi(t) =

∑
j∈Ni

aij [zi(t) −

zj(t)], i ∈ F ,以及ξ(t) = (L2 ⊗ I2n)zR(t) + (L1 ⊗
I2n)zF(t).系统(3)重写为如下误差系统:

ξ̇(t) = (Im ⊗A)ξ(t)− (L1 ⊗B)ξ(t− τ), (4)

当且仅当 lim
t→∞

ξ(t) = 0时,误差系统 (4)实现渐近稳
定,此时

zF(t) = (−L−1
1 L2 ⊗ I2n)zR(t).

由引理3可得,随着 t → ∞,跟随者的位置和速度能
渐近收敛于由领导者形成的凸包中,即实现包含控
制.
误差系统(4)的特征方程为

F (s, τ) =
m∏
i=1

(
s2 − αs− β + (kds+ kp

)
λie−τs).

定义

Fi(s, τ) = s2 − αs− β + (kds+ kp)λie−τs, i ∈ F ,

其中λi为拉普拉斯矩阵L1的特征值.因此,对误差
系统 (4)的稳定性分析转换为对特征方程F (s, τ)的

特征根分析.如果在复平面的右半平面 (CRHP)中
Fi(s, τ) ̸= 0,则Fi(s, τ)是稳定的.当且仅当所有 i ∈
F , Fi(s, τ)都是稳定的,则误差系统(4)渐近稳定.
将Fi(s, τ)表示的闭环特征方程写成开环传递

函数的形式,即

1 +
(kds+ kp)λie−τs

s2 − αs− β
̸= 0, ∀s ∈ CRHP,

定义无时滞时第i个智能体的开环传递函数为

Li(s) =
(kds+ kp)λi

s2 − αs− β
, i ∈ F . (5)

当τ = 0时,多智能体系统 (1)在控制协议 (2)的
作用下能实现包含控制.换言之,对于∀i ∈ F ,存在
共同的 (kp, kd)使得Fi(s, τ)稳定.此时,有可行参数
域Ω.当τ ̸=0时,对于任意(kp, kd)∈Ω和i∈F ,有

τi(kp, kd) = sup{µ ⩾ 0 : Fi(s, τ)在(kp, kd)的作用下

是稳定的, ∀τ ∈ [0, µ)}, (6)

则有 τ̄(kp, kd) = min
i∈F

τi(kp, kd),因此,多智能体系统

(1)在控制协议 (2)的作用下保持包含控制所能允许
的最大时滞范围为

τ̄ = sup
(kp,kd)∈Ω

τ̄(kp, kd) = sup
(kp,kd)∈Ω

min
i∈F

τi(kp, kd).

2 包含控制的时滞优化: 无向图
本节将给出多智能体系统 (1)和 (2)在无向图下

保持包含控制所能允许的最大时滞范围.由引理2可
知,矩阵L1的特征值为正实数,且满足0 < λ1 ⩽ λ2 ⩽
. . . ⩽ λm.通过Routh-Hurwitz稳定判据对传递函数
(5)进行分析,可得kd > α/λi,∀i ∈ F .结合假设3,控
制协议(2)必须满足以下可行参数域:

Ωu =
{
(kp, kd) : kp >

|β|
λ1

, kd >
α

λ1

}
.

定理1 在无向图下,多智能体系统 (1)在反馈控
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制协议(2)的作用下实现包含控制的最大时滞范围为

τ̄ = sup
kd>

(p1+p2)
λ1

τ̂(kd). (7)

其中

τ̂(kd) = min{τ1(kd), τm(kd)}, (8)

τi(kd) = τi

(p1p2
λ1

, kd

)
=

arctan ωi

p1
ωi

+

arctan ωi

p2
ωi

+

arctan kdωiλ1

p1p2
ωi

− π

ωi
, (9)

ω2
i =

√(
k2
dλ

2
i − (p21 + p22)

)2
+ 4(k2

pλ
2
i − p21p

2
2)

2
+

k2
dλ

2
i − (p21 + p22)

2
, i = 1,m. (10)

证明 根据假设3以及 |Li(∞)| = 0的事实,由
连续性可知,存在ωi > 0使得 |Li(ωi)| = 1,其中

|Li(ωi)|2 =
(k2

dω
2
i + k2

p)λ
2
i

(ω2
i + p21)(ω

2
i + p22)

= 1,

ωi > 0可以通过求解如下多项式得到唯一解:

ω4
i − (k2

dλ
2
i − (p21 + p22))ω

2
i − (k2

pλ
2
i − p21p

2
2) = 0.

同时,对于ωi > 0,使得相角条件满足

∠Li(jωi) =

2π+ arctan ωi

p1
+ arctan ωi

p2
+ arctan kdωi

kp
,

以及存在时滞τi > 0,使得Fi(jωi, τi) = 0,可得

τiωi = arctan ωi

p1
+ arctan ωi

p2
+ arctan kdωi

kp
− π.

因此,对于任意τ < τi和全部ω ⩾ 0,都有Fi(jω, τ) ̸=
0,即特征方程Fi(s, τ)是稳定的.从而可得与kp、kd相

关的时滞范围

τi(kp, kd) =

arctan ωi

p1
ωi

+

arctan ωi

p2
ωi

+

arctan kdωi

kp
ωi

− π

ωi
, (11)

定义函数

h(ω) =

arctan ω

p1
ω

+

arctan ω

p2
ω

+

arctan kdω

kp
ω

− π

ω
,

(12)

ω(λ) =

√(
k2
dλ

2 − (p21 + p22)
)2

+ 4(k2
pλ

2 − p21p
2
2)

2
+

k2
dλ

2 − (p21 + p22)

2
, (13)

容易得到h(ω(λi)) = τi(kp, kd).
相似于文献 [14,19]的证明,可得函数h(ω(λ))是

关于λ ∈ [λ1,∞)的伪凹函数.这表明函数的极小值
在边界处,有min{h(ω(λ))} = min{h(λ1), h(λm)} =

min{τ1(kp, kd), τm(kp, kd)}.
接下来,证明 τ1(kp, kd), τm(kp, kd)能够在 k∗

p =

p1p2/λ1处实现极大值.首先,考虑 τ1(kp, kd)的情况,
有λi = λ1, ωi = ω1,结合式(11)可得

τ1(kp, kd) =

arctan ω1

p1
ω1

+

arctan ω1

p2
ω1

+

arctan kdω1

kp
ω1

− π

ω1
, (14)

其中ω1 > 0为如下多项式的唯一解:

ω4
1 − (k2

dλ
2
1 − (p21 + p22))ω

2
1 − (k2

pλ
2
1 − p21p

2
2) = 0.

为了找到 τ1(kp, kd)的极大值,将式 (14)转化为
如下非线性规划问题:

min f1(kp, kd, ω1);

s.t. g1(kp, kd, ω1) = p1 + p2 − kdλ1 ⩽ 0,

g2(kp, kd, ω1) = p1p2 − kpλ1 ⩽ 0,

h(kp, kd, ω1) = ω4
1 − (k2

dλ
2
1 − (p21 + p22))ω

2
1−

(k2
pλ

2
1 − p21p

2
2) = 0. (15)

其中f1(kp, kd, ω1) = −τ1(kp, kd).

根据引理1,分别计算函数f1, g1, g2, h对于kp、kd

的偏导数,有
∂

∂kp
: µ0

1

1 +∆2
min

k∗
d

k∗2
p

− µ2λ1 − 2µ3k
∗
pλ

2
1 = 0, (16)

∂

∂kd
: µ0

1

1 +∆2
min

1

k∗
p

+ µ1λ1 + 2µ3k
∗
dω

∗2
1 λ2

1 = 0,

(17)

其中∆min = k∗
dω

∗
1/k

∗
p .

由µ1, µ2 ⩾ 0可得式 (17)的前两项是非负的.假
设µ0 = µ1 = µ3 = 0使式 (17)成立,此时只有当µ2

= 0才能使式 (16)成立,违背了µ ̸= 0的条件.这就意
味着µ3 < 0以及µ1、µ2不同时为零.在这种情况下,
可以确定µ2 > 0能够使式 (16)和 (17)同时成立.根

据条件
2∑

i=1

µigi(k
∗
p, k

∗
d, ω

∗
1) = 0,有g2(k

∗
p, k

∗
d, ω

∗
min) =

0,通过计算可得 k∗
p = p1p2/λ1,说明目标函数

f1(kp, kd, ω1)在 k∗
p = p1p2/λ1处存在极小值.等价

地, τ1(kp, kd)在kp的边界处存在极大值.
同样,对于 τm(kp, kd)的情况,通过Fritz John条

件[16],可得τm(kp, kd)在k∗
p = p1p2/λ1处实现极大值.

综上所述,得到结论(7)∼ (10),即

τ = sup
kp,kd∈Ωu

min{τ1(kp, kd), τm(kp, kd)} =

sup
kd>

p1+p2
λ1

min
{
τ1

(p1p2
λ1

, kd

)
, τm

(p1p2
λ1

, kd

)}
=

sup
kd>

p1+p2
λ1

τ̂(kd).
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另外,类似于文献 [14]的证明,可知 τ̂(kd)关于

kd ∈ [(p1 + p2)/λ1,∞)是拟凹函数. 2
注1 考虑领导者数量为单个 (N − m = 1)时,

−L−1
1 L2为单位向量,若误差系统 (4)渐近稳定,则有

zF(t) = zR(t), t → ∞.即定理1退化为求解无向图
下多智能体系统 (1)和 (2)的领导-跟随控制的最大时
滞范围问题.

3 包含控制的时滞优化: 有向图
本节将给出多智能体系统 (1)和 (2)在有向图下

保持包含控制所能允许的最大时滞范围的表达式,并
通过遗传算法对结果进行优化求解.

定理2 在有向图下,多智能体系统 (1)在反馈控
制协议(2)的作用下实现包含控制的最大时滞范围为

τ̄ = sup
(kp,kd)∈Ωd

min
i∈F

τi(kp, kd). (18)

其中

τi(kp, kd) =

arctan ωi

p1
ωi

+

arctan ωi

p2
ωi

+

arctan kdωi

kp
ωi

+

ϕi

ωi
− π

ωi
; (19)

ω2
i =

√
(k2

d|λi|2 − (p21 + p22))
2 + 4(k2

p|λi|2 − p21p
2
2)

2
+

k2
d |λi|2 − (p21 + p22)

2
; (20)

ϕi = arctan Im(λi)

Re(λi)
, ϕi ∈

(
− π

2
,
π

2

)
; (21)

Ωd =
{
(kp, kd) : kp >

|β|
|λi|min

, kd >
α

Re(λi)min
;

(kdRe(λi)− α)2(kpRe(λi)− β) + ((kdRe(λi)−

α)kd − kp)kpIm(λi)
2 > 0, i ∈ F

}
. (22)

证明 首先,由复系数多项式稳定判据以及假
设 3,给出了传递函数 (5)在有向图下的可行参数域
Ωd.其中: |λi|min = min{|λi|, i ∈ F}, Re(λi)min =

min{Re(λi), i ∈ F}.
相似于定理1的证明,存在ωi > 0,即式 (20),满

足相角条件

∠Li(jωi) =

2π+ ϕi + arctan ωi

p1
+ arctan ωi

p2
+ arctan kdωi

kp
.

对于存在时滞τi > 0,使得Fi(jωi, τi) = 0,可得
τiωi =

ϕi − π+ arctan ωi

p1
+ arctan ωi

p2
+ arctan kdωi

kp
,

因此,对于任意τ < τi以及全部ω ⩾ 0,都有Fi(jω, τ)

̸= 0,即特征方程Fi(s, τ)是稳定的.可得与kp, kd相

关的时滞范围为τi(kp, kd),即式(19). 2
同理,当领导者数量为单个时,定理 2退化为有

向图情况下领导-跟随控制的最大时滞范围问题.
注2 相比于无向图,对于有向图的分析变得更

加困难.由于拉普拉斯矩阵复数特征值的存在及可
行参数域的复杂性,很难通过函数分析以及非线性规
划的方法获得解析解.因此,本文将提出智能优化算
法进行求解.
接下来,将定理2转换成如下非光滑优化问题:

min f(kp, kd).

s.t. p1p2 − |λ|minkp ⩽ 0;

p1 + p2 − Re(λ)minkd ⩽ 0;

− (kdRe(λi)− (p1 + p2))
2(kpRe(λi) + p1p2)−

((kdRe(λi)− (p1 + p2))kd − kp)kpIm(λi)
2 ⩽ 0;

ω4
i − (k2

d|λi|2 − (p21 + p22))ω
2
i−

(k2
p|λi|2 − p21p

2
2) = 0, i ∈ F . (23)

其中

f(kp, kd) = max
i∈F

fi(kp, kd), (24)

fi(kp, kd) = −τi(kp, kd), i ∈ F . (25)

非光滑优化问题的求解算法步骤如下.
step 1:初始化.给定系统的不稳定极点p1、p2,并

将Ωd也就是式 (23)的约束条件作为输入参数的初始
范围.

step 2:编码.因为kp、kd为式 (23)的输入参数,使
用二进制编码的方式将kp、kd转换为染色体 (个体)
的形式,并选择合适的初始种群大小.

step 3: 适应度函数.考虑目标函数值非负,将
式 (23)转换为求解极大值问题,因此,目标函数为
min
i∈F

−fi(kp, kd),并设计合适的适应度函数.

step 4: 遗传算子.采用精英保留策略的选择方
式,将运行过程中适应度最高的个体直接保留下来,
遗传到下一代;同时,选择合适的参数对本代个体进
行交叉变异,产生下一代种群.最后,再评估种群中个
体的适应度;

step 5: 终止条件.设置遗传算法的终止条件,重
复 step 4直到算法运行到满足终止条件,停止运行并
输出最优值以及解码所对应的个体.此时,可以得到
系统能够容忍的最大时滞范围 τ̄和对应的控制器参

数kp、kd.
注3 与传统解析优化算法相比,遗传算法可以

同时搜索多个最优解,不容易陷入局部最优解;是一
种随机算法,用概率规则调整搜索方向,具有全局寻
优能力;在优化过程中只需要目标函数信息,并不依
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赖梯度信息以及其他信息,适用性广.遗传算法相较
其他智能算法具有实现简单、通用性强的特点,并且
结论与初始条件无关.尽管遗传算法能够得到本问
题的全局最优解,但是其作为通用型算法,仍存在收
敛速度较慢以及局部搜索能力较差的问题.

4 仿真实例

例1 考虑具有6个智能体的多智能体系统 (1)
和 (2),其中包含 2个领导者和 4个跟随者.根据图
1的通信拓扑图可以得到其拉普拉斯矩阵有 2个
零特征值,其余 4个特征值为λ1 = 0.657 1, λ2 =

2.529 3, λ3 = 3,λ4 = 4.813 6.可以验证矩阵L1的

特征值为λi, i = 1, 2, 3, 4.设系统的不稳定极点为
p1 = 0.1, p2 = 0.5,可得控制协议(2)的可行参数域为

Ωu = {(kp, kd) : kp > 0.076 1, kd > 0.913 1}.

R1

F4

R2

F1

F2

F3
R1

F4

R2

F1

F2

F3

(a) 1! (b) 2!

图 1 通信拓扑图

通过定理1,计算得到多智能体系统 (1)和 (2)在
无向图下保持包含控制所能允许的最大时滞范围

τ̄ = 0.314 9及 τ̄与kd的关系,如图2所示.选取控制
器参数 (kp, kd) = (0.2, 1.5),与不同的时滞τ = 0.15

< τ̄和τ = 0.4 > τ̄进行仿真,图3给出了分别为τ =

0.15和 τ = 0.4时系统的位置速度状态曲线.可见:
当 τ小于最大时滞范围时,系统能够保持包含控制;
反之,当τ大于最大时滞范围时,包含控制遭到破坏.

1.2

0.8

0.4

0
1 2 3 4 5

图 2 最大时滞范围 τ̄与kd的关系

例2 考虑具有6个智能体的多智能体系统 (1)
和 (2),其中包含2个领导者和4个跟随者.根据图1的
通信拓扑图可以得到其拉普拉斯矩阵有2个零特征
值,其余4个特征值为λ1 = 0.534 4, λ2 = 2.232 8 +

j 0.792 6, λ3 = 2.232 8− j 0.792 6, λ4 = 2,等同于矩阵
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图 3 τ = 0.15和τ = 0.4时系统位置速度状态曲线

L1的特征值.设系统的不稳定极点为p1 = 0.1, p2 =

0.5,考虑以下非光滑优化问题:

min max
i∈[1,...,4]

fi(kp, kd).

s.t. 0.05− 0.534 4kp ⩽ 0,

0.6− 0.534 4kd ⩽ 0,

− (kdRe(λi)− 0.6)2(kpRe(λi) + 0.05)−
((kdRe(λi)− 0.6)kd − kp)kpIm(λi)

2 ⩽ 0,

ω4
i −(k2

d|λi|2−0.26)ω2
i −(k2

p|λi|2 − 0.002 5) = 0,

i = 1, 2, 3, 4. (26)

通过算法1求解,得到系统 (1)和 (2)在有向图下
保持包含控制所能允许的最大时滞范围 τ̄ = 0.361 3.
选取控制器参数(kp, kd)= (0.2, 2),与不同的时滞τ =

0 50 100 150

0 50 100 150
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图 4 τ = 0.2和τ = 0.4时系统误差状态曲线
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0.2 < τ̄和τ = 0.4 > τ̄对系统进行仿真,图4为τ =

0.2和 τ = 0.4时系统的包含控制误差状态曲线.可
见:在 τ小于最大时滞范围时,系统能够保持包含控
制; 反之,当τ大于最大时滞范围时,包含控制遭到破
坏.

5 结 论

本文考虑了无向图和有向图两种情况下,针对同
时存在通信延时和自延时的不稳定二阶多智能体系

统,研究了在反馈控制协议下闭环系统的鲁棒包含控
制问题.针对无向图,给出了系统实现鲁棒包含控制
所能允许的最大时滞范围的表达式,并通过凸优化方
法解析地获得了最大时滞范围的最优解.在有向图
的情况下,尽管给出了最大时滞范围的表达式,但由
于矩阵L的复特征值带来的复杂性,导致凸分析等方
法解析获取最优解的困难性,本文采用智能优化方法
寻得了最大时滞范围的最优解.另外,以上结果均可
退化到具有一个领导者的领导-跟随控制问题.对于
有向图,探索复特征值情况下的非光滑优化方法,将
是未来需要关注的方向.
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