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时序网络构建的理论和方法

李阿明1,2, 侯谷庾3, 王 龙1,2†
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摘 要: 20世纪末复杂网络小世界与无标度特性的发现,使多类复杂系统的结构特性、动力学、决策与控制在21
世纪初得到了前所未有的关注与发展.鉴于复杂网络在刻画复杂系统拓扑结构方面的有效性,首先介绍构建具有
典型特征静态复杂网络的重要模型与方法,这些模型与方法使复杂网络的构建不再依赖有限且高成本的个体真
实交互数据,为多领域研究人员探讨相关科学问题提供了便利条件.其次,随着高精度海量群体交互数据构建采
集能力的不断提升,构建随时间演化的动态时序复杂网络成为可能,作为时序网络的一个典型特征,个体交互的时
间间隔往往呈现幂律分布,即具有爆发特性,这种爆发特性可显著改变系统中的信息传播、博弈决策过程,鉴于此,
总结对真实个体交互数据进行幂律分布定量检验的参数估计方法,介绍泊松过程与排队系统,给出几类时序网络
构建的理论与方法.
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Theory and method for constructing temporal networks
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Abstract: At the end of the 20th century, the discovery of the characteristics of complex networks, such as small world and
scale-freeness, brought unprecedented attention and development in the structural characteristics, dynamics, group games,
decision-making, and control of various complex systems in the early 21st century. Given the effectiveness of complex
networks in characterizing the underlying topology of complex systems, here we first introduce several representative
models and methods for constructing synthetic static complex networks with essential characteristics. Such models and
methods change the state of constructing complex networks from individuals’ limited and high-cost empirical interaction
data, and thus provide an effective solution for constructing static networks for researchers in multiple fields to further
explore related scientific issues. In recent years, with the continuous improvement of the ability to collect massive high-
precision interaction data of individuals, it is possible to construct temporal networks, which dynamically evolve over time.
As an essential feature of temporal networks, the inter-event time of interactions often presents a power-law distribution,
namely, the bursty behavior. Existing results have shown that the bursty behavior may significantly change the information
dissemination, game, decision-making, and control of temporal networks. We further summarize the parameter estimation
method for testing the power-law distribution of empirical individuals’ interaction data, and introduce the Poisson process
and queuing system, and present typical theories and methods for constructing various temporal networks.
Keywords: complex system；complex network；temporal network；power-law distribution；scale-freeness；bursty
behavior

0 引 言

1998年,康奈尔大学数学系非线性动力学家
Strogatz及其学生Watts通过分析电影演员合作网络

(collaboration network of film actors)、美国西部电
力网络 (power grid of the western United States)和
秀丽隐杆线虫神经网络 (neural network of the worm
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Caenorhabditis elegans)等真实数据,发现小世界网络
(small world network)在真实世界中普遍存在[1].以演
员网络为例,将电影演员视为网络节点,若任意两位
演员同时参演同一部电影,则在节点间建立一条连
边.根据一段时间内影片的数据记录,可构建出相应
的小世界网络.同时定量的研究发现,真实世界中的
小世界网络节点间不仅具有高聚类 (high clustering)
特性,而且任意两节点之间最短路径往往较短.可以
说,网络中高聚类与短特征路径 (characteristic path)
特性的发现有力推动了传统研究中所关注的规则网

络 (regular network,每个节点的连边数量 (即节点度)
相等,且节点间具有高度对称性,此类网络中节点间
往往具有高聚类特性)和随机网络 (random network,
节点间以某一概率相连,以ER随机网络模型[2]为代

表,此类网络中节点间往往具有短特征路径特性)的
长期探索.进一步, Strogatz和Watts提出了小世界网
络模型,该模型可有效构建具有以上特性的小世界网
络.

1999年,美国圣母大学的物理学家Barabási及
其学生Albert通过探索万维网 (World Wide Web)、
学术论文引用网络 (citation network of scientific
publications)、电影演员合作网络、电力网络等几类
真实数据集,发现网络中节点度为k的节点出现概率

P (k)随着k幂律递减,即P (k) ∼ k−γ ,且指数γ往往

介于2与3之间,即具有无标度特性 (scale-freeness)[3].
在随机网络模型和小世界网络模型刻画的网络中,节
点几乎不会出现度较大的情形,这与真实数据中频繁
观测到大度节点存在的现象不符.对此, Barabási等
在已有模型的基础上,提出了无标度网络 (scale-free
network)模型.该模型不仅解释了真实网络的无标度
特性形成过程,还为构建无标度网络提供了有效方
法.可以说,无标度网络构建模型的提出不仅使具有
此类特性网络的产生不再依赖有限且高成本的个体

真实交互数据,还为多领域研究人员开展多类复杂系
统动力学[4]、群体博弈[5-6]、决策与控制[7]等研究打下

坚实的网络拓扑结构的基础.
基于真实数据传统静态网络构建过程如图1所

示.图1(a)表示根据不同系统中对节点和边的定义,
以6个节点为例,由真实数据建立节点间 (随时间先
后)交互的关系,并由所有节点在整个数据采集窗口
内的交互数据,通过聚合所有节点间所有连边构建
相应的静态网络. (b)展示了当所构建的静态网络拓
扑结构呈现出随机连接的随机网络时对应的网络结

构.根据每个节点所连接的边数量 (称为节点度,记
为 k), (c)给出了相应的度分布. (d)展示了当所构建
的静态网络拓扑结构为无标度网络时对应的网络结

构. (e)给出了双对数坐标下度分布的幂律特性.
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图 1 基于真实数据的传统静态网络构建过程

近年来,随着高精度海量节点交互数据采集能力
的不断提升,获得带有节点交互时间的交互序列成为
可能.与此同时,在聚合数据采集整个时间窗口内用
个体交互数据构建传统静态网络 (static network)的
基础上 (图1),采用较短时间窗口构建时间依赖的动
态时序网络 (temporal network)成为研究人员关注的
焦点问题[5-24](图2).

基于真实数据的时序网络构建过程如图2所示.
图2(a)以6个节点间交互数据为例,不同于传统静态

网络构建过程,而是基于较小数据采集窗口∆t,分
先后时段分别构建出相应的子网络 (snapshot),进而
由系列子网络构成拓扑结构随时间演化的时序网

络.当∆t为整个数据采集窗口时,对应的时序网络退
化为传统静态网络. (b)表示在时序网络中,个体交互
时间的间隔 (τi)满足一定的分布.以节点b为例,此分
布可以根据个体的交互时间进行确定,如 (c)所示.同
时,对于时序网络而言,两节点交互 (即节点间的边
活跃)时对应的时间间隔 (δi)往往也满足一定的分布,
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图 2 基于真实数据的时序网络构建过程

如 (d)所示.以节点d和 e为例,可将此节点间边活跃
的时间点单独取出,进而给出相应的活跃时间的间隔
分布如图(e)所示.
时序网络较传统网络不仅拓扑结构随时间动态

演化,而且带有个体交互时间的交互序列还显示出
个体交互时间间隔分布的幂律特性,也称为个体交互
的爆发特性 (bursty behavior),即个体在长时间等待后
的交互往往更为频繁[25].在时间维度上,爆发特性是
时序网络区别于传统静态网络的一个典型特征.研
究发现,相较于传统静态网络,时序网络上的信息扩
散[8-9]、传染病传播[10]、博弈策略演化[22-23]以及系统

能控性[7,24,26-29]都将产生本质的变化.如同利用小世
界模型、无标度模型构建具有真实网络拓扑结构特

性的小世界、无标度网络一样,对拓扑结构为时序网
络的复杂系统的探索在根本上依赖于此类随时间动

态演化的拓扑结构的构建.需要注意的是,时序网络
的构建必须满足两类本质特性:针对时序网络的静
态聚合网络满足传统静态网络的典型特征;时序网
络自身所特有的个体交互爆发特性等.

本文首先介绍构建具有传统静态网络典型特性

的重要模型与方法;然后系统阐述对真实数据幂律
分布参数估计与检验的有效方法;最后通过引入泊
松过程和排队系统给出针对动态时序网络典型特征

的几类时序网络构建理论和方法.

1 构建无标度网络的方法

自发现真实复杂网络中存在无标度特性以来,
多种构建具有此类特性的无标度网络方法被相继提

出,其中具有代表性的有:优先链接模型 (preferential
attachment model)[3]、静态模型 (static model)[30]、配

置模型 (configuration model)[31]、Bianconi-Barabási模
型[32-33].本节主要对这4种典型方法进行简要介绍.

1.1 优先链接模型

优先链接模型于 1999年提出[3],该模型假设现
实世界的网络结构具有生长和偏好链接两个基本性

质,即网络规模通过添加新节点不断增长且新加入节
点倾向于与度较高的已有节点相连.以学术论文引
用网络为例,该网络中学术论文作为网络节点,若两
篇论文存在引用关系则此节点间建立一条连边;随
着新的论文不断发表,网络规模随着新节点的加入不
断增大,同时新论文更倾向于引用影响力较大的论文
(此处指节点度较高的节点).基于优先链接模型构造
无标度网络的具体步骤如下 (假设初始时刻网络中
有m0个节点随机连接,且不存在孤立节点).

step 1: 生长.在每个时间步 t,当前网络中新加入
一个节点,且该节点选择与m个已有节点相连,其中
m < m0.

step 2:偏好链接.在新节点选择已有节点建立连
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边时,选中节点i的概率为

pi =
ki∑
j

kj
.

其中: ki为节点 i的度,
∑
j

kj为网络中已有节点的度

之和.由上式可知,度越大的节点与新节点相连的概
率越大,越有可能产生新链接.
经过T个时间步后,可得节点数N = m0 + T与

链接数V = l1 +mT的新网络,其中 l1为初始时刻网

络中的链接数. Barabási等从数学上证明了基于优先
链接模型生成的网络中节点的度服从幂律分布,且幂
指数γ = 3,即生成的网络为无标度网络.
优先链接模型是一种较为简单的无标度网络生

成模型,目前已在数学、物理学、计算机科学等多领
域得到了广泛应用.从优先链接模型中可以看出,度
越大的已有节点与新加入节点建立连边的可能性越

大,此举无疑进一步使其自身的度增加.这很好地解
释了现实世界中“富者越富”的马太效应.然而,优先
链接模型中生长和偏好链接假设具有一定的局限性,
例如节点数目固定的网络不具备生长性质,此时优先
链接模型将不再适用.

1.2 静态模型

静态模型由Goh等[30]于2001年提出,该模型给
出了节点数N固定时生成无标度网络的方法,具体
步骤如下.

step 1: 对网络中的N个孤立节点依次赋予编号

i (i = 1, 2, . . . , N),并基于节点编号同时赋予节点 i

一个权重

pi = i−α,

其中α ∈ [0, 1)可用于调整最终生成无标度网络的幂

指数.
step 2: 分别以概率pi

/∑
k

pk和pj

/∑
k

pk选中

节点 i和j,若此节点对(i, j)间不存在连边,则在该节
点对间建立一条连边.

step 3: 重复 step 2直到网络中有mN条连边,此
时网络的平均度为2m.
下面分析由静态模型生成的网络中节点的度分

布.由构建网络的具体步骤可以看出,节点 i的度 ki

满足

ki∑
j

kj
=

∑
j

pipj∑
w

∑
z

pwpz
=

pi∑
j

pj
.

根据级数公式
∑
j

pj ≈
N1−α

1− α
,可得

ki∑
j

kj
≈ 1− α

N1−αiα
. (1)

由于网络的平均度为2m,即
∑
j

kj = 2mN ,将其代

入式(1)可得

ki ≈ 2m(1− α)Nαi−α. (2)

进一步,基于式(2)可得网络中节点的度分布为

P (ki ⩽ k) ≈ P
(
iα ⩾ 2m(1− α)Nα

k

)
.

求解上式可看作求解满足不等式

iα ⩾ 2m(1− α)Nα

k

的变量i的数目占总数N的比例,因此上式可求解为

P
(
iα ⩾ 2m(1− α)Nα

k

)
=

N − k−
1
α (2m(1− α))

1
αN

N
= 1− k−

1
α (2m(1− α))

1
α .

(3)

最后通过式 (3)可得网络中节点的度服从幂律分布,
其概率密度函数 (probability density function,记为
PDF)为

P (k) ∼ k−γ ,

其中幂指数为γ = (1 + α)/α.由于参数α ∈ [0, 1)导

致幂指数满足2 < γ < ∞,可以通过调节参数α得到

不同的幂指数γ.
相比于优先链接模型,静态模型不要求网络具有

生长的性质,可以在给定网络节点数的条件下生成无
标度网络.对于现实世界中的大量网络,如电力网络、
公路网络等,一旦建成便不会有大规模改变,此时若
想研究网络上的负载、流量等相关问题,采用静态模
型建立网络结构比优先链接模型更简洁实用.基于
静态模型生成无标度网络时,仅能调节幂指数这一参
数,由式 (2)可以看出,所得到的度序列较为单一.然
而度服从同一幂律分布的网络度序列可能是不同的,
因此静态模型具有一定的局限性.

1.3 配置模型

无标度网络与小世界网络、随机网络最大的区

别之一是无标度网络中节点的度服从幂律分布,而小
世界网络、随机网络中节点的度服从泊松分布.对于
任意给定的度序列,如何生成对应网络具有重要的理
论意义和应用价值.配置模型是一种基于度序列生
成网络结构的普适性方法[31].假设网络中有N个节

点及其度序列k1, k2, . . . , kN ,基于配置模型构建具有
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目标度序列网络的具体步骤如下.
step 1: 对网络中N个节点依次赋予编号 i(i =

1, 2, . . . , N)及相应的度ki.
step 2:从每个节点i引出ki条连边,此时

∑
i

ki =

2m,其中m为总连边数.
step 3: 随机选择两个节点,将它们引出的且未连

的边连在一起建立网络中一条连边.
step 4: 重复 step 3,直至所有节点引出的连边均

形成网络中的连边.
对于任意的度序列k1, k2, . . . , kN ,利用配置模型

可以生成相应的网络.当度序列服从幂律分布时,生
成的网络为无标度网络.配置模型是一种具有普适
性的网络生成模型,既可用于生成无标度网络,也可
用于生成随机网络、小世界网络等任意结构的网络,
在不同领域有着广泛应用.配置模型作为一种抽象
普适的数学模型,凭借其理论简单、效果显著而深受
欢迎.真实世界中有限的网络数据往往不具有代表
性,因此仅仅基于真实数据难以得到具有一般意义的
结论.在同一组度序列下,通过配置模型生成大量具
有相同度序列的网络同时进行研究可以得到具有普

适性的结论.然而,配置模型的不足之处在于现实意
义不充分、缺乏足够的直观解释、更多被用于理论研

究.

1.4 Bianconi-Barabási模型

在真实网络系统中,不同节点间的品质、特性
等往往存在较大的差异,可能影响网络的结构、度
分布等性质.针对此情况,基于网络节点的适应度
(fitness), Bianconi和Barabási[32-33]提出了一种更具现

实意义的网络增长模型,称为Bianconi-Barabási模型.
具体地,假设初始时刻网络中有m0个节点,基于该模
型构建网络的步骤如下.

step 1:在每个时间步 t,当前网络中新加入一个
节点,且该节点选择与m个已有节点相连,其中m <

m0.
step 2:每个节点 i生成时 (包括初始时刻),赋予

其一个适应度ηi,所有节点的适应度均从分布ρ(η)中

抽取,给定后不再发生改变.
step 3:新节点添加时,与已有节点连接的概率正

比于函数ak(η),其中ak(η)与已有节点的度k和适应

度η相关.
下面分析由Bianconi-Barabási模型生成的网络

中节点的度分布.特别强调,函数 ak(η)可以灵活地

取自不同的数学形式[32-33].这里以ak(η) = ηk为例

进行说明,当ak(η) = ηk时,已有节点 i与新节点相连

的概率定义为

Πi =
ηiki∑

j

ηjkj
.

由每个新节点加入时网络新增m条边可知,已有节
点i的度ki的变化满足

∂ki
∂t

≈ E
(ki(t+ 1)− ki(t)

t+ 1− t

)
= mΠi = m

ηiki∑
j

kjηj
.

(4)

为了进一步分析节点度 ki的分布,不妨先假设
其近似服从幂律分布

kηi
(t, t0) = m

( t
t0

)β(ηi)

, (5)

其中t0为节点 i产生的时刻,且0 < β(η) < 1.为了求
解式 (5)对应∂ki/∂t的解析式,首先需要计算

∑
j

ηjkj

的期望⟨∑
j

ηjkj

⟩
=

w
ρ(η)ηdη

w t

1
kη(t, t0)dt0 =

w
ρ(η)ηdηm(t− tβ(η))

1− β(η)
.

当t→ ∞时,有⟨∑
j

ηjkj

⟩
t→∞
= Cmt(1 +O(t−ϵ)), (6)

其中参数ϵ、C分别为

ϵ = (1− max
η

β(η)) > 0,

C =
w
ρ(η)

η

1− β(η)
dη.

记kη = kηi
(t, t0),将式(6)代入(4),有

∂kη
∂t

=
ηkη
Ct

.

由此可得β(η) = η/C.对于某一特定的节点kη(t),有

P (kη(t) > k) = P
(
t0 < t

(m
k

)C/η)
∝ t

(m
k

)C
η

.

因此,网络中节点度的概率密度函数为

P (k) =

w ηmax

0

∂P (kη(t) > k)

∂t
dη ∝

w
ρ(η)

C

η

(m
k

)C
η +1

dη.

(7)

由式 (7)可知,网络中节点的度是否服从幂律分
布取决于分布ρ(η)的具体形式.若ρ(η)为常数,则相
应的度分布为幂律分布.然而,由于η可以取自多种

形式的分布,基于Bianconi-Barabási模型生成网络的
度可能不服从幂律分布.

Bianconi-Barabási模型具有较强的现实意义和
应用价值,传统的优先链接模型暗含了新加入节点的
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度无法高于已加入节点的度这一假设.事实上,这一
假设在现实世界中往往很难成立,如新发表的创新性
更高的论文其被引次数很快会超过多数已存在的创

新性不够高的论文、社交媒体中新入驻名人的粉丝

数也可能很快超过多数老用户等. Bianconi-Barabási
模型开创性地引入了节点适应度这一概念,从而使得
模型能够更好地刻画这种真实世界的网络情况,即允
许节点度“后来居上”这种现象出现.同时Bianconi-
Barabási模型在特定情况下可以退化为优先链接模
型,由此可见Bianconi-Barabási模型更具普适性.
优先链接模型通过网络生长和偏好链接机制保

证了节点的先到者优势,即先加入网络中的节点越容
易获取更多的连边.该模型形式简单,但其生成网络
的幂律度分布指数理论上仅为−3. Bianconi-Barabási
模型在优先链接模型的基础上引入了节点适应度这

一特征,使网络中可以出现节点度“后来居上”的现
象,且所得网络幂律度分布的指数可变.静态模型给
出了节点数固定时生成无标度网络的方法,不需要
网络不断生长且生成网络度分布的幂指数可变.然
而,该模型生成网络的度序列是固定的,且连通性往
往无法保证.配置模型可以生成固定节点数的具有
任意度序列的网络,是一种具有普适性的网络生成模
型,既可用于生成无标度网络,也可用于生成随机网
络.然而,该模型的现实意义不充分,缺乏足够的直观
解释,更多被用于理论研究.

2 幂律分布检验

自复杂网络的无标度特性被发现以来,无标度
网络在现实世界中普遍存在已是公认的事实.然而,
无标度网络和幂律分布的关系至今仍处于争论之

中[34-38].以Barabási为代表的专家学者将网络中节点
度满足幂律分布的网络称为无标度网络 (幂指数介
于2与3之间),而Brodio等[34]在分析大量真实世界的

经验数据后得出了无标度网络在真实世界中并不常

见这一结论,对无标度网络理论产生一定的质疑.目
前接受度最高的说法是真实世界中的网络数据往往

存在大量噪声与偏差,进而影响对网络中节点度的幂
律分布在严格数学定义上的精确检验,正如无法在现
实世界中精确验证万有引力定律一样[36].文献 [38]
认为,无标度特性检验的重点在于度分布是否为重尾
(heavy-tailed)分布.
无标度网络和幂律分布的关系有待进一步验证,

而Clauset等[39]在研究中使用的幂律分布检验方法

在数学上值得借鉴学习.对于数据幂律分布的判断
往往依赖于对数据的定性评价,例如基于可视化的

评价.但定性研究缺少定量的实证检验,得到的结论
可能具有欺骗性并导致对幂律行为的判断与实际相

背离,定量的数据检验结果在数学上具有更高的可信
度.本部分将对该方法进行详细介绍.
在实践中,经验数据并非严格服从幂律分布,通

常情况下,幂律分布只适用于大于某个最小值xmin

的观测数据,即只有经验数据的尾部服从幂律分布.
数学上,幂律分布通常有两种形式: 1)连续分布,自
变量为连续实数; 2)离散分布,自变量取一组离散值.
对于连续的幂律分布,其概率密度函数P (x)满足如

下形式:
P (x) =

α− 1

xmin

( x

xmin

)−α

.

其中:α > 1, x ⩾ xmin > 0.对于离散情况,当仅考虑
变量取整数值时,其概率函数为

P (x) =
x−α

ζ(α, xmin)
.

其中: ζ(α, xmin) =

∞∑
n=0

(n + xmin)
−α, α > 1, x ⩾

xmin > 0.对于幂律分布而言,互补累积分布函数
(complementary cumulative distribution function,
CCDF)即F (x) = P (X ⩾ x)相比于PDF对有限样
本量造成的波动更加稳健,特别是在分布的尾部.连
续情况下幂律分布的CCDF为

F (x) =
( x

xmin

)−α+1

.

离散情况下幂律分布的CCDF为

F (x) =
ζ(α, x)

ζ(α, xmin)
.

Clauset等[39]提出了一个对幂律分布定量检验的

基本方法.
1)利用幂律分布拟合经验数据:估计幂律分布

中的参数α和最小值xmin.
2)进行拟合优度检验:计算经验数据与幂律分

布之间的拟合优度,若计算得到的拟合优度值 p >

0.1,则幂律分布是经验数据的一个合理假设,否则拒
绝该假设.

3)备择分布似然比检验:通过似然比检验将幂
律分布与备择分布进行比较,对于任一备选分布,如
果计算得到的对数似然比明显偏离0,则可通过对数
似然比的符号判断该分布是否优于幂律分布.
相比于离散分布,连续分布的数学表达更加简

单,因此实际检验中通常用连续幂律分布近似离散
幂律分布.但近似方法的选择至关重要,一种可靠的
方法是将离散幂律分布看作是由连续幂律分布生成

的,即将连续幂律分布中的值四舍五入到整数.下面
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就上述幂律分布定量检验的基本方法展开详细介绍.

2.1 数据拟合

首先考虑对尺度参数α的估计.由于经验数据中
的幂律行为存在下界,即前文提到的xmin,这里假设
该下界已知 (后文给出xmin的估计方法).拟合幂律
分布到经验数据的方法是极大似然法,该方法在大样
本容量的极限下可以给出准确的参数估计.假设经
验数据对于x ⩾ xmin严格遵循幂律分布,基于此可
以分别得到离散和连续情况下尺度参数α的极大似

然估计 α̂.在连续情况下,利用极大似然估计理论可
得参数α的估计值为

α̂ = 1 + n
( n∑

i=1

ln xi
xmin

)−1

,

其中xi (i = 1, 2, . . . , n)为经验数据集中大于xmin的

值.此时估计的标准差为

σ =
α̂− 1√
n

+O
( 1

n

)
.

在离散情况下对参数α的极大似然估计为如下方程

的解:
ζ ′(α̂, xmin)

ζ(α̂, xmin)
= − 1

n

n∑
i=1

lnxi.

通过连续幂律分布近似离散分布,可得离散情况下α

的极大似然估计的近似值为

α̂ ∼= 1 + n
( n∑

i=1

ln xi

xmin − 1

2

)−1

.

下面给出xmin的估计方法,xmin估计的准确性

对幂律分布的检验至关重要.如果估计值 x̂min偏

低,则将引入较多非幂律噪声数据,使得检验结果
出现较大偏差;如果估计值 x̂min偏高,则会损失较
多的有效信息,从而增加参数α估计的统计误差.对
此, Handcock等[40]提出了一种离散情形下估计xmin

的方法,该方法使用一个广义模型刻画所有的经验
数据.对于一个估计值 x̂min,所有大于 x̂min的数据分

布由一个标准离散幂律分布拟合;每个小于 x̂min的

数据分布由一个单独的概率px刻画,其中1 ⩽ x <

x̂min, px为观测数据中x出现的频率.因此每个不同
的 x̂min对应一个参数个数为 x̂min的广义模型.在参
数个数不定的情况下,增大参数个数可以实现更高的
似然值,但是会产生过拟合的风险,因此采用贝叶斯
信息(BIC)准则对参数个数加以惩罚,即

lnP (x|xmin) ≃ L− 1

2
xmin lnn,

其中L为传统的极大对数似然值.最后通过最大化
上述BIC准则求得 x̂min.该方法在一些情况下可以
获得较好的效果,但也可能出现困境.例如,该方法需

要xmin − 1个参数对xmin以下的数据建模,往往使得
BIC低估xmin的值,进而导致随后估计的尺度参数值
α出现偏差.更重要的是,该方法无法推广到连续数
据的情况.
随后, Clauset等[41]提出了一种在离散和连续情

形下均适用的方法,其基本思想为:选择 x̂min使得经

验数据中大于 x̂min的数据尽可能服从幂律分布,即
经验数据与拟合得到的幂律分布间的距离尽可能

小.通过采用Kolmogorov-Smirnov (记为KS)检验方
法可以量化两个非正态分布之间的距离,此时经验数
据和拟合模型的互补累计分布函数的最大距离D可

表示为

D = max
x⩾xmin

|S(x)−Q(x)|.

其中:S(x)为经验数据中大于等于xmin的值的互补

累积分布函数,Q(x)为拟合得到的幂律分布的互补

累积分布函数.此时最优的估计值 x̂min为使得距离

D最小的xmin值.

2.2 拟合优度检验

对于任意数据集,均可以采用上述方法将其拟合
到幂律分布,并给出参数α和下界xmin的具体估计,
然而此方法无法判断该数据集是否真正服从幂律分

布. Clauset等[39]提出了一种检验经验数据是否服从

幂律分布的方法,具体步骤如下.
step 1:使用数据拟合方法将经验数据拟合得到

幂律分布,并计算经验数据和拟合分布对应的KS统
计量.

step 2:根据拟合的幂律分布,通过采样得到大量
合成数据集,将每个合成数据集分别拟合到对应的幂
律分布,并计算每个合成数据集对应的KS统计量.

step 3:计算KS统计量大于经验数据KS统计量
的合成数据集数量ψ与合成数据集总数ϕ之比p =

ψ/ϕ.若p值接近1,则接受经验数据服从幂律分布假
设;若p值接近0,则拒绝该假设.
对于每个合成数据集,分别拟合其对应的幂律分

布以计算KS统计量,而非根据经验数据集的原始分
布进行计算.通过这种方式,可以确保对每个合成数
据集执行的计算与对真实数据集执行的计算相同,从
而得到p值的无偏估计.另外,合成数据集的采样准
确度对检验经验数据是否服从幂律分布至关重要,因
此合成数据集应满足如下要求:合成数据小于 x̂min

时应与经验数据的分布接近,大于 x̂min时应服从幂

律分布.利用半参数法可以生成符合要求的数据,假
设经验数据集中共有n个观测值,其中有ntail个大于

x̂min的值,以ntail/n的概率从参数为 α̂的幂律分布中
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选择大于 x̂min的值,以1 − ntail/n的概率随机选择一

个小于 x̂min的值,将此过程重复n次得到一个合成数

据集.对于合成数据集的数量,根据对测试情况分析,
如果希望p值的精度在ϵ以内,则至少生成ϵ−2/4个数

据集.通过计算得到的 p值决定是否拒绝幂律假设,
一般而言,如果p值小于等于0.1则拒绝幂律假设.

2.3 备择分布似然比检验

通过拟合优度检验可以检验经验数据是否服从

幂律分布,当检验通过时,则接受幂律假设,然而是否
存在其他分布能够更好地拟合经验数据是进一步必

须考虑的问题.为解决该问题, Clauset等[39]提出了似

然比检验方法,其基本思想是计算数据集在两种分布
下的似然度,似然度更高的分布与经验数据的拟合程
度更高.等价地,计算两种分布的似然比并取其对数,
然后通过该对数值的符号对比两种分布拟合的准确

性.对数似然比具体计算方法如下:对于概率密度分
别为p1(x)和p2(x)的两种不同分布,给定的经验数据
集在两种分布上的似然度L1和L2分别为

L1 =

n∏
i=1

p1(xi), L2 =

n∏
i=1

p2(xi).

相应地两分布的似然比R为

R =
L1

L2
=

n∏
i=1

p1(xi)

p2(xi)
. (8)

对式(8)两端同时取对数得到对数似然比为

lnR =
n∑

i=1

(ln p1(xi)− ln p2(xi)).

通过对数似然比判断备选分布与幂律分布的优

劣性时,由于不可避免的统计误差影响,不能仅凭对
数似然比的符号下结论.为定量判断对数似然比是
否可信,需要计算对数似然比的标准差以反映数据的
波动程度.记

li = ln p1(xi)− ln p2(xi).

根据中心极限定理,当样本量n足够大时, lnR服从
正态分布,故对数似然比的标准差σ满足

σ2 =
1

n

n∑
i=1

(li − l̄)2,

其中 l̄为所有 li的均值.为判断 lnR的符号是否受数
据波动影响,计算对数似然比的分布中绝对值大于等
于 | lnR|的概率p′为

p′ =
1√

2πnσ2

( w −| ln R|

−∞
e−t2/2nσ2dt+

w +∞

| ln R|
e−t2/2nσ2dt

)
.

当p′ < 0.1时,一般认为检验结果是可信的,可以利用
备择分布似然比检验方法判断哪种分布与经验数据

的拟合效果更好;当p′ ⩾ 0.1时,常常认为该似然比检
验不足以区分两种分布的优劣.

3 爆发特性

3.1 真实数据的典型特征

当事件的发生随着长时间的静默与短暂的频繁

活跃交替进行时,该事件发生的统计特性称为爆发特
性.在21世纪初期之前,许多研究都是基于泊松分布
近似分析网络的度分布、网络上的动力学、人类行为

等[42-43],自Barabási等[3]发现真实世界中无标度网络

普遍存在后,幂律分布逐渐进入人们的视野,自然界
中的事件发生规律更多地服从幂律分布还是泊松分

布?这一问题引起了学术界持续广泛的关注[44].
Vázquez等[45]对以下 5个数据集进行了深入的

研究:
1)网页浏览数据集[46-47].该数据集对匈牙利最

大的新闻和娱乐门户网站中大约 25万独立访客的

浏览历史进行了搜集,主要整理了 2002年 8月 11
日∼ 2002年 8月 12日期间每个访问者的访问记录,
并以s为单位记录各访问者的每次下载时间.在该数
据集中,事件间隔时间(inter-event time)定义为同一用
户下载或者点击网页的时间间隔.

2)邮件收发数据集[48-49].该数据集对某大学个
人电子邮件的收发记录进行了搜集,主要整理了
3 188和 9 665个用户在 3个月和 6个月内的发件人、
收件人以及每封电子邮件的发送时间,以 s为单位共
记录了129 135封电子邮件.在该数据集中,事件间隔
时间定义为同一用户发送电子邮件的时间间隔.

3)图书借阅数据集.该数据集对圣母大学中教
师从图书馆借阅书籍的记录进行了搜集,主要整理了
2 247名教师在3年内共进行的48 409次借阅活动,并
以min为单位进行记录.在该数据集中,事件间隔时
间定义为同一读者借阅图书或期刊的时间间隔.

4)贸易交易数据集.该数据集对 1999年 6月∼
2003年5月之间一家中欧银行股票经纪人发起的所
有“买/卖”交易记录进行了搜集,主要整理了每天从
7 : 00到19 : 00的交易记录,共54 374笔交易,并忽略
当天结束时最后一笔交易与下一个交易日开始时第

一笔交易的时间间隔.在该数据集中,事件间隔时间
定义为经纪人交易的时间间隔.

5)爱因斯坦、达尔文和弗洛伊德各自的信件往
来数据集[50-52].该数据集对3位科学家一生中所有信
件的发件人、收件人、日期记录进行了搜集,主要整
理了:达尔文发出的 7 591封信件和收到的 6 530封

信件,共计 14 121封;爱因斯坦发出的 14 512封信件
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和收到的 16 289封信件,共计 30 801封;弗洛伊德发
出的 3 183封信件和收到的 2 675封信件,共计 5 858

封.在该数据集中,事件间隔时间定义为3位科学家
收到某人来信与回复该人信件的时间间隔.
通过对上述 5个数据集的分析发现, Vázquez

等[45]发现事件间隔时间τ呈现出一种爆发特性,即其
服从幂律分布

P (τ) ∼ τ−α.

对于网页浏览、邮件收发、图书借阅3个数据集,对应
的α ≈ 1;对于爱因斯坦、达尔文和弗洛伊德各自的
信件往来数据集,对应的α ≈ 3/2;而对于贸易交易数
据集,对应的α位于两者之间.由于贸易交易数据集
包含的数据较少,具有偶然性, Vázquez等主要对前两
种情况进行分析,并基于排队论的思想给出如下数学
结论:

1)当任务的队列长度有限,即同一时刻任务数量
有限时,单个任务的等待时间服从参数为1的幂律分
布,即α = 1.

2)当任务的队列长度没有限制,即个体在任意时
刻的任务数量没有限制时,单个任务的等待时间服从
参数为3/2的幂律分布,即α = 3/2.
真实世界中的事件间隔时间往往呈现爆发特性,

用幂律分布来刻画更为准确,因此之前基于泊松分布
得到的结果有待进一步验证.

3.2 爆发特性生成机制

3.2.1 爆发特性与泊松过程

将事件到达速率为λ的泊松过程中相邻事件间

隔时间记为τ ,则τ服从参数为λ的指数分布,即

P (τ) = λe−λτ , τ > 0.

随着间隔时间 τ的增大,其出现的概率呈指数下降,
导致泊松过程中的事件间隔时间彼此差异较小,几乎
不会出现差异较大的间隔时间,这实际上是无记忆性
的体现.若一个随机变量X是无记忆的,则有

∀s, t ⩾ 0, P (X > s+ t|X > t) = P (X > s).

记此随机变量的累计分布函数为F (x),则等价地有
1 − F (s + t) = (1 − F (s))(1 − F (t)).而对于定义
在非负实数域上的f(x),若f(s + t) = f(s)f(t),则该
方程的右连续解只有f(x) = e−λx,其中λ为任意常

数,这使得满足无记忆性的非负连续随机变量只能服
从指数分布.
对于具有爆发特性的过程,事件间隔时间具有明

显的差异性.在一段时间内事件频繁发生,间隔时间
较短;此后可能长时间内无事件发生,该现象与泊松

过程事件产生的模式有明显区别.泊松过程的事件
间隔时间服从指数分布,而通常具有爆发特性的过程
中事件间隔时间服从幂律分布,即P (τ) ∼ τ−γ , γ >

0.幂律分布在长时间间隔处的衰减速度远小于指数
分布,方差也会较大.若分布在非负实轴上取非零值
且γ < 3,则此时分布方差的理论值为无穷,这表明不
仅长间隔时间出现的概率增高,并且间隔时间之间的
差异性也会增大.
3.2.2 间隔时间与排队系统

在描述同一种事件发生规律的情况下,由于事件
间隔时间和等待时间 (waiting time)描述对象相同,一
般对二者不作区分,但对于描述多种事件情形,需对
二者进行区分对待[53].在某人收发电子邮件的例子
中,以此人回复一封邮件为事件,他回复一封邮件到
回复下一封邮件的时间差称为事件 (回复邮件)间隔
时间.而对于一封具体的邮件,它被接收到被回复之
间的时间差称为此邮件的等待时间.一般而言,事件
间隔时间多用于描述两个具体动态的事件,等待时间
描述维持某一状态的时长,很多情况下二者可用于描
述同一对象.
探究爆发特性的生成机制本质上是探索事件间

隔时间的规律.为此,对排队系统及等待时间相关的
模型和结论进行简要介绍,首先介绍排队系统的基本
组成部分如下:

1)服务器:指维护队列并执行任务的个体.在排
队论中,可以让多台服务器同时执行任务,而人的行
为建模中一般假定为单一服务器,即个体只负责执行
自己列表上的任务.

2)任务到达规律:排队论中通常假设任务的到
达是一个参数为λ的泊松过程,即各任务彼此独立且
以速率λ到达队列.

3)服务过程:指定执行单个任务所需时间,并假
设为参数µ的泊松过程,从而各任务的时间间隔服从
指数分布.另外,假设服务时间与任务到达过程或优
先列表上的任务数量无关.

4)选择协议/队列规则:指定队列中任务选择执
行的方式,刻画人类行为中常见的选择协议为先到
先得 (first in first out, FIFO),而后进先出 (last in first
out, LIFO)在存储系统中较为常见.

5)队列长度:一般排队模型假设队列容量是无
限的,且队列长度可以根据单个任务的到达和执行速
度动态变化.在某些排队模型中,队列长度受物理限
制,例如,人类面对太多任务时会放弃部分或不再接
受其他任务,或者由于即时记忆能力有限导致任务列
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表长度有限.
3.2.3 优先级排队模型

优先级排队模型是一类与等待时间相关的系统

模型,其基本思想为:每个顾客到达队列时赋予其一
个优先级,系统按照当前队列中顾客的优先级从高到
低的顺序对顾客进行服务.根据优先级的分布形式
可将模型分为离散优先级模型和连续优先级模型.

1)离散优先级模型.
Cobham[54]首先研究了M/M/1系统在优先级

p (p = 1, 2, . . . , r)取有限离散值模式下队列中优先

级为 p的顾客的平均等待时间.基于总是优先级最
高的顾客被系统服务,相同优先级的顾客按照到达
的先后顺序服务的假定, Cobham得到了平均等待时
长τ与到达率λ和处理率µ之间的理论关系式.特别
地, Abate等[55]得到了r = 2时低优先级顾客等待时

间的累积分布函数 P̃ (τ)的近似表达式

1− P̃ (τ) ∼ τ−αe−βτ ,

其中α = 3/2.在一些特殊参数选择下,也可以得到α

为0或0.5,β为λ和µ的关系式.
2)连续优先级模型.
Cohen[56]给出了M/G/1系统在优先级从连续

分布ρ(x) = U [0, 1]中随机采样的模式下,等待时间
τ与优先级p的联合分布密度W (τ, p)的积分表达式.

对于连续优先级模型, Vázquez等[45]给出了不同

条件下的数值分析,记任务到达速率和任务处理速率
之比ρ = λ/µ为流量强度,有:

1 亚临界状态ρ = λ/µ < 1:若任务到达速率
λ小于处理速率µ,即任务到达队列后都能很快被执
行,则多数时候队列中不存在任务.仿真结果表明,当
ρ < 1时等待时间分布呈现指数衰减,当ρ → 1时等

待时间呈现尺度参数α = 3/2的具有指数截断的幂

律形式.
2 临界状态ρ = λ/µ = 1:若任务到达速率λ等

于处理速率µ,则队列长度 l以0为界随机波动,优先
级最低的任务会等到队列长度 l = 0时才会执行,此
时随机波动的返回时间τ服从P (τ) ∼ τ−3/2.

3 超临界状态 ρ = λ/µ > 1:若任务到达速
率λ大于处理速率µ,则队列长度与时间存在线性关
系, ⟨l(t)⟩ = (λ − µ)t成立.超临界状态存在永远不
会被解决的任务,使得大部分任务会永远处在队列
中,等待时间为无穷长,并且由于一些等待时长无法
统计,导致统计到的等待时间分布集中于较短的时间
间隔.

假设每个个体有一个长度为L的任务清单,每个

任务被赋予一个优先级xi (i = 1, 2, . . . , L),且这些优
先级均从同一个分布ρ(x)中独立随机采样得到.基
于此, Barabási提出了优先级队列模型 (称为Barabási
优先级模型)[25,27]:

1)在每个离散时间步,个体都选择其任务清单上
优先级最高的任务并在该时间步立即完成,然后将此
任务移出清单;

2)随即添加一项新的任务进入清单,保证清单长
度L不变,新添加任务的优先级仍从分布ρ(x)中随机

采样获得;
3)进入下一时间步并重复上述步骤.
为了研究模型属性,首先将该模型进行拓展,选

择任务的规则更改为:以固定概率p选择优先级最高

的任务执行;以概率1 − p从L个任务中均匀随机选

择一个任务执行.对于该拓展模型,当p → 1时任务

选择准则为最高优先级执行准则,当p → 0时为均匀

随机执行准则.下面将上述拓展模型视为采用概率
不均匀的随机任务执行准则进而分析该模型的任务

等待时长分布:每个时间步选择优先级为x的任务执

行概率为Π(x) = xγ
/ L∑

i

xγi ,其中γ是一个可调整

常数.当γ = 0时,所有L个任务被选择执行的概率相

同,对应上述p → 0的情况;当γ = ∞时,优先级最高
的任务被选择执行的概率为1,其他任务为0,对应上
述p → 1的情况.注意到,采取这种方式只能近似刻
画p → 1和p → 0的情况,不适用其余0 < p < 1的情

况.
在此近似模型下,任务等待时间分布为

P (τ) =
1

γ

ρ(τ−1/γ)

τ1+1/γ
.

当γ → ∞时,有P (τ) ≈ τ−1,对应模型中最高优先级
执行准则的情况.当γ = 0时, τ与x无关,有

P (τ) = (1−Π)τ−1Π =
1

L

(
1− 1

L

)τ−1

,

此时对于较大的L和 τ ,该分布可近似为参数1/L的

指数分布.
特别地, Vázquez[57]给出了队列长度L = 2时任

务等待时间分布的数学推导,得到

P (τ) =



1− 1− p2

4p
ln 1 + p

1− p
, τ = 1;

1− p2

4p

[(1 + p

2

)τ−1

− 1− p

2

τ−1] 1

τ − 1
,

τ > 1.

对于上式,当p→ 0时,有

lim
p→0

P (τ) =
(1
2

)τ

;



第6期 李阿明等: 时序网络构建的理论和方法 1483

当p→ 1时,有

lim
p→1

P (τ) =


1 +O

(1− p

2
ln(1− p)

)
, τ = 1;

O
(1− p

2

) 1

τ − 1
, τ > 1.

此时,几乎所有任务的等待时间均为τ = 1,而没有被
一步执行掉的任务等待时长服从幂律分布,且幂指数
为−1.

4 典型的构建理论与方法

4.1 活跃度驱动模型

不同于静态网络生成模型,如优先链接模型、
配置模型等, Perra等[58] 提出的活跃度驱动模型

(activity-driven model, AD模型)是一种简单的时序网
络生成模型,即网络结构随时间动态变化,使网络节
点间的交互存在时序信息.活跃度驱动模型通过如
下方式构建离散的时序网络序列:假设网络规模固
定为N ,且每个节点 i (1 ⩽ i ⩽ N)被赋予一个激活

概率ai = ηxi,此概率表示在单位时间内该节点与其
他节点产生交互的概率.其中η为归一化常数,确保
每个节点在固定时间间隔∆t内的激活概率ai∆t ∈
[0, 1],同时也可控制网络中单位时间内激活节点的平
均数量;xi从一个概率密度函数为ρ(x)的分布中抽

取,且 ϵ ⩽ xi ⩽ 1.为了避免ρ(x)在x = 0处出现发

散的情况,约束xi ⩾ ϵ.每个节点的激活概率ai分配

后不再改变,具体的网络生成过程如下.
step 1:在每个时间步 t,网络以N个孤立节点为

初始状态.
step 2:每个节点 i以相应激活概率 ai∆t变为活

跃状态,以概率1 − ai∆t处于非活跃状态,其中∆t为

相邻两个时间步的固定时间间隔.各个节点的激活
过程相互独立,且每个处在激活状态的节点产生m

条无向边,并随机选择m个其他节点相连.
step 3:到下一个时间步 t + ∆t,网络仍以N个孤

立节点为初始状态,并重复step 2.
处于非活跃状态的节点虽不能主动产生连边,但

可以被其他活跃节点选择连接.每个离散时间步形
成的网络称为 t时间步的网络切片 (snapshot),合并网
络切片序列形成的网络为静态聚合网络 (图2(a)最上
面部分).即聚合网络中节点 i和 j存在连边,当且仅
当存在某个时间步 t,使得该时间步的网络切片中节
点i与j间存在连边.
对于每个时间步t的网络切片,其平均度为

⟨k⟩t = 2m⟨a⟩ = 2mη⟨x⟩,

其中 ⟨a⟩ =
w
ηxρ(x)dx = η⟨x⟩为激活概率的均值.

记截止到T时刻形成的聚合网络为GT ,节点i在聚合

网络中的度为ki(T ),则当网络规模N充分大且T/N

充分小时,可近似得

ki(T ) = N(1− e−Tmηxi/N ). (9)

由式 (9)可以看出,聚合网络中节点的度与其激活
概率为近似的线性关系.直观地,一个节点的激活
概率越高,其激活的平均次数与其链接的总边数也
呈比例增高,故节点的度呈现近似线性增长的趋势.
根据节点的度及其激活概率之间的单调关系可知,
PT (k)dk ∼ ρ(x)dx,从而得到

PT (k) ∼
1

Tmη
ρ
( k

Tmη

)
.

因此,聚合网络的度分布与激活概率的分布基本相
同,相差一个缩放系数.为了得到具有幂律度分布的
聚合网络,应选择激活概率分布 ρ(x) ∝ x−γ ,其中
ϵ ⩽ x ⩽ 1, γ > 2.此时活跃度驱动模型生成的聚合
网络度分布近似服从幂律分布,且幂指数为γ.活跃
度驱动模型生成网络结构的更多特性参见文献[59].

从活跃度驱动模型的网络生成机制可以看出,各
个时间步生成的网络切片是相互独立的,导致真实世
界网络切片间的相关性无法在该模型中体现.另外,
在每个离散时间步,网络中各节点 i均以相同的激活

概率ai∆t变为活跃状态,与其他节点产生交互.此时
节点 i在相邻活跃状态间的时间间隔服从几何分布,
特别地,当∆t → 0时近似服从指数分布,从而每个节
点的激活可看作一个泊松过程,不具有爆发特性.活
跃度驱动模型中假设节点间交互的持续时长为固定

间隔时间∆t,具有较强的约束性.此外,聚合网络呈
现幂律度分布的结果是建立在N充分大以及T/N

充分小的基础上,若网络持续演化,即T不断增大,则
最终聚合网络将收敛至平凡的N阶完全图.因此,活
跃度驱动模型虽然生成机制简单,但其具有较大的约
束性,缺乏一般的时序网络交互机制与特征 (如爆发
特性).

4.2 记忆性活跃度驱动模型

活跃度驱动模型生成的时序网络中网络切片间

是相互独立的,与真实数据集中反映出网络序列间的
相关性不相符.例如,在人类的行为活动中,人们出行
更倾向于曾经到访过的地方[60],人们的社交活动更
倾向于在自己的朋友间展开.因此为了刻画网络序
列间的相关性,后续一些研究对活跃度驱动模型进
行拓展,使当前时间步形成的网络切片依赖于历史
网络中的交互信息,特别是邻居节点信息.这些网络
生成模型称为记忆性活跃度驱动模型 (activity-driven
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model with memory).
在活跃度驱动模型的基础上, Karsai等[61]提出

了记忆性扩展模型,具体的模型实现如下:将活跃度
驱动模型的step 2改为

step 2’:在当前时间步 t,记节点 i在聚合网络

Gt−1中的度为ki,若以其激活概率ai∆t变为活跃状

态,则将连接m条边至其他节点,其中每条边以概率
c/(ki + c)随机连接非邻居节点集中的一个,以互补
概率ki/(ki + c)随机连接一个曾经的邻居节点,其中
c > 0为模型参数,可根据具体数据而定.对于该模
型,在N充分大以及T/N充分小的条件下,聚合网络
GT的度分布形式并未改变,但网络序列间相关性使
网络上的动力学行为发生显著改变.例如,在含记忆
性的网络中,网络最大连通分支规模的增长速度会显
著慢于传统无记忆性活跃度驱动模型,网络上的谣言
传播速度相比于活跃度驱动模型有明显下降.该结
论与大众普遍认知一致,因为网络节点更倾向与邻
居节点交互,从而使得节点向外扩张的速度减慢,所
以更多的交互会保持在邻居内部,而不倾向于向外扩
散.
对于记忆性活跃度驱动模型, Kim等[62-63]进一

步拓展,具体实现如下:将活跃度驱动模型的step 2改
为

step 2”:在时间步 t,若节点 i以其激活概率ai∆t

激活且为第 1次激活时,将与网络中的其他节点随
机连接一条边.若节点 i并非第1次激活,则节点 i以

概率Asi(t)
−β随机连接一个未曾连接过的节点;以

互补概率 1 − Asi(t)
−β选择一个曾经的邻居节点

j连接,且选择节点 j的概率为Πij(t) = wij(t)
/

∑
l∈Ni(t)

wil(t).其中:Ni(t)为截止到时间 t节点 i曾经

的邻居节点集,wij(t)为节点 i与 j从初始时刻到当

前时刻 t的交互次数.概率Asi(t)
−β中:A > 0;β ∈

[0, 1]为模型参数; si(t)为节点 i在时刻 t的交互总强

度,即到时刻 t节点 i产生链接交互的总次数.具体
地,Aij(t)为节点 i与 j在 t时间步发生链接交互的指

示变量,取值为1表示产生交互链接,反之取值为0,则
有

si(t) =

t∑
t′=0

N∑
j=1

Aij(t
′), wij(t) =

t∑
t′=0

Aij(t
′).

相比于Karsai等[61]提出的记忆性活跃度驱动模

型,此模型给出一个可调控的记忆程度参数β,β = 0

对应无记忆情形,β > 0表示记忆的影响程度.其
次,此模型表明节点在邻居间的选择存在差异,交互
越频繁的邻居在未来被链接的可能性越大.当网络

规模充分大时,此网络生成模型对应静态聚合网络
中节点的度近似服从幂律分布P (k) ∼ k−γk , γk =

(γ − β)/(1− β),其中γ为激活概率分布的幂指数.此
外,节点交互强度s和连边权重w也有近似的幂律分

布形式P (s) ∼ s−γs ,P (w) ∼ w−γw , γs = γw = γ.
对活跃度驱动模型的记忆性扩展使得生成网络

序列具有非马尔可夫性,具有更强的现实意义.然而,
具有记忆性的模型在其他方面仍然与活跃度驱动模

型存在相同的问题,例如网络中节点的活跃方式仍然
近似为泊松过程,且当网络演化时间充分长时,聚合
网络仍将收敛到全链接结构.

4.3 吸引力活跃度驱动模型

在活跃度驱动模型中加入对历史交互信息的记

忆可以使生成的网络序列具有相关性,但是这种记
忆性的机制是针对网络局部实施的.在真实数据中,
很多时序的交互信息无法通过局部作用机制来解释

和编码.例如,在社交网络中,人们通常会以更高的
概率与知名用户进行交互,这也是其影响力和流行
度的体现,这种行为是一种全局作用影响的结果,而
非局部的作用机制.在活跃度驱动模型中,每个节点
i (1 ⩽ i ⩽ N)被赋予一个激活概率ai,用于刻画该节
点产生交互的倾向或意愿,而交互对象的选择方式是
随机的.基于此, Alessandretti等[64]基于活跃度驱动

模型对每个节点引入一个吸引力特征bi,通过全局作
用的影响改变激活节点选择交互对象的方式.具体
的吸引力活跃度驱动模型实现 (activity-driven model
with attractiveness)如下.
在活跃度驱动模型的基础上,每个节点 i不仅

被赋予一个激活概率 ai,而且被赋予一个吸引力
bi, (ai, bi)从联合分布H(a, b)中对不同的节点独立

抽取.一般而言,激活概率a与吸引力 b是相关的,将
活跃度驱动模型的step 2改为

step 2”’:在每个离散时间步,节点 i以概率 ai∆t

变为活跃状态,并连接m条边到其他节点,其他任一

节点j被一条边选择链接的概率为bj

/ N∑
i=1

bi.

这里吸引力的作用方式实际上与优先链接机

制相同,节点获得连边的概率与其吸引力呈线性关
系.一般而言,吸引力的幂律分布会导致聚合网络度
的幂律分布.

4.4 基于静态网络属性的时序网络构建

活跃度驱动模型及其扩展模型通过给网络中的

每个节点赋予相应的激活概率来促使节点间交互,生
成网络切片序列.由于模型中每个节点所赋予的激
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活概率始终保持不变,在∆t → 0时每个节点的活跃

间隔时间服从指数分布,整体的活跃模式可视为泊松
过程.通过对大量真实数据的研究表明,时序网络中
发生在节点上的事件和边上的事件间隔时间均服从

爆发特性 (图2(b)∼ (e)).因此活跃度驱动模型虽然在
一定程度上通过节点间参与交互倾向的异质性刻画

了网络拓扑结构的异质性,但是网络中每个节点的活
跃模式与真实数据所反应的现象有着显著区别.近
年来,许多研究关注能同时产生网络拓扑结构的无标
度特性和网络节点活动模式爆发特性的时序网络模

型.然而,通过动态方式生成同时具有这两种特性的
网络仍是一个困难且悬而未决的问题,许多研究通常
假设对应的静态网络已具有无标度特性,并在此基础
上探究节点和边产生爆发特性的动力学模式.
4.4.1 DLM模型

Fonseca等[65]提出了基于已有的静态网络结构

可以同时产生节点活动和边活动间隔时间服从重尾

分布的Dos-Li-Masuda(DLM)交互模型.需要说明的
是,节点和边的活动同时呈现出爆发特性这一现象不
是平凡的,因为节点上的活动是其所有连边上活动的
叠加.若节点 i每条连边的交互均是独立的且具有爆

发特性,即每条边上的交互间隔时间均为幂律分布,
则叠加形成的节点 i的交互模式将是近似泊松过程

而非幂律的,这表明节点和边同时存在的爆发特性可
能源于边上交互事件的相关性.基于此, Dos等假设
每个节点都存在高活跃度和低活跃度两种状态,当处
于高活跃状态时,节点的每条连边上都更有可能产生
交互,而处于低活跃状态时,每条连边上的交互以较
低的概率发生,节点在两个状态间的转换由一个连续
时间两状态的马尔可夫链控制,这样可以使得节点 i

每条边上的交互与节点所处的状态产生相关性,具体
的模型实现如下.
记节点的高活跃度状态为h,低活跃度状态为 l,

每个节点由状态h转换为 l的转移速率为rh→l.相对
地,由状态 l转换为h的转移速率为rl→h,且各个节点
的状态转换相互独立.如果两相邻节点 i和 j都处在

状态h,则此时两节点连边 (i, j)上交互的发生服从

速率为λh的泊松过程;如果至少有一个节点处在 l状

态,则连边上交互的发生服从速率为λl的泊松过程,
其中λl < λh.由构造的连续时间马尔可夫链可知在
平稳状态下,网络中一节点处于h状态的概率为

p⋆h =
rl→h

rl→h + rh→l
.

对于网络中的任一条边而言,其上发生交互的间隔时
间分布取决于该边两端节点的状态组合.当两端节

点的状态组合为 (h, h)时,边上交互的时间间隔服从
参数为λh的指数分布,其他情形下服从参数为λl的

指数分布,所以边上交互间隔时间τ的分布为混合指

数分布,其概率密度函数可表示为

P (τ) =
λhp

⋆
h
2

Ω1
λhe−λhτ +

λl(1− p⋆h
2)

Ω1
λle−λlτ ,

其中Ω1 = λhp
⋆
h
2+λl(1−p⋆h

2).类似地节点的交互间
隔时间也为多个指数分布的混合.注意到,虽然边与
节点的交互模式最终用混合指数分布刻画而非幂律

分布,但从变异系数(coefficient of variation, CV, CV =√
⟨τ2⟩/⟨τ⟩2 − 1)的角度看,这样的混合分布呈现出
重尾分布的特点,即变异系数皆大于 1.其分布的异
质程度比指数分布高,并且λl/λh越小,该模型得到的
边与节点的交互间隔时间分布的CV值越高.
模型给出了一个使得时序网络中节点与边上的

交互间隔时间均服从重尾分布的潜在机制,但其不
足之处在于基于静态网络结构的前提,并没有给出时
序网络结构演化的机制,而且通过该模型最终得到的
节点和边的交互模式服从混合指数分布,并非幂律分
布.
4.4.2 HMLJ模型

Hiraoka等[66]基于静态网络结构提出了一种使

节点和边的活动均具有爆发特性的Hiraoka-Masuda-
Li-Jo(HMLJ)交互模型. DLM模型[65]首先确定了边

上的交互模式,通过边上交互的叠加得到节点的交互
模式,而HMLJ模型[66]首先确定节点的交互模式,并
通过各个节点的状态推出各边的交互模式,该模型实
际上是对活跃度驱动模型节点交互方式的扩展.由
于活跃度驱动模型中每个节点的激活概率始终保

持不变,从而导致节点的活跃交互模式服从泊松过
程.为了使节点的活跃打破泊松过程的形式,最直接
的想法是使节点的激活概率随时间变化.基于此,具
体的模型实现如下.
对网络中的每个节点 i (1 ⩽ i ⩽ N)都赋予一个

激活概率λi ∈ [0, 1],λi从某个分布F (λ)中独立随机

抽取,其中F (λ) ∼ λα−2, α > 2.在每个离散时间步,
节点 i以概率λi变为活跃状态,以概率1 − λi变为非

活跃状态.当节点为活跃状态时,将从分布F (λ)中重

新抽取相应的激活概率λi,并在下一时间步以新的概
率λi激活.对于边上的交互模式, HMLJ模型提供了
两种具体方法:

1)当某一节点激活时,它将与其邻居中所有同时
激活的节点交互;

2)当某一节点激活时,它将随机挑选一个其邻居
节点中同时激活的节点进行交互.
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两种方法对边上的交互提出了不同的模式,但最
终节点和边上的交互间隔时间均服从近似幂律分布,
且有概率密度函数

Pvertice(τ) ∼ τ−α, Pedge(τ) ∼ τ−α,

其中α > 2,与激活概率分布F (λ)中的α相同.
实际上,该模型中节点的活跃方式可以看作分段

的泊松过程,每一段具有不同的速率,而速率则从分
布F (λ)中随机抽取,F (λ) ∼ λα−2的形式源自文献

[67].相比于DLM模型[65],该模型得到的节点和边上
共同的爆发行为服从幂律,而非混合指数分布.

4.5 吸引力动力学模型

针对面对面网络中的人类互动现象, Starnini
等[68]建立模型解释了人类活动的爆发特性,即个体
或群体之间的持续互动时间和同一个体连续两次互

动的时间间隔服从重尾分布.现有的模型大多试图
阐明人类选择任务机制与人类行为中爆发现象的联

系, Starnini等基于空间临近性影响个体间的相互作
用进行建模.基于社会网络的异质性,首先假设不同
个体对邻居的吸引力不同而导致他们与邻居的互动

程度不同,并根据真实数据进一步假设并非所有个体
都同时存在于系统中,它们可以选择进入或退出一个
活跃状态,活跃个体可以选择随机游走或者与邻居互
动.基于上述假设, Starnini等提出的模型如下.

step 1:在边长为L的正方形区域中放入N个个

体,此时密度ρ = N/L2,且所有节点间不存在交互.
step 2:对每个个体 i,从分布 η(r)和 ζ(a)中随机

选择ri和ai表示该个体对邻居的吸引力和个体自身

的活跃度,其中 ri, ai ∈ [0, 1).每个个体的邻居定义
为与其欧氏距离小于等于d的所有个体.

step 3:在每个时间步t,对于个体 i,若当前时间步
其不存在交互行为,则该个体以概率ai变为活跃个

体,以互补概率1 − ai为不活跃个体;若当前时间步
存在交互行为,则默认其为活跃个体.

step 4:活跃个体i以概率pi(t)朝随机选择的方向

ξ ∈ [0, 2π)移动距离v,以概率1 − pi(t)保持当前位

置,其中pi(t) = 1−maxj∈Ni(t) {rj},Ni(t)为t时刻个

体 i的邻居集.每个个体基于当前位置更新其邻居集
合,活跃个体 i与其邻居j以概率rj产生交互.已产生
的交互当且仅当交互双方的距离大于d时自动断开.

step 5:重复step 3和step 4.
在此框架下,个体在二维空间随机游动的同时与

其他个体进行不同时长的互动.该模型因具有无后
效性等特点被视为马尔可夫过程,整个动力学系统
主要取决于碰撞概率pc = ρπd2、活跃度分布ζ(a)、

吸引力分布η(r).通过数值模拟并与真实数据比较,
Starnini等[68]发现两个体互动持续时间∆t和同一个

体两次连续互动间隔时间 τ的分布与真实数据相吻

合,均服从重尾分布.
该研究框架进一步帮助人们认识了面对面互动

网络中的人类行为特性,与之前的工作相比,研究模
型不受内部参数的影响,表现出良好的稳定性以及与
经验数据的高度一致性.未来的研究可以基于该模
型进行更深入地探讨,将其扩展到更一般的情况进一
步讨论面对面互动网络中的人类行为特性.

活跃度驱动模型通过赋予每个节点不同的活跃

度从而控制节点产生交互的时间和次数,当活跃度分
布为幂律时,生成的聚合网络度分布也服从幂律,即
生成的聚合网络为无标度网络.该模型因其机制简
单受到广泛关注,然而其具有较大的约束性,缺乏一
般的时序网络交互机制与特征 (如个体交互的爆发
特性).记忆性活跃度驱动模型在活跃度驱动模型的
基础上引入对曾经交互的记忆,用来指导节点的下一
次交互,使交互对象的选择具有非马尔可夫性,更符
合现实特征.吸引力活跃度驱动模型则是在活跃度
驱动模型的基础上,通过赋予节点不同的吸引力指
导时序网络中节点的交互对象选择.这里吸引力的
作用方式实际上与优先链接机制相同.以上模型都
旨在生成具有聚合无标度特性的时序网络,缺乏对
节点交互的时序爆发模式.基于静态网络属性的时
序网络模型在给定聚合网络无标度结构的基础上,刻
画节点间交互的爆发模式.从而使得生成的时序网
络序列既满足聚合静态网络的无标度特性又符合个

体交互的爆发特性.然而,如何通过动态方式生成同
时具有这两种特性的网络仍是一个公开的难题.吸
引力动力学模型则是通过规定每个个体随机游走的

机制直接刻画人类社会面对面交流网络中的互动现

象.该研究模型不受内部参数的影响,表现出了良好
的稳定性以及与经验数据的高度一致性.

5 时序网络上系统动力学

时序网络近年来成为研究热点的原因不仅仅在

于其网络拓扑结构相较于传统静态网络而言随着

时间动态演化,更在于时序网络上系统动力学行为
显著有别于其对应的静态聚合网络上系统动力学行

为.以下仅通过时序网络上信息扩散、博弈策略演化
为例作简要介绍,有关传染病传播或系统控制可参见
相应文献[7,10].

Li等[22]基于群体间的真实个体动态交互数据构

建了随时间演化的时序网络,并基于经典囚徒困境模
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型研究了时序网络上群体策略的演化.通过与对应
的聚合静态网络上群体博弈行为进行对比发现,时序
网络较相应的静态网络能够促进群体合作行为的涌

现.根据传统研究结果,群体合作行为的涌现往往依
赖于合作策略形成相应的团簇 (cluster)从而抵御个
体最优策略,即纳什均衡策略的入侵,而连通的静态
网络为团簇的形成提供了天然的有利条件.但该文
发现,随着时间动态演化的时序网络虽然网络连边在
动态变化,但不妨碍合作行为的涌现,结论较为反直
观,提供了研究真实动态演化系统中群体行为涌现的
新的视角.进一步,作者还指出时序网络系统中个体
交互的爆发特性并非是时序网络较传统静态网络促

进合作行为涌现的本质原因;相反,爆发特性反而能
够促进纳什均衡策略 (即囚徒困境中的纯策略—–背
叛策略)的演化,这也充分体现了时序网络上系统动
力学行为的复杂性.根据所定义的网络瞬时性,即网
络切换速度的快慢,该文进一步指出,中等时间尺度
的网络演化速度能够使得时序网络最为促进群体合

作行为的涌现.一般而言,时序网络上群体博弈、信息
传播、传染病传播等系统动力学行为,可建模为网络
节点与边状态动态演化动力学.根据传染病传播动
力学理论,成功预测了时序网络上群体合作行为的演
化趋势,并给出纳什均衡策略在时序网络上得以演化
的数学条件,进一步揭示了群体最优策略在动态博弈
场景中得以演化的科学机理.
针对时序网络上信息扩散, Scholtes等[9]发现时

序网络中交互序列间的因果关系,即交互产生的先
后顺序与相关性,可以影响时序网络上扩散过程的
传播速度.实际上,这是由于交互序列间的因果关系
可能使得时序网络的连通性增强或削弱,从而导致其
上的扩散过程加速或减慢.此外,提出一种基于高阶
交互的马尔可夫模型预测时序网络中因果关系驱动

的扩散速度变化.与静态网络不同,时序网络中的连
边具有时间尺度,每一条边的出现与消失都有相应
的时间序列,因此在聚合网络中存在的连边通路并
不一定在时序网路中存在.例如在聚合网络中存在
(a, b)与(b, c)连边,则导致有一条从a到c的路径a →
b → c.然而在时序网络中,这条路径的存在进一步要
求 (a, b)出现在 (b, c)之前,且相隔时间在一定的阈值
内.这样的因果逻辑使得时序网络结构随时间演变,
且这样的变化通常是非马尔可夫的. Scholtes等利用
线图 (line graph),将原有向网络中的连边视为新的节
点,新节点间的连边为原网络连边间存在的先后因果
关系,构造一个二阶聚合网络.利用在该高阶网络上

的马尔可夫过程,近似在原网络上进行非马尔可夫过
程.设在高阶聚合网络上随机游走的转移矩阵为T ,
在原聚合网络上的随机游走转移矩阵为 T̃ .由于对一
个具有特征值1 = λ1 > |λ2| > |λ3| ⩾ . . . ⩾ |λn|
的转移矩阵,可以证明使得其定义的随机游走在k步

后的访问概率分布 πk与平稳分布 π的全变差距离

∆(πk, π) :=
1

2

∑
|(π)v − (πk)v| < ϵ的步数 k与

1/ ln(|λ2|)成正比,定义由因果关系驱动的收敛速度
变化为

S∗(T ) := ln(|λ̃2|)/ ln(|λ2|),

其中λ2、̃λ2分别为T和 T̃模度量意义下的第2大特征
值.当S∗(T ) > 1时,时序网络因果关系加速扩散过
程,反之则减缓.
进一步, Masuda等[8]发现,与所有链接均同时存

在的静态网络相比,流行病的传播或扩散等动态过
程会因为时序网络拓扑结构的持续切换而减慢.直
观上,将静态聚合网络解构为一系列瞬时网络切片
会使得网络的连通性减弱,从而降低扩散速度.事实
上,通过研究时序网络上扩散过程的拉普拉斯频谱,
并将其与相应的聚合网络进行比较,发现两者具有
相同的特征空间,但前者的特征值小于后者.设网络
节点集为V = {1, 2, . . . , N},边集为E ⊆ {{i, j} :

i, j ∈ V, i ̸= j},节点 i的邻居集为Ni = {j ∈ V :

{i, j} ∈ E}.于是静态聚合网络上的扩散过程描述为
ẋi = |E|−1

∑
j∈Ni

(xj−xi).其中:xi为节点i的状态, |E|

为边集的元素个数即聚合网络的连边总数.写作向
量形式为

ẋ =M∗x,

其中为M∗非负,为重缩放后的拉普拉斯矩阵

M∗
ij = |E|−1


1, {i, j} ∈ E;

−|Ni|, i = j;

0, otherwise.

时序网络中,假设每时刻扩散过程仅发生在一条边
e ∈ E上,并持续一段时间τ ,则有发生扩散的边序列
e0, e1, e2, . . .,此时扩散过程可描述为

ẋ(t) =Mer(t)x(t).

其中

r(t) = ⌊t/τ⌋.

M
(v,w)
ij =


1, {i, j} = {v, w};

−1, i = j, i ∈ {v, w};

0, otherwise.
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当每次都选择从边集E中随机抽取一条边发生

扩散时,扩散的平均状态可以表达为

⟨x(t+ τ)⟩ = |E|−1
∑
e∈E

exp(τM (e))⟨x(t)⟩.

记 T̂ = |E|−1�
∑
e∈E

exp(τM (e)),则此时等效的交互

矩阵可写为M̂ = τ−1 ln T̂ .又因 (M (e))2 = 2M (e),
故 exp(τM (e)) = I + α(τ)M (e),其中 α(τ) =
1− exp(−2τ)

2
.于是有

T̂ = |E|−1 :
∑
e∈E

exp(τM (e)) =

I + α(τ)|E|−1 :
∑
e∈E

M (e).

进一步得

M̂ = τ−1 ln[I + α(τ)M∗].

可以看到,时序网络上扩散过程的拉普拉斯频谱与相
应的聚合网络具有相同的特征空间,其特征值有如下
关系:

µ̂ = f(µ∗, τ) = τ−1 ln[1 + α(τ)µ∗].

于是,时序网络上扩散过程的拉普拉斯频谱的特征值
随τ的增大而减小,扩散速率整体下降.

6 总结与展望

因随着时间演化的时序网络对其上各类系统动

力学分析及系统控制的影响,越来越多的研究人员
开始关注时序网络相较于传统静态网络所独有的特

性.在取代传统上基于有限的个体真实交互数据来
构建具有典型特征的时序网络的同时,已有研究往往
先假定构建模型中已经带有某种典型特性.此类模
型所带来的系统性误差使得时序网络的构建无法像

经典静态网络构建模型那样仅仅依赖于个体交互的

基本规则.后续研究应重点关注如何基于基本的规
则生成同时具备典型特性的时序网络,且定量探究刻
画网络特性关键参数间的数学关系.

2021年诺贝尔物理学奖授予了意大利科学家
Giorgio Parisi等人,以表彰他们对理解复杂系统理论
的开创性贡献.如何从过去二十多年来网络科学的
研究成果出发,将复杂系统的拓扑结构加入时间演化
的维度,将是复杂系统研究中不可回避的重要科学问
题.当然,时间维度的引入在丰富传统研究结果的同
时,复杂网络化系统的结构分析以及相关的群体智能
理论、分布式决策与控制理论等前沿基础科学问题

也面临重要挑战.例如,当多个智能体在复杂时序网
络化场景中彼此对抗博弈时,如何分析系统的网络结
构特征、建立系统演化动力学、设计智能体的决策交

互准则、控制系统沿着期望轨迹演化等问题均具有

极大的挑战性.同时,这也是我国《新一代人工智能
发展规划》中“群体智能理论”“自主协同控制与优

化决策理论”等基础理论研究中的核心科学问题.
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