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摘 要: 二型模糊集 (type-2 fuzzy set, T2FS)是将模糊集中的隶属函数拓展为一型模糊集而产生的集合,其具有表
示更深层次不确定性的优势,能够极大程度地增强对客观世界不确定性的刻画能力.因此,近年来围绕二型模糊
环境下的决策理论与方法研究得到了蓬勃发展.鉴于此,对二型模糊决策理论与方法进行系统性综述,梳理该领
域的发展脉络,阐明现有工作的研究态势,总结二型模糊信息集成与决策的主要研究成果.首先,介绍二型模糊集
的发展历程和基础理论研究现状;然后,分别针对基于二型模糊信息的决策基础理论 (信息融合理论、偏好关系理
论和测度理论)以及决策方法的研究现状进行概述;最后,对二型模糊决策理论与方法的未来研究方向进行展望.
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Type-2 fuzzy decision-making theories and methodologies: A systematic
review
QIN Jin-dong1,2†, XU Ting-ting1

(1. School of Management，Wuhan University of Technology，Wuhan 430070，China；2. Research Center for Data
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Abstract: The type-2 fuzzy set is a set produced by expanding the membership function of fuzzy set into the type-1 fuzzy
set. With the advantage of expressing deeper uncertainty, it is able to greatly enhance the description of uncertainty in
the objective world. Therefore, the research on decision-making theories and methods in the type-2 fuzzy environment
has been booming in recent years. This paper systematically surveys type-2 fuzzy decision-making theories and methods,
sorts the development of this field, clarifies the research trend of existing work, and summarizes the main research results
of type-2 fuzzy information aggregation and decision-making. Firstly, the development process and fundamental theory
research of the T2FS are introduced. Then, the research status of decision fundamental theories (information fusion theory,
preference relation theory and measure theory) and decision methods based on type-2 fuzzy information are summarized
respectively. Finally, prospects of future research directions of type-2 fuzzy decision-making theories and methods are
presented.
Keywords: type-2 fuzzy set；information fusion theory；preference relation theory；measure theory；decision-making
method

0 引 言

自 1965年Zadeh[1]提出模糊集 (fuzzy set, FS)的
概念以来,以模糊集理论为基础的应用学科,如模糊
拓扑学、模糊规划、模糊控制、模糊决策和预测等已

在工业、农业、军事、医学、信息科学、系统科学、计

算机科学、管理科学、工程技术以及自然科学的各个

领域得到了广泛应用,也产生了巨大的经济和社会

效益[2].其中Bellman等[3]于1970年在管理科学领域
旗舰期刊Management Science上发表的“Decision-
making in a fuzzy environment”一文中首次提出了模
糊决策 (fuzzy decision making)的概念,标志着模糊决
策正式成为模糊系统理论体系中的重要分支和组成

部分,也成为现代不确定决策科学领域发展的重要基
石.经过50多年的发展,模糊决策已经成为决策分析
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领域中发展最为活跃和迅猛的研究方向,吸引了越来
越多来自于不同领域学者们的研究关注,也随之产生
了一系列丰硕的科研成果[2,4-8].然而,随着社会经济
环境的日益复杂和不确定,模糊集在描述不确定决策
信息方面出现了一定程度的局限性.为了更好地刻
画和处理这些复杂决策信息的不确定性, Zadeh[9]在
1975年将传统模糊集中的隶属函数拓展为一型模糊
集 (type-1 fuzzy set, T1FS),并在此基础上提出了二型
模糊集的概念,其本质上是对模糊集进一步模糊化,
使得所产生的二型模糊集能够表示更深层次的不确

定性,极大程度地增强了对客观世界不确定性的处理
和刻画能力.
尽管二型模糊集的概念已经提出40多年,但是

由于二型模糊集本身在数学表示、几何呈现以及计

算效率等方面所具有的复杂性,很长一段时间内并未
引起国内外学者们的关注.直到2000年左右,在美国
南加州大学知名学者Mendel及其学生所做的许多基
础性、开创性工作[10-16]的大力推动下,二型模糊理
论的研究工作才逐渐成为不确定系统研究的热点领

域[2].特别是近20年来,伴随着二型模糊系统和词计
算理论研究的快速发展,二型模糊决策理论引起了越
来越多学者的关注,并在信息融合[8,10-11,17-26]、偏好关

系理论[27-40]、测度理论[12-15,41-56]和决策方法[5-7,55-76]

等方面取得了一大批优秀成果.简洁易懂的数学表
述、直观清晰的图形描绘以及简单方便的计算操作

仍然是二型模糊决策理论研究的重点和难点问题,而
区间二型模糊集(interval type-2 fuzzy set, IT2FS,也称
为区间值模糊集)[16]则更能够简明直观地表示不确
定信息,有效地降低计算复杂性,所以区间二型模糊
集,尤其是梯形 (三角、正态)区间二型模糊集[77]成为

近年来二型模糊决策理论和应用研究的主流工具,其
中二型模糊决策理论与方法的研究目前也主要集中

在区间二型模糊决策环境中.
关于二型模糊集理论的文献综述,目前主要分为

两个方面:逻辑与控制系统和决策方法.相较于决策
方法方面,逻辑与控制系统方面的综述[78-82]显得尤

为全面.例如, Castillo等[80]在 2014年针对区间二型
模糊逻辑在智能控制中的应用进行了综述. 2020年,
伍冬睿等[82]对区间二型模糊集和模糊系统进行了系

统而全面的综述,并阐明了二型模糊系统领域若干有
价值的前沿研究方向.而决策方法方面的综述目前
主要只有Celik等[83]在2015年对区间二型模糊多准
则决策方法所撰写的综述,仅针对区间二型模糊决策
方法进行了较为系统的梳理. 2019年, Qin[8]给出了

关于二型模糊信息集成及其在多准则决策中的应用

研究综述.其中关于二型模糊决策理论与方法 (广义
和区间)较为系统性的综述当前国内外较少见到报
道.另外,由于二型模糊集所具有的能够表示更深层
次模糊性的优势以及知识与数据驱动方法在处理大

数据决策问题中的良好效果,通过基于知识与数据驱
动的二型模糊决策方法解决实际大数据问题能够推

动相关行业的发展取得良好的社会和经济效益.因
此,对基于知识与数据驱动的二型模糊决策理论方
法及其实际应用的研究现况进行综述具有重要的科

学意义和理论价值.截止至 2021年 10月 31日,在中
国知网和Web of Science上分别以“二型模糊决策”
和“type-2 fuzzy decision making”为主题词进行检
索,共检索到相关文献660篇,其中中文文献 (仅期刊
文献)39篇,英文文献 (去除KeyWords Plus检索)621
篇.文献检索量发展态势如图1所示.相较于秦晋栋
等[2]在2017年12月31日检索到的332篇,可以看出
最近4年关于二型模糊决策理论与方法的研究取得
了突飞猛进的发展.
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图 1 二型模糊决策文献检索量发展趋势

基于上述原因可知,对二型模糊决策理论与方法
进行系统性的综述十分必要.因此本文从决策基础
理论 (信息融合理论、测度理论和偏好关系理论)以
及决策方法两个视角对二型模糊决策理论与方法进

行系统性的综述,并对二型模糊决策理论与方法的未
来研究方向进行全面的展望.一方面,对研究发展过
程中涌现出的优秀成果进行分类总结和评述,梳理二
型模糊决策理论与方法的研究现状;另一方面,对研
究进程中所产生的相对薄弱和空白领域进行展望,深
入分析研究领域的发展态势,也为后续的研究工作开
展指明方向.

1 二型模糊集及其发展

1975年, Zadeh[9]给出了n型模糊集 (type-n fuzzy
set, TnFS)的定义.

定义1 一个模糊集是n(n = 2, 3, . . .)型的,如
果其隶属函数取值为n − 1型模糊集,则其中一型模
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糊集的隶属函数取值范围为 [0, 1].
通常将单位闭区间 [0, 1]作为一型模糊集的论

域,结合上述定义可知,一型模糊集的数学表述式为
A∗ = {⟨x, µA∗(x)⟩|x ∈ [0, 1], µA∗(x) ∈ [0, 1]}.即
一般情况下一型模糊集是当模糊集[1]的论域为X =

[0, 1]时所形成的一种特殊模糊集. 换句话说,一型模
糊集即为单位模糊集.另外,当n = 2时,可以得到如
下二型模糊集的原始定义.

定义2 一个二型模糊集的隶属函数取值为一

型模糊集.
该定义最初仅适用于简单的计算推理,而不是决

策科学领域、工程实践或者其他应用领域,因此一直
缺乏具体的规范数学表述形式.随后,许多学者对此
定义做出了不同形式的改进[16,84-92],本文将这些改进
分为两类: 集合定义和映射关系定义,具体如表1所

示.下面进一步对这两类定义进行详细介绍和分析.

表 1 二型模糊集现有定义的两种分类

分类 分类依据 文献

集合定义 二型模糊集定义中的主要数学表达式以集合形式进行表述 文献 [16, 87, 90, 92]
映射关系定义 二型模糊集定义中的主要数学表达式以映射关系形式进行表述 文献 [84-86, 88]

Mizumoto等[84]在 1976年对原始二型模糊集的
概念进行了拓展,并给出了如下定义.
定义3 若论域X上的一个模糊集 Ã是二型的,

则其隶属函数µÃ定义为

µÃ : X → [0, 1]J , (1)

其中µÃ(x)称为模糊度,是定义在 [0, 1](或 [0, 1]的子

集J)上的一个模糊集.
结合定义 1和定义 2可知,二型模糊集的隶属

函数为一型模糊集,从映射关系的严谨性方面进行
考虑,定义 3中隶属函数 µÃ定义为 µÃ : X →
T1FS([0, 1])[85]或µÃ : X → T1FS([0, 1]J)更为恰
当,其中 T1FS([0, 1])和 T1FS([0, 1]J)分别表示 [0, 1]

和 [0, 1]J中全体一型模糊集构成的集合.为了方便表
述其他二型模糊集的相关定义,令 I = [0, 1]. 2009
年, Rickard等[86]又对二型模糊集进行了如下定义.

定义4 设 Ã是一个二型模糊集合,其可测量的
隶属函数定义为

µÃ : X × I → I, (2)

或

µÃ : X → {f ∈ Ω : I → I}, (3)

其中Ω为定义在I上的次隶属函数集合.
值得注意的是,定义 4中次隶属函数的论域为

单位闭区间,实际上,在现实环境中论域为 [0, 1]的

决策问题是相对较少的,为了更广泛地在实际决策
中应用二型模糊信息,次隶属函数 (即一型模糊集
的隶属函数)的论域不仅仅局限于单位闭区间,应根
据实际的决策环境进行设定.此外,对于二型模糊集
的相关定义研究最为深入的是Mendel等[16,87]和Mo
等[88-90].例如,Mendel等[16]于 2002年定义了目前最

广泛应用的二型模糊集 (如图2所示)以及区间二型

模糊集的表述式.
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图 2 二型模糊集Ã的不同表示

定义5 定义论域X上的一个二型模糊集Ã为

Ã = {(x, u), µÃ(x, u)|∀x ∈ X, ∀u ∈ Jx ⊆ I}. (4)

其中: 0 ⩽ µÃ(x, u) ⩽ 1, x为主要变量, Jx为x的主隶

属函数,u为次要变量.另外,式(4)可以等价改写为

Ã =
w
x∈X

w
u∈Jx

µÃ(x, u)/(x, u)dudx, Jx ⊆ I. (5)

其中
w w
表示所有 x和 u的并,对于离散论域的情

形,
w
用

∑
代替.特别地,当µÃ(x, u) = 1时,称 Ã为

区间二型模糊集,其数学表述式为

Ã =
w
x∈X

w
u∈Jx

1/(x, u)dudx, Jx ⊆ I. (6)

在此基础上, Zhu等[91]于 2022年给出了二型模
糊数 (type-2 fuzzy number, T2FN)的概念,表示为 t(x)

= (u, µ(u)),其中u和µ(u)分别为主要隶属和次要隶

属.需要特别说明的是,由定义2可知,二型模糊集的
隶属函数为一型模糊集,所以上述定义中Jx ⊆ I(即
Jx是单位闭区间的子区间)表述为Jx ∈ T1FS([0, 1])
更为严谨.之后,Mendel等[87]在 2016年进一步对定
义5进行修正和调整,给出了如下定义.
定义6 定义论域X上的一个二型模糊集Ã为

Ã = {(x, u), µÃ(x, u)|x ∈ X,u ∈ I}. (7)

2014年,Mo等[88]从新的视角分别给出了如下两

种二型模糊集定义,其中定义8称为二型模糊集的幂
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函数定义[89].
定义 7 设 Ã为论域X上的一个二型模糊集

合,µ1
Ã
为一个多值映射,定义为

µ1
Ã
: X → C(2I), (8)

µ2
Ã
为一个常规的函数,定义为

µ2
Ã
:
∪

x∈X

x× Jx → I. (9)

其中:C(2I)为单位区间 I全体非空闭子集构成的集

合;µ1
Ã
和µ2

Ã
分别为主隶属函数和次隶属函数;对于

任意x ∈ X ,主隶属度Jx随x的变化而改变.
定义8 论域X上的一个二型模糊集合 Ã的隶

属函数定义为

µÃ : X →
∪

x∈X

IJx , (10)

即对于任意x ∈ X ,存在函数f ∈ IJx ,使得

µÃ(x) = f, (11)

其中IJx = {f |f : Jx → I}.
2015年,Mo等[90]定义了如下二型模糊集,也称

为二型模糊集的二段式定义[89].
定义9 设定义在论域X上的一个二型模糊集

合Ã为

Ã = {(x, u, z)|x ∈ X,u ∈ Jx ∈ C(2I),

z = µ2
Ã
(x, u) ∈ I}. (12)

其中:x、u和z分别为主、次和第3变量; Jx为主隶属

度,由一个多值映射定义而得.且

µ1
Ã
: X → C(2I), (13)

即对于任意x ∈ X ,存在Jx ∈ C(2I),使得

µ1
Ã
(x) = Jx. (14)

称µ1
Ã
为主隶属函数,设µ2

Ã
为次隶属函数,定义为

µ2
Ã
:
∪

x∈X

x× Jx → I. (15)

其中C(2I)为单位区间 I全体非空闭子集构成的集

合,次隶属函数可以看作是一个以
∪

x∈X

x × Jx为论域

的一型模糊集合的隶属函数.
结合定义2,在定义7∼定义9这3种二型模糊集

的定义中,原则上C(2I)应表示单位区间 I上全体一

型模糊集所构成的集合,次隶属函数通常情况下是
单位闭区间 I到 I的映射,即µ2

Ã
: I → I ,次要变量

u ∈ I ,并且IJx = {f |f : I → I}. Chiclana等[92]在

2013年对定义2进行了分析,给出了不同的二型模糊
集的集合定义.
定义10 定义论域X上的一个二型模糊集合Ã

为

Ã = {(x, µÃ(x))|x ∈ X,µÃ(x) ∈ T1FS(U)}. (16)

其中:µÃ(x) = {(u, µÃ(x)(u))|u ∈ Jx ⊆ U, µÃ(x)(u)

∈ U}, T1FS(U)是论域U中全体一型模糊集构成的

集合.
显然,定义10中 Ã = {(x, µÃ(x))|x ∈ X,µÃ(x)

∈ T1FS(U)}是对定义2的数学解读,最贴近二型模
糊集原始定义[9]的基本思想.但是根据定义 1,一型
模糊集的隶属函数的值域是单位闭区间 [0, 1],所以
其中隶属度µÃ(x)(u)的取值范围表述为µÃ(x)(u) ∈
[0, 1]更合理.
二型模糊集主要包括 r-多边形区间二型模糊

集[93-94]、 梯形区间二型模糊集[77]和区间 (一般)
二型模糊集[16](如图 3所示,其中UMF(A)表示上隶
属函数 (upper membership function), LMF(A)表示下

o x

μ

LMF( )A

UMF( )A

FOU( )AFOU( )A

UMF( )A

1

图 3 区间二型模糊集A

表 2 二型模糊集基础理论的研究现状

基础研究 研究内容 文献

基本运算

T2FS的交、并和补运算 文献 [9,16]
r-多边形 IT2FS的加、减、乘以及数除运算 文献 [94]

IT2FS的加、减、乘以及除运算 文献 [95-96]
T2FS的否定和强否定运算 文献 [97]

排序方法 IT2FS的排序方法 文献 [12, 64, 98-100]

不确定测度
T2FS的质心 文献 [101]

IT2FS的质心、基数、模糊度、方差以及偏度 文献 [12-13,101]

分类 离散型、(半)连通型以及复合型T2FS 文献 [89,102]

FOU T2FS的FOU 文献 [16, 78, 88]
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隶属函数 (lower membership function), FOU(A)表示
不确定覆盖域 (footprint of uncertainty)).近年来,二
型模糊集基础理论方面涌现出许多优秀的研究成

果[9,12-13,16,64,94-102].为了便于读者更加直观地了解二
型模糊集的相关基础理论研究,本文对二型模糊信息
的基本运算、排序方法、不确定测度、分类以及FOU
等5个方面的主要研究文献进行了梳理,结果如表2
所示.

2 二型模糊决策的基础理论

决策基础理论是经典决策科学的重要组成部分,
是开展决策分析研究的基础.目前最受学者关注的
决策基础理论研究主要集中在3个方面:信息融合理
论、偏好关系理论以及测度理论.随着二型模糊系
统和词计算理论研究的快速发展,基于二型模糊信息
的融合理论[8,10-11,17-26]、偏好关系理论[27-40]和测度理

论[12-15,41-56]等决策基础理论也成为学者们关注的焦

点,并取得了较为丰硕的研究成果.

2.1 二型模糊信息的融合理论

信息融合在决策科学领域的发展过程中发挥着

至关重要的作用,是决策分析中最为基础和常见的
研究工具.近几十年来,涌现出了诸多经典的集成函
数,如混合平均 (hybrid average, HA)算子、加权平均
(weighted average,WA)算子以及加权几何 (weighted
geometric,WG)算子等.对于二型模糊信息集成理论
的研究现状, Qin[8]已给出了系统和详尽的综述,这里
主要对以下3类进行简单概述:

1) 二型模糊语言加权平均 (linguistic weighted
average, LWA)算子.模糊加权平均 (fuzzy weighted
average, FWA)[103]是二型模糊逻辑理论和决策发展
中的重要工具,自提出以来受到了许多学者的关
注[104-106].在一个决策问题中,考虑到权重和决策信
息都是利用二型模糊信息进行表示的情况以及词

计算的优势,Wu等[10]将FWA算子拓展到区间二型
模糊环境下,给出了区间二型模糊LWA算子.在此
基础上, John等[11]提出了区间二型模糊有序LWA算
子.鉴于决策者经常倾向于利用语言术语来表达自
己的观点或偏好, Zhou等[17-18]基于OWA算子研究了
二型模糊OWA算子以直接集成以二型模糊集形式
表征的语言信息.

2) 二型模糊对称平均 (symmetric mean, SM)算
子.为了充分考虑决策问题中所有集成信息的交互
关系,提高集成结果的鲁棒性, SM算子的研究工作受
到了广泛关注,如区间二型模糊环境下的Maclaurin
对称平均 (MSM)、对偶Maclaurin对称平均 (DMSM)

和指数Maclaurin对称平均 (EMSM)三类集成算子[19]

和 (加权)对称三角区间二型模糊HM算子[20]以及梯

形区间二型模糊MSM集成算子[21]等.
3) 二型模糊关联积分算子.因为模糊积分可以

考虑到决策信息之间的交互作用和关联关系,所以
在模糊积分和经典算子的基础上研究关联积分算子

成为信息融合领域的一个研究热点,其中最常见的
是基于Choquet积分或Sugeno积分的集成算子,如区
间二型模糊Choquet积分集成算子[22-24]、区间和广

义二型模糊Sugeno积分算子[25]、Banzhaf区间二型
模糊Archimedean Choquet(AC)算子、 区间二型模
糊AC算子以及2-可加Banzhaf区间二型模糊AC算
子[26]等.这 3类集成算子在信息集成过程中分别考
虑了词计算的优势和信息的交互关系以及关联作用,
具有单调性、有界性以及幂等性等优良性质,极大程
度地丰富了二型模糊信息融合理论.
由以上综述可知,无论是LWA算子还是SM算子

亦或是关联积分算子,目前在广义二型模糊环境下的
研究成果都还比较匮乏.同时考虑概率信息和权重
信息的二型模糊概率集成算子的研究当前几乎是处

于空白阶段,所以基于经典方法 (如WA算子、WG算
子、HA算子等)的二型模糊概率集成算子需要进一
步研究和完善.其中最重要的是广义二型模糊集的
基本运算和运算法则的构建,因为它们是各种广义二
型模糊集成函数的基础.另外,基于Qin[8]的综述可
以发现,现有的集成算子没有充分考虑数据驱动的集
成优化问题,即基于数据驱动的二型模糊集成算子也
是一个值得深入探索的研究方向.因此,二型模糊集
成算子,尤其是广义二型模糊环境下的集成算子,是
未来二型模糊决策信息融合研究课题中的一个重要

分支.

2.2 二型模糊信息的偏好关系理论

随着实际决策问题及其环境复杂性的日益增加,
对于现实决策问题,决策者可能无法提供方案在各
个属性环境下的评估值,此时偏好关系便成为决策
者表达自身偏好信息的一种重要工具.目前最受学
者们青睐的经典偏好关系主要有两类:第1类是互反
偏好关系 (也称积性偏好关系)[107],它是层次分析法
(analytic hierarchy process, AHP)[107]的核心基础,其主
要原理是决策者从标度 1 / 9∼ 9中取值以刻画自身
对于两个方案 (或目标)进行比较后的偏好;第2类是
互补偏好关系 (也称模糊偏好关系)[108],其基本思想
是决策者利用单位闭区间上的某个值来表征自己对

于两个方案 (或目标)的偏好信息.近五年来,二型模
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糊信息的偏好关系理论取得了一定的研究进展[27-40],
其中绝大多数的成果集中在区间二型模糊偏好关系

的研究和应用上,如,区间二型模糊AHP方法[27]、区

间二型模糊网络分析 (analytic network process, ANP)
方法[30]以及基于积性偏好关系和多准则分类理论

的区间二型模糊AHPSort (an AHP based method for
sorting problems)II方法[31]等.特别地, Runkler等[32]

在区间二型模糊环境下对风险偏好进行建模,发展了
基于逻辑偏好驱动的二型模糊决策方法. Chen等[33]

在区间二型模糊环境下对经典偏好关系进行创新,研
究了似然偏好关系.在此基础上, Chen[34-35]对似然偏
好矩阵进行修正,给出了区间二型模糊环境下基于偏
好序关系的决策方法. Ureña等[36]基于乘法传递性定

义了区间二型模糊信息下的语言偏好关系的一致性,
进而研究了一种仅利用专家偏好关系来估计不完全

信息的方法. Hendiani等[37]利用区间二型梯形模糊

Bonferroni集成算子构造了基于似然性的区间二型
梯形模糊偏好关系,并通过该偏好关系的上下似然性
研究提高群体决策的效率.

由上述综述可以看出,二型模糊偏好关系理论的
研究主要集中在区间二型模糊环境中,关于广义二型
模糊偏好关系的研究成果是极其匮乏的.现有研究
中绝大多数集中在对传统偏好关系的应用上,缺乏理
论上的拓展性和创新性.二型模糊偏好关系的两种
(加性和积性)一致性、带有残缺信息的二型模糊偏
好关系以及二型模糊偏好关系排序算法等方面的研

究几乎处于空白阶段.综上,对二型模糊偏好关系的
一致性及其一致性检验和修正算法的研究,如何将残
缺的二型模糊偏好关系转化为信息完全的二型模糊

偏好关系,排序算法的研究以及它们在实际决策问题
中的应用是未来二型模糊偏好关系研究领域中值得

重点关注的研究课题.

2.3 二型模糊信息的测度理论

测度理论不仅在风险评估、模式识别、模糊聚类、

图像分割等现实问题中起着至关重要的作用,而且是
逼近理想解排序 (TOPSIS)方法、多准则妥协解排序
(VIKOR)方法、熵权法、加权距离算子等经典决策
方法和决策工具的研究基础.二型模糊信息具有能
够表征高阶不确定性的优势,因此,近年来二型模糊
信息的测度理论也逐渐吸引了诸多学者的研究兴趣

和广泛关注.
为了测量模糊信息中所包含的不确定性,

Zadeh[1]于 1965年首次提出了模糊熵的概念.此后
模糊集及其拓展集熵理论的研究取得了迅猛发展,

其中二型模糊熵测度能够有效地反映二型模糊信

息内部的不确定性程度,并积累了较多高质量的研
究成果[12-13,41-46,55].在区间二型模糊熵方面, Burillo
等[41]首次介绍了区间二型模糊熵的概念.之后, Zeng
等[42]进一步明确给出了区间二型模糊熵的公理化定

义.在此基础上,许多学者[12-13,43]基于各种工具构造

了不同的区间二型模糊熵公式.例如, Zeng等[43]借助

标准化欧氏距离和海明距离给出了区间二型模糊熵

公式. Wu等[13]在所提出约束表现定理的基础上给出

了Well-shaped的区间二型模糊集的熵公式.在广义
二型模糊熵方面, Hwang等[44]建立了广义二型模糊

熵的公理化定义,并基于其所提出的包含测度给出
广义二型模糊熵公式.在此基础上,王翠翠等[45]运用

模糊因子与犹豫因子介绍了一种广义二型模糊集的

熵测度的公理化定义,并分别引入欧氏距离、海明距
离和马氏距离给出了广义二型模糊集的熵公式. de
Miguel等[46]基于Lebesgue测度给出一型模糊集拟熵
的公理化定义,并进一步提出了二型模糊熵集的概
念.
距离和相似性测度在本质上是一组相对概念,它

们分别测量两个不同信息单元之间的距离和贴进度,
其中模糊环境下较常见的经典距离测度主要有欧氏

距离、海明距离、豪斯多夫距离以及闵可夫斯基

距离等.许多学者对二型模糊距离和相似性测度进
行了探索性研究,其中较有代表性的工作有: Hwang
等[44]在模糊集相似性测度的公理化定义上延伸出

了广义二型模糊集相似性测度的公理化定义,并利
用相似性与包含度的转换关系提出了广义二型模糊

相似性公式. Figueroa-García等[47]分别基于α-截集
和质心研究了区间二型模糊数的闵可夫斯基距离公

式. Wu等[14]对现有的相似性测度[12,15,48-50]进行了深

入细致的比较分析,提出了一种可以显著降低计算
成本的区间二型模糊相似性测度,并对广义二型模
糊集的相似性测度进行了全面性的综述,然后基于
几何解释给出了广义二型模糊集的Jaccard相似性测
度[51]. McCulloch等[52]通过比较上、下隶属度研究了

区间二型模糊集的距离公式,进而给出二型模糊集的
方向距离,并对现有区间和广义二型模糊环境下的相
似性测度进行详细的性质分析与讨论[53].
模糊包含测度是一种常见的模糊测度,表示两个

模糊集之间相包含的程度,它与熵测度、距离测度
以及相似性测度之间具有一定的转化关系.近二十
年来,许多学者对二型模糊包含测度进行了拓展和完
善,其中较有代表性的研究成果有: Zeng等[43]对模糊
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集包含测度的公理化定义进行拓展,给出区间二型模
糊集包含测度的公理化定义,并研究了区间二型模糊
集的标准化距离、相似性测度、熵测度与包含测度之

间的转化关系.在此基础上,郑高等[54]提出一种运用

集合上、下隶属度函数计算区间二型模糊包含度的

公式,讨论了两类公理化定义[43,53]下相似性测度与

包含测度的相互转换关系. Hwang等[44]基于模糊集

包含测度的公理化定义发展了一套新的广义二型模

糊集的包含测度的公理化定义,并利用Sugeno积分
给出包含度公式,探讨了该包含度公式与熵公式以及
相似性公式之间的转化关系.
从上述综述可以看出,二型模糊环境下的测度理

论研究在二型模糊基础理论研究中是较为完善的,
尤其体现在四类模糊测度之间的整体性研究上.许
多学者[42-44,54]基于其中的两类、三类或四类从不同

角度给出系统的分析,并探讨了它们之间的转换关
系.但是其中也存在着一些薄弱环节和研究盲区,例
如鲜有研究考虑信息相互作用情况下的测度构造方

法,加权距离测度的研究相对较少,另外包含测度在
最近几年的研究也处于相对停滞状态,熵测度的公理
化定义以及熵公式的构造定理也需要进一步研究和

完善.以上都是二型模糊测度理论研究中值得深入
挖掘的研究方向,具有很大的研究空间和应用前景.

3 二型模糊信息的决策方法

决策是管理科学领域中一个传统且热门的研究

方向,主要包含选择 (selection)问题、分类 (sorting)
问题以及排序 (ranking)问题,在解决这3类问题的过
程中发展出了许多能够解决实际问题的经典决策方

法和决策工具,例如TOPSIS方法、VIKOR方法、交
互式多属性决策 (TODIM)方法、多维偏好线性规划
(LINMAP)方法、消去与选择转换(ELECTRE)方法以
及词计算和模糊逻辑推理技术等.

3.1 区间二型模糊集的决策方法

鉴于区间二型模糊集能够更加直观地表示决策

信息的不确定性,目前基于单个经典决策方法、混合
决策方法和其他决策工具的区间二型模糊决策方法

的研究受到了越来越多学者的关注,并成为二型模糊
决策领域中最为活跃的分支.
基于单个经典决策方法的区间二型模糊决策方

法的研究成果较为丰富[5-6,38-40,55-59],其中具有代表性
的工作有: Chen等[39]在其提出的排序值[94]的基础上

首次将TOPSIS方法拓展到区间二型模糊环境中,给
出了区间二型模糊TOPSIS方法.在此基础上,多位

学者[40,56-59]分别从KM(Karnik-Mendel)算法、α截集、
排序值、社会网络分析(social network analysis, SNA)、
申农熵权法以及模糊相似度等多个角度对区间二型

模糊环境下的TOPSIS方法进行完善、探索、改进和
应用.此外,区间二型模糊环境下其他经典决策方法
的研究和应用也受到学者们的广泛关注.例如, Chen
等[6]研究了区间二型模糊QUALIFLEX (qualitative
flexible multiple criteria method),用来解决健康医疗
中的管理决策问题. Qin等[38]在多维偏好线性规划

模型和所提出距离测度的基础上给出了一种区间二

型模糊LINMAP方法. Zhong等[55]基于ELECTRE-I
方法研究了区间二型模糊环境下的多准则群决策方

法,并将其应用于供应商选择和医疗废弃资源管理问
题中.
基于混合决策方法的区间二型模糊决策方法的

研究近期也受到许多学者的青睐,这里仅列举一些
代表性的研究成果.例如, Celik等[7]在灰色关联分析

和TOPSIS方法的基础上研究了一种解决伊斯坦布
尔公共交通评价问题的区间二型模糊多准则决策

方法. Qin等[60]基于VIKOR方法和前景理论给出了
一种新的区间二型模糊多属性决策方法,并将其应
用于高科技风险投资的评估案例研究中. Qin等[61]

将 TODIM方法与前景理论相结合,基于区间二型
模糊环境提出了拓展的TODIM方法以解决绿色供
应商选择问题. Wu等[62]将最优-最劣方法 (best-worst
method, BWM)与VIKOR方法相融合,研究了区间二
型模糊多准则群决策方法,并将其应用于绿色供应商
选择问题. Liu等[63]将ANP与VIKOR方法相融合,给
出了一种融合偏好关系的区间二型模糊多准则群决

策方法解决可持续供应商选择问题.
基于其他决策工具的区间二型模糊决策方法

近期也吸引了许多学者的研究关注,其中较有代
表性的成果有: Chen等[64-65]分别从排序值和 EKM
(enhanced KM)算法两个角度对基于群体推荐的独裁
式决策方法进行了研究和应用. Tian等[66]基于SNA
提出了解决带有不完全区间二型模糊信息决策问题

的大规模群决策方法. Türk等[67]将模拟退火算法应

用于区间二型模糊环境中,给出了一种解决充电站选
址的多准则决策方法. Yu等[68]基于区间二型模糊数

的似然性,提出了多属性边界逼近比较法. Qin等[69]

基于证据推理算法研究了区间二型模糊环境下的失

效模式和效果分析方法. Chiao[96]研究了所提出的区
间二型模糊集的运算法则在多准则决策集成方法中

的应用.
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3.2 广义二型模糊集的决策方法

由于广义二型模糊集具有能够表示更高阶不确

定性的优点,利用基于模糊逻辑和数据驱动的方法对
现实决策问题进行建模已成为新的研究热点,基于模
糊逻辑和数据驱动的广义二型模糊决策方法的研究

工作也逐步引起了相关领域学者的高度关注.
词计算的本质是模糊逻辑,因此目前广义二型

模糊决策中的主流研究思路是基于模糊逻辑进行决

策系统建模.根据专家的知识和经验建立模糊规则,
采用模糊逻辑的方法进行模糊推理,以此减少决策
问题中的各种不确定性,提高和改善建模的精度和
效果. Naim等[70]基于模糊逻辑推理规则给出一种广

义二型模糊群决策方法,并展示了 IF-Then规则建模
的基本思路和方法.随后, Naim等[71]又进一步基于

BB-BC(Big Bang-Big Crunch)优化算法研究了广义
二型模糊逻辑方法,用来解决多准则群决策问题.李
浪等[72]将Petri网与模糊逻辑规则进行融合,研究了
广义二型模糊环境下的词计算模型,用来解决医疗救
护应急决策问题. Fazel等[73]从所收集到的医院数据

中提取出模糊规则,应用近似推理技术研究了广义二
型模糊环境下基于分解原理的多目标进化算法,用来
解决抑郁症辅助诊断医疗决策问题. Jiang[74]展示了
两种广义二型模糊自动机: 广义二型模糊有限自动
机和广义二型模糊下推自动机,并在此基础上分别给
出词计算的形式化模型.
对于复杂的实际决策问题,建立精准的机理模型

具有相当大的难度,但客观情况是这些现实问题时刻
都在产生大量数据,因此基于数据驱动的不确定决策
理论与方法就成为了新兴的研究热点.例如, Shukla
等[75]利用广义二型模糊集对决策问题中的模糊目标

和模糊约束进行建模,研究了具有自适应特点的广义
二型模糊动态决策分析模型.李成栋等[76]将专家知

识与客观数据相结合,系统阐述了基于知识与数据驱
动的二型模糊决策建模机理.一方面,为解决二型模
糊环境下的复杂决策问题提供了有效工具;另一方
面,也为数据驱动环境下的二型模糊决策支持系统建
模研究提供了新的理论基础和方法支撑.
以上综述表明,二型模糊决策方法的研究成果颇

为丰硕,已广泛应用于管理科学的各种实际问题中,
且无论是基于单个经典决策方法还是基于混合决策

方法亦或是基于其他决策工具,目前区间二型模糊决
策方法的研究及实际应用相对较为丰富,例如,以顾
客对于店铺的在线评论为依据,对其所包含的信息进
行分类,进一步对在线评论及商家干预措施进行模糊
化处理,然后基于专家经验和在线评论数据构建动态
模糊规则,最后确定因素集隶属函数以实现时变论域
下在线评论的区间二型模糊评估[89].
具体典型应用如表3所示,但是其中大部分研究

只是简单地将经典决策方法或决策工具与区间二型

模糊信息相结合,缺少相对深入的拓展和创新.所以
系统深入地对各种区间二型模糊决策方法进行完善

创新仍然是二型模糊决策研究中的研究重点和前沿

表 3 二型模糊决策方法的实际应用

范畴 实际应用问题 文献 应用环境

方案优选

供应商选择
文献 [5,31,37,55] 区间二型模糊

文献 [38,61-62,65,98] 区间二型模糊

文献 [91] 广义二型模糊

候选人推荐 文献 [39,57,64-65] 区间二型模糊

投资领域选择;分包商选择 文献 [19,56,59] 区间二型模糊

选址问题 文献 [34-35,66-67] 区间二型模糊

餐厅选择;酒店选择 文献 [58,19,68] 区间二型模糊

学习地点选择;照明水平选择 文献 [70-71] 广义二型模糊

最佳出行时间选择 文献 [32,75] 区间、广义二型模糊

最佳路径选择 文献 [91] 广义二型模糊

医疗诊断 文献 [6,73] 区间、广义二型模糊

健康医疗 医疗废弃资源管理 文献 [55] 区间二型模糊

医疗救护应急决策 文献 [72,77] 广义、区间二型模糊

评价/评估

智能交通 文献 [7,100] 区间二型模糊

服务质量评价 文献 [21,26] 区间二型模糊

企业技术创新能力评价 文献 [30] 区间二型模糊

论文评审 文献 [10,33] 区间二型模糊

风险评估 文献 [29,60,69] 区间二型模糊

产品销售额评估 文献 [91] 广义二型模糊

汽车产品评价 文献 [35,39-40,65] 区间二型模糊

交通流干预
交通灯的时间调节 文献 [89] 区间二型模糊

交叉路口拥堵分析和干预 文献 [89] 区间二型模糊
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方向.目前广义二型模糊决策方法的研究相对较为
匮乏,尚处于起步阶段.现有研究主要集中在广义二
型模糊系统的基础理论研究上,对于广义二型模糊决
策方法的研究还较少,且已有研究大多是从模型和知
识驱动的两个相对独立的角度对经典决策分析方法

进行简单拓展,缺乏较深层次的系统性研究.另外,针
对广义二型模糊环境下分类问题的基本理论和决策

方法研究还处于相对空白阶段.总之,系统地对广义
二型模糊决策理论和方法开展基础性的研究工作,并
进行拓展和深化是二型模糊决策研究中亟需解决的

课题.

4 未来研究展望

二型模糊集作为不确定决策理论中的热点和主

流研究工具,已广泛应用于管理科学的各个领域,如
表3中供应商选择[5]、风险评估[60]以及健康医疗[72-73]

等实际问题.基于其表征和建模深层次不确定性的
强大能力,深入系统地开展基于二型模糊信息的决策
理论、方法和应用研究具有较高的学术价值与广阔

的应用前景.
词计算是二型模糊决策建模的重要理论基础,当

原始决策信息为自然语言中的词或者术语时,二型
模糊决策环境中的感知计算框架如图 4所示.其中
T2FE表示二型模糊元 (type-2 fuzzy element), SD表
示随机占优 (stochastic dominance), ASD表示几乎随
机占优(Almost SD), PSD表示前景随机占优(prospect
SD).
根据二型模糊决策理论与方法的研究框架 (如

图5所示),未来可进行以下几个方面的研究:
1) 在二型模糊集的定义和基本运算方面,未

来研究需要进一步分析 Zadeh所提出的二型模糊
集的原始定义,提出一个形式简单且易于理解的数
学表达式.例如,结合 de Miguel等[85]的映射关系和

Chiclana等[92]的集合定义,定义一种新的二型模糊集
的数学表达式 Ã = {(x, µÃ(x))|x ∈ X,µÃ(x) ∈
T1FS([0, 1])}.同时,需要进一步拓展现有定义域或
值域,以符合解决现实世界决策案例的需求.另外,

所提出定义中的定义域和数学表达式需要进一步

考虑决策问题本身的情况,即应具有较强的实际决
策含义.例如, Zhu等[91]所定义的二型模糊数表达式

t(x) = (u, µ(u)),其主要隶属u可以表示决策判断的

真实度,次要隶属µ(u)表示真实的可靠程度.最后,需
要进一步研究二型模糊集的简化运算法则,以破解计
算瓶颈问题.

2) 对于二型模糊信息集成理论方面,在现有
LWA算子的基础上,将概率信息与权重信息相结合
全面考虑论域中元素在实际问题中的重要性,进一步
研究二型模糊概率集成算子并深入探究其相关性质

和决策用途.对于属性关联问题,需要进一步探究二
型模糊Choquet积分算子及其扩展形式.同时考虑到
子属性的关联性,可以加强对二型模糊混合Choquet
积分算子及其相关理论性质的研究.针对SM算子,
可将其扩展到区间和广义二型模糊环境下,研究其精
确的解析算法,在此基础上使二型模糊信息融合理论
能够建立一套系统化、规范化的集成方法.最后,为了
使集成结果更具有客观性和可靠性,可将信息集成与
粒计算理论相结合建立组合优化模型,为研究基于数
据驱动的二型模糊集成方法提供一种新的思路.

3) 在二型模糊偏好关系理论方面,未来可以进
一步完善二型模糊偏好分析模型方面的研究,从两种
一致性 (加性和积性)角度出发,给出二型模糊偏好关
系一致性的定义,提出检验和调整方法.结合粒计算

中的最优信息粒分布原理,即满足
m∑
i=1

(ε−i + ε+i ) =

mε.其中:m为二型模糊偏好信息的个数, ε为分配给
每个二型模糊偏好信息的粒度水平, ε−i 和ε+i 为分配

给第 i个二型模糊偏好信息两端的粒度水平.从偏好
学习的角度系统研究二型模糊的偏好分析方法,特别
是针对存在残缺信息的二型模糊偏好关系,在一致性
的基础上将其转化为信息完全的二型模糊偏好关系

是值得深入探讨的问题.另外,将传统偏好关系的排
序方法与二型模糊偏好关系相结合,对二型模糊偏好
关系的排序算法进行研究也是一个值得深入探讨的

研究课题.
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图 4 二型模糊决策环境中的感知计算框架
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图 5 二型模糊决策理论与方法的研究框架图

4)在二型模糊测度理论方面,未来可开展以下两
个方面的研究工作: 1 考虑现实决策问题中不同属
性间和子属性间的关联性,将Choquet积分与熵测度
相融合开展二型模糊环境下Choquet积分熵测度的
研究,在此基础上以Choquet积分为出发点探究相关
熵公式的各种性质,并基于所提出的熵公式探索能切
实解决实际问题的决策方法,将其应用于现实的不确
定决策问题中. 2 在一个实际决策问题中需要全面

考虑各个决策元素的重要性,鉴于距离测度在决策分
析领域中的重要作用,开展基于经典距离公式的加权
距离的研究十分必要.特别地,将概率信息与权重信
息相结合可以更加全面地考虑决策元素的重要性,因
此基于现有的4种概率权重表示方法研究加权距离
测度也是值得探索的研究方向.

5)在二型模糊决策方法方面,未来的研究可涉及
以下角度: 1 关于广义二型模糊决策方法方面,首要
研究的是对简单易懂的数学表达式、操作方便的基

本运算、结果精确的排序函数、符合实际的排序法

则等发展广义二型模糊决策方法所必需的基本理论

的构建. 2 对于二型模糊多准则分类方法方面,多准
则分类是多准则决策中的一个重要研究方向,目前在
二型模糊决策中较少涉及分类问题的研究.在此提
供3个视角来开展后续二型模糊分类方法的研究工
作: i)运用二型模糊集刻画分类边界参考点和中心参
考点,以此增强分类结果的鲁棒性; ii)研究基于级别
优先 (Outranking)关系的二型模糊群体分类方法,将
二型模糊与群体决策及多准则分类方法进行有机融

合; iii)将稳健序列回归与二型模糊决策方法相结合,
研究大规模情形下的决策建模与求解方法. 3 建立

面向知识和数据驱动的二型模糊决策方法,将二型模

糊在知识推理方面与粒计算在数据驱动建模方面的

优势进行结合,研究基于多粒度融合视角下二型模糊
协同决策方法,同时结合语言动力学和最优控制的相
关理论基础,研究基于二型模糊信息的语言动力学模
型,将现有的静态研究方法推广至动态研究领域. 4

将二型模糊集理论与人工智能与机器学习相结合,构
建面向智能感知的二型模糊智能决策方法解决实际

决策问题.例如,研究基于深度学习和数字孪生技术
的二型模糊决策建模理论解决工业过程优化与智慧

城市建设中的管理决策分析问题. 5 针对二型模糊

决策应用拓展方面,将现有决策理论、方法、模型与
真实的场景和数据结合起来,应用于电子商务推荐系
统、在线评论决策、重大工程项目风险评估、高端装

备制造、健康医疗、可持续供应链管理等方面,使得二
型模糊决策理论方法能够真正落地应用.此外,如何
将二型模糊决策理论方法与新一代信息技术,如区块
链、物联网、云计算以及行为与认识科学、博弈论等

进行交叉融通,探索决策智能与人机交互融合的二型
模糊决策理论及应用也是值得在未来进行深入探索

的研究课题.
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