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一种基于指数积的移动机械臂联合标定方法
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摘 要: 提出一种基于指数积的移动机械臂联合标定方法,以实现移动平台和机械臂两者间位姿标定与机械臂运
动学参数标定模型的统一.机械臂运动学参数标定使用最多的是基于D-H参数法,但D-H参数法无法克服相邻关
节平行或接近平行时的奇异性问题,以及建模过程复杂、建模后的模型通用性差等问题.基于指数积的移动机械
臂联合标定方法建模时不会因为关节轴平行而出现奇异性问题,建模过程简单.通过对整个系统的运动学方程进
行微分运算,获得末端位姿误差和移动机械臂零位状态旋量误差及关节旋量误差的线性化模型.利用伴随矩阵方
式建立关节旋量理论值与关节旋量实际值的关系,并通过改变伴随矩阵实现基于最小二乘法的参数辨识计算过
程中参数更新.使用高精度激光跟踪仪作为测量工具,通过实验验证所提出方法的有效性.
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Abstract: This paper proposes a joint calibration method for a mobile manipulator based on product of exponential, to
realize the unification of the pose calibration and the kinematic parameter calibration model of the manipulator between
the mobile platform and the manipulator. The most used kinematic parameter calibration of robotic arms is based on
the D-H parameter method, but the D-H parameter method cannot overcome the singularity problem when the adjacent
joints are parallel or nearly parallel, and the modeling process is complicated and the model after modeling is poorly
generalized. Therefore, this paper proposes a product of exponential based joint calibration method for the mobile
manipulator, which does not cause singularity problems due to the parallelism of joint axes and has a simple modeling
process. The method obtains the linearized models of the end position error, the zero position state rotational error and
joint rotational error of the mobile arm by differentiating the kinematic equations of the whole system. The method
establishes the relationship between the theoretical and actual values of joint spins by means of the concomitant matrix,
and realizes the parameter update during the calculation of parameter identification based on the least squares method by
changing the concomitant matrix. Using a high-precision laser tracker as the measurement tool, the effectiveness of the
proposed method is demonstrated through experiments.
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移动机械臂由移动平台和安装在移动平台上的

机械臂组成,具有在无限空间中的运动能力和机械臂
一样的灵活操作的特点,在很大程度上扩展了移动平
台和机械臂的性能.本文使用的移动机械臂由轮式
差速运动移动平台和6自由度机械臂组成.

在使用移动机械臂系统之前,对系统进行标定
是必不可少的环节.其中机械臂运动学参数标定
的研究绝大多数是基于D-H模型以及基于D-H模
型衍生出来的建模方法. D-H模型最早由Denavit和
Hartenberg[1]于 1955年提出,该模型是应用最广泛
且一直沿用至今的经典机械臂运动学参数标定模

型.一些学者使用D-H模型开展研究,例如:文献 [2]
提出一种几何辨识方法以估计机械臂D-H模型参数;
文献 [3]利用D-H模型建立人体腿部的运动学模型;
文献 [4]提出了一种模块化机器人的D-H参数生成方
法;文献 [5-6]使用D-H模型参数辨识方法标定机械
臂;文献 [7]使用D-H模型进行五自由度机械臂逆运
动学分析.还有一些学者使用D-H模型衍生出的建
模方法开展研究,例如:文献 [8]使用改进的D-H模型
和微分思想对搬运机器人运动学进行研究;文献 [9]
提出一种改进的D-H模型,建立机械臂运动学模型.

基于D-H参数建模的优点是使用参数较少,但
D-H模型也存在几个问题: 1) D-H模型不具有完备
性[10],即 4个参数均用于描述沿着或绕着X轴和Z

轴的变换关系,忽略了Y 轴的变换; 2)奇异性问题[11],
即机械臂相邻两个关节平行时,会带来奇异性问题;
3)参数的耦合性,即D-H模型中参数具有耦合性,旋
转参数变换不同顺序会导致模型变化.一些学者通
过增加参数解决奇异性问题,但也导致模型通用性、
直观性差等问题[12-13].针对D-H模型的缺点,文献
[14]在 1996年提出了基于旋量代数理论建立指数
积公式法 (product-of-exponential, POE)以解决D-H参
数建模中的奇异性问题.近年来,一些学者[15-18]使用

POE法对机械臂标定进行研究:文献 [19]使用POE公
式对7自由度双臂机器人机型开展逆运动求解研究;
文献 [20]证明了POE模型的精度和通用性问题;文献
[21]研究了POE模型到D-H模型的转换问题.
基于指数积建模方法的优点,本文在使用该数学

模型的基础上提出移动平台和机械臂的位姿标定与

机械臂运动学参数标定的模型统一方法,实现移动机
械臂的联合标定.本文使用Leica AT960-MR激光跟
踪仪作为测量工具开展实验.激光跟踪仪使用激光
干涉测距、计算机控制、现代数值计算等先进技术,

达到高精度、高效率、实时跟踪测量的目的,常用于高
精度的测量工作[22],例如:精密设备的装配、参数标
定[23]等.

1 模型建立

构建指数积数学标定模型只需要建立系统基坐

标系、末端工具坐标系以及中间连杆的旋量表示.针
对本文移动机械臂系统,所建立的基坐标系、末端
坐标系、中间连杆旋量表示如图 1所示.分别是移
动机械臂 {O0-x0y0z0}基坐标系、{O6-x6y6z6}末端
工具坐标系,以及连杆旋量Si (i = 0, 1, . . . , 6).其中:
W1 = 112mm,W2 = 104mm,L1 = 360mm,L2 =

303.5mm,H1 = 687mm,H2 = 118.7mm,H3 =

110.5mm.
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图 1 移动机械臂标定模型

1.1 6自由度机械臂运动学指数积模型

6自由度机械臂运动学指数积模型公式为

T (θ) = e[S1]θ1 . . . e[S5]θ5e[S6]θ6M. (1)

其中:θ = [θ1 θ2 . . . θ6]
T是关节变量组成的关节

向量;Sj = [ωj ,νj ]
T ∈ R6×1为对应j关节的关节旋

量; e[Sj ]θj =

e[ωj ]θj ∗
0 1

 ∈ R4×4; ∗ = (Iθj + (1 −

cos θj)[ωj ] + (θj − sin θj)[ωj ]
2
)νj , e[ωj ]θj = I +

sin θj [ωj ] + (1 − cos θj)[ωj ]
2, ωj ∈ R3×1是各关节

轴矢量, [ωj ]表示ωj的反对称矩阵; νj表示关节轴矢

量与关节轴上一点的向量叉积, j = 1, . . . , 6; M是机

械臂零位状态时末端在基坐标系下的描述,是一个固

定的4 × 4矩阵.矩阵M可用某个常旋量Sst的指数

形式表达,进而式(1)改写成

T (θ) = e[S1]θ1 . . . e[S5]θ5e[S6]θ6e[Sst]. (2)



1588 控 制 与 决 策 第38卷

1.2 移动平台和机械臂基座固定位姿描述模型

移动机械臂系统中,移动平台和机械臂是刚性
连接,所以移动平台基坐标系和机械臂基坐标系两
者具有固定的位姿关系.为了准确地找到该位姿关
系,同时考虑到与机械臂运动学指数积模型的统一,
本文把移动平台视为关节轴 0进行建模和标定.由
移动机械臂零位状态和关节尺寸参数得到关节旋量

Si = [ωi,νi]
T,如表 1所示.其中:ωi是各关节轴矢

量, qi是各关节轴上指定点的位置矢量, i = 0, 1, . . . ,

6;H1+2 = H1 +H2,L1+2 = L1 + L2,W1+2 = W1 +

W2,H1+2+3 = H1 +H2 +H3.

表 1 移动机械臂各个螺旋轴坐标表示

i ωi qi νi = −ωi × qi

0 (0, 0, 1) (0, 0, 0) (0, 0, 0)

1 (0, 0, 1) (0, 0, H1) (0, 0, 0)

2 (0,−1, 0) (0, 0, H1+2) (0.805 7, 0, 0)

3 (0,−1, 0) (L1, 0, H1+2) (0.805 7, 0,−0.36)

4 (0,−1, 0) (L1+2, 0, H1+2) (0.805 7, 0,−0.663 5)

5 (0, 0,−1) (L1+2,W1, H1+2) (0.112,−0.663 5, 0)

6 (0,−1, 0) (L1+2,W1+2, H1+2+3) (−0.916 2, 0, 0.663 5)

为实现移动平台、机械臂两者间位姿描述模型

与机械臂运动学参数模型的统一,本文把关节轴0整
合到机械臂运动学指数积模型中,即在式 (2)的基础

上改成

T (θ) = e[S0]θ0e[S1]θ1 . . . e[S6]θ6e[Sst], (3)

其中θ = [θ0 θ1 . . . θ6]
T.后续模型的推导均在该

公式的基础上进行.

1.3 移动机械臂联合标定模型

旋量的误差模型可以用旋量微分进行表示,用旋
量微分值不断逼近真实误差,若值收敛,则可辨识出
参数误差.移动机械臂运动学参数误差模型可通过对
式(3)两边同时取微分得到,即

δT · T−1 =
(∂T
∂S

δS +
∂T

∂Sst
δSst +

∂T
∂θ

δθ
)
T−1.

(4)

等式左边表示在基坐标系下末端执行器实际位姿到

名义位姿的偏差.其中:S = [S0 S1 . . . S6] ∈ R6×7

是各个轴旋量组成的旋量矩阵,θ = [θ0 θ1 . . . θ6]
T

∈ R7×1是各轴关节变量组成的整体关节向量.
式 (4)说明移动机械臂系统参数误差由关节旋

量误差δS、关节零位误差∂θ以及关节处于零位状态

时初始位姿变换旋量误差 δSst组成.文献 [24]指出,
关节零位误差可归结为旋量误差,并用数学方法证明
了这一观点.所以式(4)表达的误差模型可改写为

δT · T−1 =
(∂T
∂S

δS +
∂T

∂Sst
δSst

)
T−1. (5)

误差模型(5)左边δT · T−1的线性表达式整理如

下:

[δT · T−1]
∨
= [I −Ad(e[η0]e[Sn

0 ]θ0e[−η0])]K0δη0+

Ad(e[η0]e[Sn
0 ]θ0e[−η0])[I−

Ad(e[η1]e[Sn
1 ]θ1e[−η1])]K1δη1 + . . .+

Ad
( 5∏

i=0

e[ηi]e[Sn
i ]θie[−ηi]

)
[I−

Ad(e[η6]e[Sn
6 ]θ6e[−η6])]K6δη6+

Ad
( 6∏

i=0

e[ηi]e[Sn
i ]θie[−ηi]

)
KstδSst.

(6)

其中:Sn
i 表示转动关节旋量理论值,与转动关节旋

量实际值Sa
i 的联系可用刚体变换矩阵

[
R p

0 1

]
=

e[η]的伴随矩阵表示,即Sa
i = Ad(e[η])Sn

i ;Ki =

[δ(e[ηi])e[−ηi]]∨(δηi)
−1, [δ(e[η])e[−η]]∨的显示表达式

可参见文献 [25]所述; δT · T−1 = ga(gn)−1 − I, ga

表示机械臂末端实际位姿, gn表示机械臂末端理论
位姿.
进一步,式(6)可描述成如下等式的标定模型:

y = Jx. (7)

其中

y = [δT · T−1]
∨ ∈ R6×1,

J = [J0,J1, . . . ,J6,Jst] ∈ R6×48,

x = [δST
0 , δS

T
1 , . . . , δS

T
6 , δS

T
st] ∈ R48×1.

y表示基坐标系下末端执行器的误差向量,J是雅可
比矩阵,x是参数误差向量. J取值为

J0 = [I −Ad(e[η0]e[Sn
0 ]θ0e[−η0])]K0;

Jm = Ad
(m−1∏

q=0

e[ηq ]e[Sn
q ]θqe[−ηq ]

)
[I−

Ad(e[ηm]e[Sn
m]θme[−ηm])]Km, m = 1, . . . , 6;

Jst = Ad
( 6∏

q=0

e[ηq ]e[Sn
q ]θqe[−ηq ]

)
Kst.

在标定实验中,采集k组数据,可以得到k组方程

y1 = J1x,

y2 = J2x,

...

yk = Jkx.

(8)
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记Y = [y1 y2 . . . yk]
T,J = [J1 J2 . . . Jk]

T,
联立k组方程,利用最小二乘法可得

x = (JTJ)−1JTY . (9)

2 移动机械臂系统联合标定流程

移动机械臂系统运动学参数标定实验流程如图

2所示.移动机械臂标定过程第1步需要建立系统基
坐标系:将T-Mac安装在机械臂末端法兰上,控制移

动平台从−90◦低速旋转到+90◦位置,转动期间每隔
10◦记录一次T-Mac位姿,用这些点拟合出圆和通过
圆心且垂直该圆平面的直线,Z0轴与该直线重合且

方向向上;同理,转动机械臂2轴,能拟合出另一个圆
和通过圆心且垂直该圆平面的直线,Z2轴与该直线

重合,并作Z0轴和Z2轴的公垂线,公垂线与Z0轴交

点为基坐标系的原点,X0轴沿着公垂线方向且指向

Z2轴,按照右手定则建立Y0轴即可.

!"#$ga
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图 2 移动机械臂联合标定实验流程

在上一步系统基坐标系建立完成的基础上,移动
机械臂标定过程下一步是采集若干组标定数据和实

验分析数据:将T-Mac安装在机械臂末端法兰上,控
制移动机械臂运动,使T-Mac位姿均匀分布在移动机
械臂工作空间中,测量 100组数据,使用激光跟踪仪
记录T-Mac位姿.每组数据包括T-Mac位姿以及移动
机械臂各个关节轴的角度.

在获取到标定数据的基础上,下一步是辨识参
数: 1)利用上一步获取的标定数据,通过激光跟踪仪
获得机械臂末端实际位姿ga和记录的移动机械臂各

个轴角度; 2)使用机械臂参数矩阵Q计算各个轴理

论旋量值Sn
i 、S

n
st和机械臂末端理论位姿gn; 3)用机

械臂末端位姿值ga、gn计算Y ,用各轴旋量理论值为
J赋初值; 4)利用式 (9)计算δSi,k−1, δSst,k−1; 5)使用
公式Si,k = Ad(eδSi,k−1)Si,k−1和Sst,k = Sst,k−1 +

δSst,k−1更新Si,k、Sst,k值; 6)使用Si,k、Sst,k为J赋

值; 7)重复4)∼ 6)过程,直至∥xk − xk−1∥ ⩽ ε,最后,
返回标定结果S0, S1, . . . , S6, Sst.算法的伪代码如
下所示.
算法1 联合标定算法.
输入: ga, θ0, θ1, . . . , θ6, Q, ε;
输出: S0, S1, . . . , S6, Sst.

1) function main( )
2) (Sn

i ,S
n
st, g

n)← Q, i = 0, 1, . . . , 6

3) Y ← (ga, gn)

4) J ← (Sn
i ,S

n
st)

5) while ∥xk∥ > ε do
6) xk−1 = (JTJ)−1JTY

7) δSi,k−1 ← xk−1

8) δSst,k−1 ← xk−1

9) Si,k = Ad(eδSi,k−1)Si,k−1

10) Sst,k = Sst,k−1 + δSst,k−1

11) J ← (Si,k,Sst,k)

12) end while
13) return S0, S1, . . . , S6, Sst

14) end function

3 实 验

通过对移动机械臂进行标定实验来验证所提出

方法的有效性.实验平台使用两轮差速运动移动平
台和6轴机械臂组成的移动机械臂系统.移动机械臂
的标定实验分为仿真实验和真实标定实验,仿真实验
用于验证标定算法的有效性,真实标定实验用于验证
算法在实际应用中的可行性与准确性,同时完成移动
机械臂系统的标定.
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3.1 移动机械臂运动学参数联合标定仿真实验

通过对移动机械臂运动学参数进行标定仿真实

验,从而验证本文所提出的基于指数积公式的移动机
械臂运动学参数联合标定方法的有效性.移动机械
臂旋量参数的理论值和标定值如表2所示.移动机械

臂共8个旋量,总计48个参数需要标定,理论上只需
末端8个独立的位姿数据即可完成求解.为了保证算
法的准确性,仿真实验中随机生成包含移动机械臂各
轴转角和对应机械臂末端位姿的100组数据.其中60
组数据用于运动学参数的标定,剩下40组数据用于
验证标定结果.

表 2 移动机械臂系统运动学参数联合标定结果

旋量 理论值 标定值

S0 [0 0 1 0 0 0]T [0.002 1 0.000 3 1.000 0 −0.005 0 −0.005 2 0.000 0]T

S1 [0 0 1 0 0 0]T [0.003 1 0.000 5 1.000 1 0.001 8 −0.000 6 −0.000 0]T

S2 [0 −1 0 0.805 7 0 0]T [−0.010 1 −0.999 9 −0.004 7 0.807 4 −0.008 2 0.003 9]T

S3 [0 −1 0 0.805 7 0 −0.360 0]T [0.024 2 −0.999 8 −0.002 0 0.808 3 0.020 3 −0.362 2]T

S4 [0 −1 0 0.805 7 0 −0.663 5]T [0.015 6 −0.999 8 0.008 6 0.807 7 0.006 9 −0.665 4]T

S5 [0 0 −1 −0.112 0 0.663 5 0]T [−0.002 4 0.002 4 −1.000 0 0.113 6 0.670 6 1.001 9]T

S6 [0 −1 0 0.695 2 0 −0.663 5]T [0.006 7 −1.000 1 0.003 8 0.696 6 0.003 6 −0.662 1]T

Sst [1 0 0 0.663 5 0.552 3 0.539 7]T [1.000 0 −0.000 6 −0.001 8 0.665 3 0.555 6 0.537 8]T

为了验证标定方法的稳定性,文中进行了6组对
比实验,对每组数据的机械臂末端位姿从位置和姿
态两个方面施加不同均匀分布的噪声. 6组实验分
别是: (a)没有噪声; (b)无姿态噪声,施加 [−1, 1] mm
位置噪声; (c)无姿态噪声,施加 [−5, 5] mm位置噪声;
(d)施加 [−0.01, 0.01] rad角度噪声, [−1, 1] mm位置
噪声; (e)施加 [−0.001, 0.001] rad角度噪声,无位置

噪声; (f)施加 [−0.01, 0.01] rad角度噪声,无位置噪
声.通过6组实验表明,本文标定算法在迭代4次后标
定结果就达到了稳定值;通过(b)、(c)、(d)、(e)、(f)实验
表明,本文的标定算法在噪声干扰的情况下也能快速
收敛到稳定值;通过 (a)、(b)、(c)和 (a)、(e)、(f)对比实
验表明,标定精度会随着位置噪声和角度噪声的变大
而变低.实验结果如图3所示.
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图 3 不同噪声下基于指数积模型的标定实验误差

3.2 对比实验

本文使用经典D-H参数建模方法进行标定实验
并与所提出的方法进行对比.对移动机械臂系统建
立的D-H模型如表3所示.

在使用D-H参数模型进行标定过程中,同样采
集100组数据: 60组数据用于D-H模型参数辨识, 40
组数据用于验证标定结果和误差分析.图 4是使用
D-H模型和 60组没有噪声的数据获得的标定实验
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表 3 移动机械臂系统D-H参数表

i αi−1/(
◦) ai−1/mm di/mm θi/(

◦)

0 0 0 0 0

1 90 0 H1 + H2 0

2 0 L1 0 0

3 0 L2 0 0

4 90 0 −W1 0

5 −90 0 H3 0

6 0 0 W2 0
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图 4 D-H参数法标定实验误差

误差.由图4可知,当末端位置和姿态误差趋于稳定
时,末端最大位置误差为5.544 mm,平均位置误差为
5.445 mm,末端最大姿态误差是0.482 4 rad,平均姿态
误差是 0.347 6 rad.使用指数积模型的标定方法,在
没有噪声的情况下标定结果趋于稳定时,位置误差
远小于 5 mm,姿态误差远小于 0.4 rad.并且,即使在
有± 0.01 rad角度噪声和± 1 mm位置噪声时,基于
指数积模型的标定方法也能把最大位置误差保证在

4 mm上下,把最大姿态误差保证在0.008 rad上下,如
图3(d)所示.

经过对基于指数积模型的标定实验和D-H参数
建模方法标定实验误差的分析,表明了所述基于指数
积的移动机械臂联合标定方法的准确性.

3.3 移动机械臂运动学参数联合标定实验

以上仿真实验的结果表明了基于指数积移动机

械臂联合标定方法的有效性.本文进一步在移动机
械臂平台上进行真实实验.真实实验中利用绝对位
置跟踪仪Leica AT960-MR作为测量工具,获取移动
机械臂末端位姿. Leica AT960-MR测量范围是20 m,
绝对测距精度是10µm.实验步骤如下: 1)建立系统
基坐标系; 2)控制移动机械臂运动并记录各轴转角
数值,同时记录移动机械臂末端位姿; 3)重复步骤2),
共记录100组数据,其中60组用于标定结果, 40组用
于结果验证和误差分析; 4)利用步骤3)获取的60组
数据进行参数标定; 5)利用步骤 4)的标定结果和步
骤3)的40组数据进行结果验证和误差分析.实验方

案中步骤 1)的操作方法如下:控制移动机械臂移动
平台原地转动,记录末端机械臂位姿,利用这些数据
拟合出转动圆心和转轴z0,控制移动机械臂的机械臂
2轴转动,记录末端机械臂位姿,利用这些数据拟合出
转动圆心和转轴 z2,把转轴 z2平移到转轴 z0处即可

获得x0轴,再利用右手定则确定y0轴即完成系统基

坐标系的建立.
采用上述实验方案,移动机械臂运动学参数联合

标定实验结果如表2所示.
本文实验场景设置如图5所示.图中左侧是移动

机械臂系统及末端T-Mac,中间是用于数据采集的电
脑,右侧是Leica AT960-MR激光跟踪仪.

B: T-Mac

Z
6

X
6Y

6

A: !"#$% C: &'()*

图 5 实验场景设置

4 结 论

本文提出了基于指数积的移动机械臂联合标定

方法: 1)该方法建模过程简单,不会因为关节轴平行
而出现奇异性问题; 2)该方法使用伴随矩阵形式建
立了关节旋量理论值与关节旋量实际值的关系,加快
了参数辨识计算过程; 3)利用激光跟踪仪采集数据,
保证了实验数据的高精度.最后通过实验验证了该
方法的准确性和稳定性.
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