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基于观测器的受扰多项式系统H∞输出跟踪控制

李 颖, 曾建平†

(厦门大学航空航天学院，福建厦门 361102)

摘 要: 考虑一类受到外部扰动影响的多项式系统在状态不完全可测情况下的H∞输出跟踪控制问题.首先,综
合前馈-反馈复合控制思想,设计基于观测器的输出跟踪控制器,其中反馈镇定控制器用于保证闭环系统稳定,前
馈补偿控制器用以实现对参考模型输出信号的跟踪;然后,提出具有输出反馈结构的跟踪控制方法,其优势在于实
现了分离原则,可单独设计观测器和控制器,降低计算复杂度;接着,利用依赖全状态的齐次多项式Lyapunov函数
导出使得闭环系统渐近稳定且满足H∞跟踪性能的充分条件,借助多项式平方和凸优化技术可直接求得相应的
观测器和控制器;最后,通过数值仿真实例验证所提出设计方法的有效性和优越性.
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Observer-based H∞ output tracking control for a class of polynomial
systems with external disturbances
LI Ying, ZENG Jian-ping†

(School of Aerospace Engineering，Xiamen University，Xiamen 361102，China)

Abstract: An H∞ output tracking control problem is considered for a class of polynomial systems with partially
unknown states under external disturbances. Firstly, an observer-based output tracking controller is presented from the
perspective of the feedforward and feedback composite control method. The feedback stabilization controller is
employed to ensure the stability of the closed-loop system, and the feedforward compensation controller is used to track
the output signal of the reference model. Furthermore, a tracking controller is proposed with an output feedback
structure, its advantage is that the observer and controller can be given separately, satisfying the separation principle and
reducing the computational complexity. Then using a homogeneous polynomial Lyapunov function dependent on whole
state variables, the sufficient condition of the asymptotic stability with H∞ tracking performance is derived for the
closed-loop system. The corresponding observer and controller can be obtained directly by the polynomial sum of
squares convex optimization technique. Finally, numerical simulation examples are given to verify the validity and
superiority of the proposed method.
Keywords: polynomial system；output tracking control；H∞ tracking performance；homogeneous polynomial
Lyapunov function；separation principle

0 引 言

多项式系统广泛存在于实际应用中[1-2].一方面,
多数非线性系统可建模、转化或近似为多项式系统.
另一方面,相较于线性化模型,多项式模型可在更大
的状态空间区域内描述非线性系统.因此,多项式系
统分析和设计对于非线性系统理论发展具有重要意

义,受到了国内外学者的广泛关注[3-4].文献 [5]研究
了饱和多项式系统全局和局部状态反馈控制策略设

计方法;文献 [6]针对不确定多项式系统,提出了一种
鲁棒H∞状态反馈控制策略;文献 [7]研究了多项式
系统的状态反馈最优控制问题.上述文献均是针对
多项式系统镇定问题开展的研究.
相较于镇定控制,跟踪控制要求在被控对象稳

定的前提下,其状态 (或输出)能够跟踪参考模型状态
(或输出).且跟踪控制广泛应用于工程领域,如机器
人轨迹跟踪控制[8]、飞行器姿态控制[9]以及多智能体
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编队控制[10]等.因此,跟踪控制问题更具挑战性和实
用性.目前,已有很多聚焦于多项式系统跟踪控制的
相关研究成果.文献 [11]研究了多项式模糊系统的
H∞输出反馈跟踪控制问题;文献 [12]针对具有输入
饱和以及外部扰动的多项式模糊系统,提出了一种
静态输出跟踪控制策略;文献 [13]针对一阶伪线性系
统,设计了一种完全参数化形式的模型参考输出跟踪
控制器.上述文献均在状态变量完全可测的情况下
展开研究.

工程实践中,由于传感器种类受限或成本太高,
往往导致无法通过测量获得系统状态变量.这种情
况下,为进行系统分析和设计,采用基于状态观测器
的控制策略成为一种可能.在线性系统中观测器的
引入不影响原控制器的稳定性,可单独设计观测器和
控制器,即满足分离原则.相较而言,对于一般非线性
系统,分离原则往往不再适用.这也为非线性系统基
于观测器的控制设计带来了挑战.文献 [14]针对T-S
模糊网络化控制系统,提出了一种满足分离原则的输
出反馈控制策略;文献 [15]在多项式模糊系统基于观
测器的状态反馈控制设计中实现了分离原则.目前,
较少见到多项式系统基于观测器的输出跟踪控制中

实现分离原则的相关研究.
作为一类特殊非线性系统,多项式系统控制设

计的主要难点在于控制器与Lyapunov函数的联合
搜索是非凸的,难以求解.针对该问题,文献 [16]限制
Lyapunov函数只含控制矩阵对应行全为0的状态,该
方法避免了非凸性,但具有保守性;文献 [17]通过引
入额外的松弛变量,将控制矩阵与Lyapunov矩阵解
耦;文献 [18]假定状态导数有界,并在控制设计中通
过引入状态导数的约束放缩解耦;文献 [19]提出了一
种齐次多项式Lyapunov函数方法,在解决非凸性的
同时,降低了保守性.如何处理此类非凸联合搜索问
题,也是本文进行基于观测器的输出跟踪控制设计中
亟需考虑的问题.

此外,实际系统所处环境复杂,不可避免地会受
到外部扰动等因素的影响.考虑到H∞控制方法是

抑制扰动的有效手段,综合以上分析,本文研究一类
具有外部扰动和未知状态的多项式系统H∞输出跟

踪控制问题.设计多项式观测器和基于该观测器的
控制器,实现对参考模型输出轨迹的跟踪和外部扰
动的抑制.在基于观测器的H∞跟踪控制框架下,进
一步考虑观测器与控制器的分离原则.需要说明的
是,在上述控制策略设计和稳定性证明中,引入齐次
多项式Lyapunov函数,并运用多项式平方和 (sum of

squares, SOS)凸优化技术求解观测器和控制器.本文
主要内容如下.

1)不同于文献[11-13],所提出控制策略可用于状
态不完全可测的情况.因此,所提出方法在实际复杂
环境中具有更强的实用性和鲁棒性.

2)相较于文献 [20],所提出控制策略可分开求解
观测器和控制器,即观测器与控制器设计条件不再耦
合,而是满足分离原则.这种分离方式可降低求解过
程的计算复杂度.

3)所提出控制策略设计过程中引入了齐次多项
式Lyapunov函数,不仅可包含闭环系统的全部状态,
且有效避免了控制器与Lyapunov函数联合搜索的非
凸条件,从而降低求解过程的保守性.

1 问题描述

考虑一类具有外部扰动的多项式系统 ẋ = A(x)x+B(x)u+G(x)ω,

y = Cx.
(1)

其中:x∈Rn、u∈Rm和y∈Rq分别为系统的状态、输

入和输出,ω ∈Rs为外部扰动且ω ∈ L2[0,∞),A(x)、

B(x)和G(x)为关于x的适当维数多项式矩阵,C为
具有合适维数的常数矩阵.
给定产生参考信号yr的参考模型为 ẋr = Arxr +Brr,

yr = Crxr.
(2)

其中:xr ∈Rn、r ∈Rm和yr ∈Rq分别为参考模型的

状态、输入和输出,且参考输入r ∈ L2[0,∞);Ar、Br

和Cr为具有适当维数的常数矩阵,且Ar是Hurwitz
的.
本文旨在设计一种输出跟踪控制策略,使得多项

式系统 (1)的输出y可跟踪参考模型 (2)的输出yr,且
输出跟踪误差满足如下H∞性能指标:w ∞

0
eTrerdt ⩽ γ2

w ∞

0
ω̃Tω̃dt. (3)

其中: ω̃=[ωT rT]T, er=y− yr为输出跟踪误差, γ>0

为给定的H∞跟踪性能抑制指标.
为便于后续分析和证明,给出以下定义和引理.
定义1 [21] 若函数V (x) :Rn→R,对于∀λ > 0,

存在h∈N+,使得下式成立:

V (λx) = λhV (x), (4)

则称V (x)为齐次度h的齐次多项式Lyapunov函数.
引理1 [15] 若V (x) :Rn→R为齐次度h的齐次

多项式Lyapunov函数,则V (x)满足

hV (x) = xT∇xV (x) = ∇xV (x)
T
x, (5)
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其中∇xV (x)=
∂V (x)

∂x
.

引理2 [15] 若V (x) :Rn→R为齐次度h的齐次

多项式Lyapunov函数,则V (x)可描述为

V (x) =
1

h(h− 1)
xT∇xxV (x)x, (6)

其导数 V̇ (x)可表示为

V̇ (x) =
1

h− 1
ẋT∇xxV (x)x, (7)

其中∇xxV (x)=∇x
∂V (x)

∂x
.

2 基于观测器的输出跟踪控制设计

在实际应用中,一般无法直接通过测量获得系统
的全部状态.因此,设计如下状态观测器以估计系统
未知状态: ˙̂x = A(x̂)x̂+B(x̂)u+ L(x̂)(y − ŷ),

ŷ = Cx̂.
(8)

其中: x̂ ∈ Rn为状态估计值, ŷ ∈ Rq为观测器输出,
A(x̂)和B(x̂)为关于 x̂的适当维数多项式矩阵,L(x̂)
为待设计的观测器增益矩阵.进而构造基于状态观
测器的输出跟踪控制器

u = K(x̂, xr)x̂+ F (x̂, xr)xr, (9)

其中K(x̂, xr)和F (x̂, xr)为待设计的输出跟踪控制

器增益矩阵.
定义观测误差为ex=x− x̂,则由式(1)、(8)和(9),

得到观测误差方程为

ex = (A(x)− L(x̂)C)ex + (∆A(x, x̂)+

∆B(x, x̂)K(x̂, xr))x̂+

∆B(x, x̂)F (x̂, xr)xr +G(x)ω. (10)

其中

∆A(x, x̂) = A(x)−A(x̂),

∆B(x, x̂) = B(x)−B(x̂).

令 x̃=[eTx x̂T xTr ]
T,联立式(1)、(2)和式(8)∼ (10),

增广系统可表示为

˙̃x = Ã(x, x̂, xr)x̃+ G̃(x)ω̃. (11)

其中

Ã(x, x̂, xr) =
A(x)− L(x̂)C ∆A(x, x̂) + ∆B(x, x̂)K(x̂, xr)

L(x̂)C A(x̂) +B(x̂)K(x̂, xr)

0 0

→

←
∆B(x, x̂)F (x̂, xr)

B(x̂)F (x̂, xr)

Ar

 ,

G̃(x) =


G(x) 0

0 0

0 Br

 .

定理1 对于多项式系统 (1),给定跟踪性能抑制
指标γ > 0,齐次度h1 > 0,h2 > 0,h3 > 0,正多项式
ε1(ex)、ε2(x̂)、ε3(xr)和ε4(x, x̃),若存在正定对称多
项式矩阵P1(ex)、P2(x̂)和P3(xr)以及多项式矩阵

W1(ex, x̂)、W2(x̂, xr)和W3(x̂, xr),使得

P1(ex)− ε1(ex)I, (12)

P2(x̂)− ε2(x̂)I, (13)

P3(xr)− ε3(xr)I, (14)

−Ω(x, x̃)− ε4(x, x̃)I (15)

为SOS矩阵.其中

Ω(x, x̃) =

Ω1 Ω2 Ω3

∗ −γ2I 0

∗ ∗ −I

 , Ω1 =

Ω11 Ω12 Ω13

∗ Ω22 Ω23

∗ ∗ Ω33

 ,

Ω2 =

h1G(x) 0

0 0

0 h3Br

 , Ω3 =

 P1(ex)C
T

P2(x̂)C
T

−P3(xr)Cr
T

 ,

Ω11 = h1Sym(A(x)P1(ex)−W1(ex, x̂)),

Ω12 = h1(∆A(x, x̂)P2(x̂) + ∆B(x, x̂)W2(x̂, xr))+

h2W1
T(ex, x̂),

Ω13 = h1∆B(x, x̂)W3(x̂, xr),

Ω22 = h2Sym(A(x̂)P2(x̂) +B(x̂)W2(x̂, xr)),

Ω23 = h2B(x̂)W3(x̂, xr),

Ω33 = h3Sym(ArP3(xr)).

则所设计的观测器 (8)和控制器 (9)可使多项式系统
(1)满足H∞输出跟踪性能,且观测器和控制器增益
矩阵分别为

L(x̂)C = W1(ex, x̂)P
−1
1 (ex),

K(x̂, xr) = W2(x̂, xr)P
−1
2 (x̂),

F (x̂, xr) = W3(x̂, xr)P
−1
3 (xr).

证明 定义齐次多项式Lyapunov函数

V (x̃) = 2x̃TP (x̃)x̃ =

2


ex

x̂

xr


T

×


∇exexV (ex)

h1(h1 − 1)
0 0

∗ ∇x̂x̂V (x̂)

h2(h2 − 1)
0

∗ ∗ ∇xrxr
V (xr)

h3(h3 − 1)



ex

x̂

xr

 .
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令

∇exexV (ex)

h1(h1 − 1)
= P−1

1 (ex),

∇x̂x̂V (x̂)

h2(h2 − 1)
= P−1

2 (x̂),

∇xrxr
V (xr)

h3(h3 − 1)
= P−1

3 (xr),

则P (x̃)=diag{P−1
1 (ex) P−1

2 (x̂) P−1
3 (xr)}.由条件

(12)∼ (14),得到V (x̃)>0.
由引理2, V̇ (x̃)可表示为

V̇ (x̃) =

2


ėx
˙̂x

ẋr


T

×


∇exexV (ex)

h1 − 1
0 0

∗ ∇x̂x̂V (x̂)

h2 − 1
0

∗ ∗ ∇xrxr
V (xr)

h3 − 1



ex

x̂

xr

 =

2 ˙̃x
T
h̃P (x̃)x̃,

其中 h̃ = diag{h1 h2 h3}.沿增广系统 (11)求得
Lyapunov函数V (x̃)的导数为

V̇ (x̃) =

x̃TÃT(x, x̂, xr)h̃P (x̃)x̃+ ω̃TG̃T(x)h̃P (x̃)x̃+

x̃Th̃P (x̃)Ã(x, x̂, xr)x̃+ x̃Th̃P (x̃)G̃(x)ω̃. (16)

进而,有

V̇ (x̃) + eTrer − γ2ω̃Tω̃ =

x̃TÃT(x, x̂, xr)h̃P (x̃)x̃+ x̃Th̃P (x̃)Ã(x, x̂, xr)x̃+

ω̃TG̃T(x)h̃P (x̃)x̃+ x̃Th̃P (x̃)G̃(x)ω̃+

x̃TC̃TC̃x̃− γ2ω̃Tω̃ = ηTΠ(x, x̃)η. (17)

其中

η = [x̃T ω̃T]T,

C̃ = [C C − Cr],

Π(x, x̃) =[
Sym(h̃P (x̃)Ã(x, x̂, xr)) + C̃TC̃ h̃P (x̃)G̃(x)

∗ −γ2I

]
.

应用Schur补引理,Π(x, x̃)<0等价于
Sym(h̃P (x̃)Ã(x, x̂, xr)) h̃P (x̃)G̃(x) C̃T

∗ −γ2I 0

∗ ∗ −I

 < 0.

(18)

结合增广系统 (11),将 h̃ = diag{h1 h2 h3}和
P (x̃)=diag{P−1

1 (ex) P−1
2 (x̂) P−1

3 (xr)}代入式(18),
得到

Π̃(x, x̃) =


Π̃1 Π̃2 C̃T

∗ −γ2I 0

∗ ∗ −I

 < 0. (19)

其中

Π̃1 =


Π̃11 Π̃12 Π̃13

∗ Π̃22 Π̃23

∗ ∗ Π̃33

 ,

Π̃2 =


h1P

−1
1 (ex)G(x) 0

0 0

0 h3P
−1
3 (xr)Br

 ,

Π̃11 = Sym(h1P
−1
1 (ex)(A(x)− L(x̂)C)),

Π̃12 = h1P
−1
1 (ex)(∆A(x, x̂) + ∆B(x, x̂)K(x̂, xr))+

(L(x̂)C)
T
h2P

−1
2 (x̂),

Π̃13 = h1P
−1
1 (ex)∆B(x, x̂)F (x̂, xr),

Π̃22 = Sym(h2P
−1
2 (x̂)(A(x̂) +B(x̂)K(x̂, xr))),

Π̃23 = h2P
−1
2 (x̂)B(x̂)F (x̂, xr),

Π̃33 = Sym(h3P
−1
3 (xr)Ar).

将Π̃(x, x̃)左右两边同时乘以对角矩阵

diag{P1(ex) P2(x̂) P3(xr) I I I},

且令

L(x̂)CP1(ex) = W1(ex, x̂),

K(x̂, xr)P2(x̂) = W2(x̂, xr),

F (x̂, xr)P3(xr) = W3(x̂, xr),

则Π̃(x, x̃)等价于Ω(x, x̃).由条件 (15)可知Ω(x, x̃)<

0成立,即 V̇ (x̃) + eTrer − γ2ω̃Tω̃<0成立.
因此,当 ω̃=0时,有 V̇ (x̃)< 0,增广系统 (11)渐近

稳定;当 ω̃ ̸= 0时,对 V̇ (x̃) + eTrer − γ2ω̃Tω̃ < 0两端

从0到∞积分,有
w ∞

0
(V̇ (x̃) + eTrer − γ2ω̃Tω̃)dt < 0.

在 0 初始条件下, 可得
w ∞

0
(eTrer − γ2ω̃Tω̃)dt <

−V (x̃, t)|t→∞ < 0,即式 (3)成立,保证了输出跟踪误
差满足给定的H∞性能指标.2
3 满足分离特性的输出跟踪控制设计

为降低SOS求解过程的计算复杂度,一种可能
的方式是应用分离特性独立求解观测器和控制器增

益矩阵.因此,在前文基础上,设计了如下具有输出反
馈结构的输出跟踪控制器:

u = K(x̂, xr)y + F (x̂, xr)xr. (20)
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联立式(1)、(8)和(20),观测误差方程改写为

ex = (A(x̂)− L(x̂)C)ex + (∆A(x, x̂)+

∆B(x, x̂)K(x̂, xr)C)x+

∆B(x, x̂)F (x̂, xr)xr +G(x)ω. (21)

令 x̄ = [eTx xT xTr ]
T,由式 (1)∼ (2)和式 (20)

∼ (21),得到增广系统

˙̄x = Ā(x, x̂, xr)x̄+ Ḡ(x)ω̃. (22)

其中

Ā(x, x̂, xr) =
A(x̂)− L(x̂)C ∆A(x, x̂) + ∆B(x, x̂)K(x̂, xr)C

0 A(x) +B(x)K(x̂, xr)C

0 0

→

←
∆B(x, x̂)F (x̂, xr)

B(x)F (x̂, xr)

Ar

 ,

Ḡ(x) =


G(x) 0

G(x) 0

0 Br

 .

定理2 对于多项式系统 (1),给定跟踪性能抑制
指标γ > 0,齐次度h1 > 0,h2 > 0,h3 > 0,正多项式
δ1(ex)、δ2(x)、δ3(xr)、δ4(ex, x̂)和δ5(x, x̂, xr),若存在
正定对称多项式矩阵P1(ex)、P2(x)和P3(xr)以及多

项式矩阵W1(ex, x̂)、W2(x, x̂, xr)和W3(x̂, xr),使得

P1(ex)− δ1(ex)I, (23)

P2(x)− δ2(x)I, (24)

P3(xr)− δ3(xr)I, (25)

− Ψ1(ex, x̂)− δ4(ex, x̂)I, (26)

− Ψ2(x, x̂, xr)− δ5(x, x̂, xr)I (27)

为SOS矩阵.其中

Ψ1(ex, x̂) = h1Sym(P1(ex)A(x̂)−W1(ex, x̂)C),

Ψ2(x, x̂, xr) =

Ψ21 Ψ22 Ψ23

∗ −γ2I 0

∗ ∗ −I

 ,

Ψ21 =

[
Ψ211 Ψ212

∗ Ψ213

]
, Ψ22 =

[
h2G(x) 0

∗ h3Br

]
,

Ψ23 =

[
P2(x)C

T

−P3(xr)C
T

r

]
,

Ψ211 = h2Sym(A(x)P2(x) +B(x)W2(x, x̂, xr)),

Ψ212 = h2B(x)W3(x̂, xr),

Ψ213 = h3Sym(ArP3(xr)).

则所设计的观测器 (8)和控制器 (20)可使多项式系统

(1)满足H∞输出跟踪性能,且观测器和控制器增益
矩阵分别为

L(x̂) = P−1
1 (ex)W1(ex, x̂),

K(x̂, xr)C = W2(x, x̂, xr)P
−1
2 (x),

F (x̂, xr) = W3(x̂, xr)P
−1
3 (xr).

证明 选取齐次多项式Lyapunov函数

V (x̄) = 2x̄TP (x̄)x̄,

取P (x̄)=diag{αP1(ex) P−1
2 (x) P−1

3 (xr)},α>0.由
条件(23)∼ (25),可得V (x̄)>0.类似于定理1,有

V̇ (x̄) = 2 ˙̄x
T
h̃P (x̄)x̄.

考虑增广系统(22),可推得

V̇ (x̄) =

x̄TĀT(x, x̂, xr)h̃P (x̄)x̄+ ω̃TḠT(x)h̃P (x̄)x̄+

x̄Th̃P (x̄)Ā(x, x̂, xr)x̄+ x̄Th̃P (x̄)Ḡ(x)ω̃, (28)

则有

V̇ (x̄) + eTrer − γ2ω̃Tω̃ =

x̄TĀT(x, x̂, xr)h̃P (x̄)x̄+ x̄Th̃P (x̄)Ā(x, x̂, xr)x̄+

ω̃TḠT(x)h̃P (x̄)x̄+ x̄Th̃P (x̄)Ḡ(x)ω̃+

x̄TC̄TC̄x̄− γ2ω̃Tω̃ = ξTΦ(x̂, x̄)ξ. (29)

其中

ξ = [x̄T ω̃T]T, C̄ = [0 C − Cr],

Φ(x̂, x̄) =[
Sym(h̃P (x̄)Ā(x, x̂, xr)) + C̄TC̄ h̃P (x̄)Ḡ(x)

∗ −γ2I

]
.

应用Schur补引理,Φ(x̂, x̄)<0可转化为
Sym(h̃P (x̄)Ā(x, x̂, xr)) h̃P (x̄)Ḡ(x) C̄T

∗ −γ2I 0

∗ ∗ −I

 < 0.

(30)

结合增广系统 (22)、 h̃ = diag{h1 h2 h3}以及
P (x̄) = diag{αP1(ex) P−1

2 (x) P−1
3 (xr)},式 (30)可

重写为

Φ̃(x̂, x̄) =

[
αΦ̃1 αΦ̃2

∗ Φ̃3

]
< 0. (31)

其中

Φ̃1 = Sym(h1P1(ex)(A(x̂)− L(x̂)C)),

Φ̃2 = [Φ̃21 Φ̃22 0], Φ̃21 = [Φ̃211 Φ̃212],

Φ̃211 = h1P1(ex)(∆A(x, x̂) + ∆B(x, x̂)K(x̂, xr)C),

Φ̃212 = h1P1(ex)∆B(x, x̂)F (x̂, xr),



1616 控 制 与 决 策 第38卷

Φ̃22 = [h1P1(ex)G(x) 0],

Φ̃3 =


Φ̃31 Φ̃32 Φ̃33

∗ −γ2I 0

∗ ∗ −I

 , Φ̃31 =

[
Φ̃311 Φ̃312

∗ Φ̃313

]
,

Φ̃32 =

[
h2P

−1
2 (x)G(x) 0

∗ h3P
−1
3 (xr)Br

]
,

Φ̃33 =

[
CT

−CT
r

]
,

Φ̃311 = Sym(h2P
−1
2 (x)(A(x) +B(x)K(x̂, xr)C)),

Φ̃312 = h2P
−1
2 (x)B(x)F (x̂, xr),

Φ̃313 = Sym(h3P
−1
3 (xr)Ar).

将Φ̃(x̂, x̄)左右两边同时乘以对角矩阵

diag{I P2(x) P3(xr) I I I},

并令

P1(ex)L(x̂) = W1(ex, x̂),

K(x̂, xr)CP2(x) = W2(x, x̂, xr),

F (x̂, xr)P3(xr) = W3(x̂, xr),

则式(31)转化为

Ψ(x̂, x̄) =

[
αΨ1(ex, x̂) αΦ̃2

∗ Ψ2(x, x̂, xr)

]
< 0. (32)

由Schur补引理,式(32)等价于Ψ2(x, x̂, xr) < 0,

Ψ1(ex, x̂) < αΦ̃2Ψ
−1
2 (x, x̂, xr)Φ̃

T
2.

(33)

由条件(26)和(27),有Ψ1(ex, x̂) < 0,

Ψ2(x, x̂, xr) < 0.

因此,存在一个足够小的α使得式 (33)成立,进而有
V̇ (x̄) + eTrer − γ2ω̃Tω̃ < 0成立.同理,对于定理1,当
ω̃=0时,可得 V̇ (x̄)< 0,即增广系统 (22)渐近稳定;当
ω̃ ̸= 0时,式 (3)成立,即保证了输出跟踪误差满足给
定的H∞性能指标.2
4 仿真算例

算例1 考虑如式 (1)的受扰多项式系统,其系统
参数为

A(x) =

[
1 −0.3x2

−1.5 −2− x2
2

]
, B(x) =

[
x2
1 + 1

0

]
,

G(x) =

[
0.2

0.1

]
, C = [1 0].

给定如式(2)所示的参考模型

Ar =

[
0.5 1

−1.5 −2

]
, Br =

[
0.5

0

]
, Cr = [1 0].

首先,验证所设计的具有分离特性的基于观测
器的输出跟踪控制策略 (OBTC-SP)的有效性.为便
于计算,选取齐次多项式Lyapunov函数的齐次度为
h1 = h2 = h3 = 2,H∞跟踪性能抑制指标为γ = 1.91.
设置仿真参数δ1(ex)、δ2(x)、δ3(xr)、δ4(ex, x̂)和δ5(x,

x̂, xr)为SOS多项式变量.根据定理2,利用Matlab中
的SOSTOOLS工具箱进行求解[22],可得到正定对称
多项式矩阵为

P1(ex) =

[
135.763 0

0 552.079

]
,

P2 (x) =

[
28.590 0

0 62.130

]
,

P3 (xr) =

[
0.204 0

0 0.788

]
,

以及相应的观测器和控制器增益矩阵

L(x̂) = [L1(x̂);L2(x̂)],

K(x̂, xr)C = [K(x̂, xr) 0],

F (x̂, xr) = [F1(x̂, xr) F2(x̂, xr)].

其中

L1(x̂) = 0.572x̂2
1 + 4.213x̂2

2 + 9.007,

L2(x̂) = 2.276× 10−5x̂2
1 + 1.153× 10−3x̂2

2 − 1.478,

K(x̂, xr) = −1.205x̂2
1 − 1.205x̂2

2 − 1.205x2
r1−

1.205x2
r2 − 6.826,

F1(x̂, xr) = 8.964× 10−14x̂2
1 + 3.227× 10−14x̂2

2−

1.404× 10−14x2
r1 + 6.130× 10−14x2

r2+

7.008,

F2(x̂, xr) = 2.672× 10−15x̂2
1 + 1.124× 10−14x̂2

2+

8.370× 10−16x2
r1 + 7.333× 10−15x2

r2 +

0.378.

然后,给出对比实验以验证所设计OBTC-SP方
法的优越性.在文献 [20]中,针对受扰多项式模糊系
统提出了基于观测器的跟踪控制策略,该方法控制
器增益中未引入跟踪信号,且未能够实现观测器与
控制器的分离设计.利用文献 [20]中的控制器结构
u = K(x̂)(x̂ − xr),针对本文的研究对象受扰多项
式系统,给出传统的基于观测器的输出跟踪控制策略
(OBTC).在相同的仿真参数下,类似于定理1,获得正
定对称多项式矩阵
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P1(ex) =

[
0.335 0

0 1.876

]
, P2(x̂) =

[
0.157 0

0 0.870

]
,

P3(xr) = P2(x̂),

以及相应的观测器和控制器增益矩阵

L(x̂)C =

[
L1(x̂) 0

L2(x̂) 0

]
, K(x̂) = [K1(x̂) K2(x̂)],

F (x̂) = −K(x̂).

其中

L1(x̂) = 2.342x̂2
1 + 1.682x̂2

2 + 1.611,

L2(x̂) = 0.114x̂2
1 − 0.092x̂2

2 − 0.188,

K1(x̂) = −0.280x̂2
1 − 0.294x̂2

2 − 1.666,

K2(x̂) =

− 3.253× 10−3x̂2
1 + 1.723× 10−4x̂2

2 − 0.197.

在仿真中,受扰多项式系统、观测系统以及参考
模型的初始状态分别设定为x(0)=[0.1 0.1]T、̂x(0)=

[0 0]T和xr(0) = [−0.1 0.1]T.给定参考输入为r =

0.26 sin(0.25 t),假定外部扰动为ω = 0.1 sin(0.2 t).仿
真结果如图1∼图3所示.
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图 3 输出跟踪曲线

由图1和图2可见,在OBTC-SP和OBTC方法作
用下,基于观测器 (8)的系统未知状态估计曲线与系
统真实状态基本契合.但在所设计的OBTC-SP方法
作用下,经过短暂的调节时间后,状态估计误差能够
收敛至较OBTC方法更小的包含0附近邻域内.由图
3可见,相较于OBTC方法, OBTC-SP方法能够保证
多项式系统输出更好地跟踪给定参考模型的输出信

号,且更有效地抑制了外部扰动对系统的影响.
算例2 为进一步验证所提出方法的有效性,采

用以下经典的非线性质量弹簧阻尼系统[23]为实例,
进行仿真验证:

Mẍ+ g(x, ẋ) + f(x) = ϕ(x)u.

其中:x为弹簧位移; ẋ为弹簧速度; ẍ为弹簧加速度;
M为弹簧质量; g(x, ẋ)为阻尼系数, f(x)为弹簧系数,
ϕ(x)为输入系数,且假设g(x, ẋ) = c1ẋ, f(x) = c2x +

c3x
3,ϕ(x)=1 + c4x

2.选取质量弹簧阻尼系统参数为
M =1, c1 =1, c2 =0.01, c3 =0.1, c4 =0.13.令x1 = x,
x2= ẋ,在考虑扰动影响时,得到多项式模型描述的质
量弹簧阻尼系统为

[
ẋ1

ẋ2

]
=

[
0 1

−0.01− 0.1x2
1 −1

][
x1

x2

]
+[

0

1 + 0.13x2
1

]
u+

[
0

0.1

]
ω,

y = [1 0]

[
x1

x2

]
.
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参考模型选取如下:

Ar =

[
−0.6 −0.2
−0.2 −0.5

]
, Br =

[
0

1

]
, Cr = [1 0].

给定齐次多项式Lyapunov函数的齐次度为h1 =

h2 = h3 = 2,H∞跟踪性能抑制指标为γ = 4.53.设置
仿真参数δ1(ex)、δ2(x)、δ3(xr)、δ4(ex, x̂)和δ5(x, x̂,

xr)为SOS多项式变量.利用定理2得到正定对称多
项式矩阵为

P1(ex) =

[
50.144 0

0 76.836

]
,

P2(x) =

[
1.095 0

0 13.815

]
,

P3(xr) =

[
7.053× 10−3 0

0 6.773× 10−3

]
,

以及相应的观测器和控制器增益矩阵

L(x̂) = [L1(x̂);L2(x̂)],

K(x̂, xr)C = [K(x̂, xr) 0],

F (x̂, xr) = [F1(x̂, xr) F2(x̂, xr)].

其中

L1(x̂) = 0.171x̂2
1 + 0.171x̂2

2 + 1.494,

L2(x̂) = −0.099x̂2
1 + 1.385× 10−4x̂2

2 + 0.617,

K(x̂, xr) = 9.448× 10−16x̂2
1 − 3.565× 10−15x̂2

2−

1.140× 10−15x2
r1+

1.416× 10−15x2
r2 − 12.070,

F1(x̂, xr) = 1.588× 10−13x̂2
1 − 1.861× 10−13x̂2

2−

2.455× 10−14x2
r1−

3.502× 10−13x2
r2 + 10.780,

F2(x̂, xr) = 9.965× 10−14x̂2
1 + 8.363× 10−14x̂2

2−

2.418× 10−13x2
r1+

3.143× 10−13x2
r2 + 0.330.

仿真中,受扰多项式系统、观测系统以及参考模
型的初始状态分别设定为x(0) = [0.1 0.1]T, x̂(0) =
[0 0]T和xr(0) = [−0.1 0.1]T.给定参考输入为
r = sin(0.5 t),假定外部扰动为ω = 0.1 sin(0.2 t).仿
真结果如图4和图5所示.
由图4可见,经过暂态调节时间后,由观测器 (8)

所产生的状态估计曲线与真实状态响应基本重合.
由图 5可见,在受到外部扰动影响的情况下,利用输
出跟踪控制器 (20)可实现系统输出对参考模型输出
信号的跟踪.综合图4和图5的结果,表明了所设计的
观测器(8)和输出跟踪控制器(20)是有效的.
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图 4 状态估计曲线
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图 5 输出跟踪曲线

5 结 论

本文研究了一类受扰多项式系统的鲁棒H∞输

出跟踪控制问题.针对状态不完全可测情况,给出基
于观测器的输出跟踪控制器.该控制器由两部分组
成,一部分为反馈镇定控制器,用于保证闭环系统稳
定;另一部分为前馈补偿控制器,用以实现对参考模
型输出信号的跟踪.在此基础上,提出具有输出反馈
结构的跟踪控制策略,能够有效抑制外部扰动对系统
的影响,达到预期的H∞跟踪性能.同时,该策略使得
观测器和控制器设计满足分离原则,从而降低求解过
程中的计算复杂度.利用齐次多项式Lyapunov函数
方法,给出了基于观测器的H∞输出跟踪控制问题的

可解性条件,且通过SOS凸优化技术可直接求得相
应的观测器和控制器.数值仿真例子验证了所提出
方法的有效性.
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