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摘 要: 基于阻尼累加生成算子和离散灰色预测模型的思想,提出一类新的阻尼累加离散GM (1,1)模型,并详细
给出模型的推导过程,从理论上分析与经典GM (1,1)模型、离散GM (1,1)模型以及最近提出的阻尼累加GM (1,1)
模型的关系,探讨模型的稳定性和数据适用类型分析,并利用量子粒子群优化算法计算出最优阻尼累加参数.最
后将所提出模型应用于两个实际案例,结果表明所提出的阻尼累加离散GM (1,1)模型的拟合和预测误差均优于
上述基准模型.
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Abstract: Based on the idea of damping accumulated generation operators and discrete grey prediction models, a new
damping accumulated discrete GM (1,1) (DADGM (1,1)) model is proposed, and its specific process is derived. The
relationship between the GM(1,1) model, the discrete GM (1,1) model, the damping accumulated GM (1,1) model is
theoretically analyzed. Stability property and the analysis of data application types of the DADGM (1,1) model are
discussed, and the optimal damping accumulative parameter is searched using the quantum particle swarm optimization
algorithm. Finally, two practical examples are given. Numerical results show that the proposed DADGM (1,1) model has
better fitting and prediction efficiency than the above benchmark models.
Keywords: damping accumulated generating operator；discrete grey model；GM (1,1)；quantum particle swarm
optimization algorithm

0 引 䀰

灰色系统理论是一类善于处理以“少数据、贫信

息”为主要特征的新型不确定研究理论,灰色预测模
型是灰色系统理论的重要分支之一[1].在已提出的众
多灰色预测模型中,最为经典的是GM (1,1)模型.事
实上, GM (1,1)模型可归结为一类特殊的微分方程模
型,其中前面的“1”表示一阶微分方程,后面的“1”表
示单变量.

GM (1,1)模型的基本思想是:首先,对原始非负
序列X(0)进行一阶累加得到近似指数规律的单调递

增序列X(1);然后,用一阶线性常微分方程的解 (单调
递增指数函数)得到X(1)的近似序列 X̂(1);最后,再

对 X̂(1)作一阶累减得到原始序列X(0)的近似序列

X̂(0),并由此预测未来的发展趋势.由建模过程可以
看出,对原始数据进行预处理是GM (1,1)模型的第1
步也是非常关键的一步.大量的研究集中在如何对
原始数据进行预处理,以获得更加平滑且满足灰指
数定律的序列,从而使GM (1,1)模型具有更好的拟
合和预测精度.在一阶累加的基础上,针对不同数据
的特征,提出了各种改进的累加算子,包括分数阶累
加[2]、新信息优先累加[3]、截断累加[4]、反向累加[5]、

季节性累加[6]、加权分数阶累加[7]等.针对GM (1,1)
模型预测过程中数据变化 (增长或下降)趋势过快,出
现不合理的预测结果,文献 [8]利用阻尼趋势参数减
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缓GM (1,1)模型预测过程中数据变化趋势,得到更为
合理的预测结果.最近,文献 [9]基于这种阻尼趋势参
数提出一种新的阻尼累加方式,突出了新信息在累
加过程中的权重,并结合GM (1,1)模型的思想建立一
种阻尼累加GM (1,1)(damping accumulated GM (1,1),
DAGM (1,1))模型.实例分析表明, DAGM (1,1)模型可
以灵活地调整预测序列的发展趋势,比经典GM (1,1)
模型、分数阶累加GM (1,1)模型的拟合和预测精度更
佳.
在经典GM (1,1)模型中存在两个非常重要的参

数,即发展系数和灰作用量,其取值的好坏直接关系
到预测的结果.为了计算这两个参数,通常将一阶线
性微分方程两边积分化为差分方程,再由最小二乘法
求出,而GM (1,1)模型的时间响应函数是由一阶线性
微分方程的解直接导出,这存在着从差分方程到微分
方程的转换误差.为此,文献 [10]直接基于差分方程
提出了离散GM (1,1)(Discrete GM (1,1))模型,不仅符
合灰色预测模型建模机理,还避免了GM (1,1)模型中
的转换误差,实证分析表明DGM (1,1)模型具有无偏
性且优于GM (1,1)模型[11-12].
研究发现,最近提出的DAGM (1,1)模型尽管优

于经典的GM (1,1)模型,但与GM (1,1)模型类似,仍
然存在着从离散方程到微分方程的转换误差.为了
克服这一问题,本文借助于离散GM (1,1)模型的思
想,提出一类新的阻尼累加离散GM (1,1)模型,详细
给出新模型的推导过程,分析新模型与经典GM (1,1)
模型、离散GM (1,1)模型以及阻尼累加GM (1,1)模
型之间的关系,并利用矩阵扰动理论分析模型的稳定
性,最后通过两个案例验证所提出模型的性能.

1 阻尼累加GM (1,1)模型
定义1 [9] 给定阻尼参数ζ ∈ (0, 1]和原始序列

X(0) = (x(ζ)(1), x(ζ)(2), . . . , x(ζ)(n)),称

X(ζ) = (x(ζ)(1), x(ζ)(2), . . . , x(ζ)(n)) (1)

为 ζ阶阻尼累加生成序列 (ζ-DAGO),其中x(ζ)(k) =
k∑

i=1

x(0)(i)

ζi−1
, k = 1, 2, . . . , n.用矩阵形式可表示为


x(ζ)(1)

x(ζ)(2)
...

x(ζ)(n)

 =



1 0 . . . 0

1
1

ζ
. . . 0

...
...

. . .
...

1
1

ζ
. . .

1

ζn−1




x(0)(1)

x(0)(2)
...

x(0)(n)

 .

定义 2 [9] 设 x(0)(k)和 x(ζ)(k)如定义 1所述,
Z(ζ) = (z(ζ)(1), z(ζ)(2), . . . , z(ζ)(n))为X(ζ)的紧邻

均值生成序列,其中 z(ζ)(k + 1) = (z(ζ)(k + 1) +

z(ζ)(k))/2,称

x(ζ)(k + 1)− x(ζ)(k) + az(ζ)(k + 1) = b (2)

为阻尼累加GM (1,1) (DAGM (1,1))模型,其中a为发

展系数, b为灰作用量,称
dx(ζ)

dt + ax(ζ) = b (3)

为DAGM (1,1)模型的白化微分方程.
发展系数a和灰作用量 b可基于离散方程 (2)由

最小二乘法得到,即

[a, b] = (BTB)−1BTY.

其中

B =


−z(ζ)(2) 1

−z(ζ)(3) 1
...

...
−z(ζ)(n) 1

 , Y =


x(ζ)(2)− x(ζ)(1)

x(ζ)(3)− x(ζ)(2)
...

x(ζ)(n)− x(ζ)(n− 1)

 .

令初始值 x̂(ζ)(t)|t=1 = x(ζ)(1) = x(0)(1),由式
(3)可求得DAGM (1,1)模型的时间响应函数

x̂
(ζ)
DA(k) =

(
x(0)(1)− b

a

)
e−a(k−1) +

b

a
. (4)

DAGM(1,1)模型突出了新信息的优先性,并且可
以灵活调整预测结果的增长趋势[9].但由上述的模型
求解过程可以看出,参数(a, b)是基于离散方程 (2)求
出的,而包含参数 (a, b)的时间响应函数却是由微分

方程 (3)得到的.因此, DAGM(1,1)模型仍然存在着从
离散方程到微分方程的转换误差.

2 阻尼累加离散GM (1,1)模型及性质分析
为了消除阻尼累加GM (1,1)模型中的转换误差,

本节借鉴离散灰色模型的思想建立阻尼累加离散

GM (1,1)模型,分析了模型的性质和稳定性,并进行
了纯指数序列模拟分析,确定模型的适用范围.

2.1 阻尼累加离散GM (1,1)模型

定义3 设原始非负序列X(0)和 ζ阶阻尼累加

生成序列X(ζ)如定义1所述, x(ζ)(k)是X(ζ)的第k个

元素,称

x(ζ)(k + 1) = β1x
(ζ)(k) + β2 (5)

为阻尼累加离散GM (1,1) (DADGM (1,1))模型.
DADGM (1,1)模型的参数(β1, β2)可基于离散方

程(5)由最小二乘法求得,即

[β1, β2]
T = (BTB)−1BTY. (6)

其中
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B =


x(ζ)(1) 1

x(ζ)(2) 1
...

...
x(ζ)(n− 1) 1

 , Y =


x(ζ)(2)

x(ζ)(3)
...

x(ζ)(n)

 .

令初始值 x̂(ζ)(t)|t=1 = x(ζ)(1) = x(0)(1),由式
(5)通过递推关系可得DADGM(1,1)模型的时间响应
函数

x̂
(ζ)
DAD(k) = βk−1

1 x(0)(1) +
1− βk−1

1

1− β1
β2, (7)

再通过逆向 ζ阶阻尼累加生成算子,可得拟合值,并
预测未来发展趋势

x̂(0)(k) =x(0)(1), k = 1;

(x̂
(ζ)
DAD(k)− x̂

(ζ)
DAD(k − 1))ζk−1, k = 2, 3, . . . .

(8)

由上述阻尼累加离散GM (1,1)模型的建模过程
可以看出,模型中的参数 (β1, β2)是基于离散方程 (5)
通过最小二乘法得到,模型中的时间响应函数 (7)亦
是基于离散方程 (5)通过递推关系得到,有效地避免
了阻尼累加GM (1,1)模型中从离散方程到微分方程
的转换误差.

2.2 模型性质

由定义2可知, DAGM (1,1)模型的基本形式 (2)
可等价于

x(ζ)(k + 1) =
1− 0.5a

1 + 0.5a
x(ζ)(k) +

b

1 + 0.5a
,

这与阻尼累加离散GM(1,1)模型 (5)在形式上完全相
同.若令

β1 =
1− 0.5a

1 + 0.5a
, β2 =

b

1 + 0.5a
, (9)

则有

a =
2(1− β1)

1 + β1
, b =

2β2

1 + β1
,
b

a
=

β2

1− β1
. (10)

下面分析阻尼累加离散GM (1,1)模型的性质,为
此先引入一个引理.

引理1 [13] 当−a → 0+时,
1− 0.5a

1 + 0.5a
≈ e−a.

性质1 当−a → 0+时,阻尼累加离散GM (1,1)
模型和阻尼累加GM (1,1)模型等价.

证明 由引理1可知,当−a → 0+时,有

β1 =
1− 0.5a

1 + 0.5a
≈ e−a.

由式(10), DAGM (1,1)模型的时间响应函数为

x̂
(ζ)
DA(k) =

(
x(0)(1)− b

a

)
e−a(k−1) +

b

a
≈(

x(0)(1)− β2

1− β1

)
βk−1
1 +

β2

1− β1
=

βk−1
1 x(0)(1) +

1− βk−1
1

1− β1
β2 ≜

x̂
(ζ)
DAD(k).

即阻尼累加离散GM (1,1)模型和阻尼累加GM (1,1)
模型等价. 2
性质2 当ζ = 1时,阻尼累加生成算子退化为

一阶累加生成算子,阻尼累加离散GM (1,1)模型退化
为离散GM (1,1)模型.
性质3 当−a → 0+、且ζ = 1时,阻尼累加离散

GM (1,1)模型与经典GM (1,1)模型等价.
由前面的分析可知,阻尼累加离散GM (1,1)模型

和阻尼累加GM (1,1)模型的等价是基于假设条件 (9)
成立,在实际计算中参数(β1, β2)和(a, b)分别是通过

基于式 (5)和 (2)的最小二乘法得到,求解过程存在
差异并且最小二乘法拟合方法本身存在一定的误

差[14],所以导致β1和 (1 − 0.5a)/(1 + 0.5a)、β2和b/

(1 + 0.5a)在数值上可能并不是完全相等.若出现该
情况,则这几类模型的等价性需进一步分析.

2.3 稳定性分析

引理2 [15] 假设p和 p̂满足

min
p

∥Bp− Y ∥2,min
p̂

∥(B +∆B)p̂− (Y +∆Y )∥2.

其中:B,∆B ∈ Cm×n(m ⩽ n)且Y ̸= 0,∆Y ∈
Cm.令B†是矩阵B的广义逆,κ† = ∥B†∥2∥B∥, γ† =

1 − ∥B†∥2∥∆B∥2, rp = Y − Bp.如果 rank(B) =

rank(B +∆B)且∥B†∥2∥∆B∥2 < 1,则有

∥p̂− p∥2 ⩽
κ†

γ†

(∥∆B∥2
∥B∥

∥p∥+ ∥∆Y ∥2
∥B∥

+
κ†

γ†

∥∆B∥2
∥B∥

∥rp∥
∥B∥

)
.

引理 3 [16] 设X(0), Y (0)为非负序列,建立离散
GM (1,1)模型,令X(0), Y (0)的参数分别为 (β1, β2)和

(γ1, γ2),若Y (0) = ρX(0),则γ1 = β1, γ2 = ρβ2.
对于DADGM(1,1)模型,可以得到如下结论.
定理1 设DADGM模型的参数 (β1, β2)的解为

p,满足min
p

∥Bp − Y ∥2,如果ε为原始值x(ζ)(k)的扰

动,则p的扰动界为

L[x(0)(k)] =



|ε|κ†

γ†

(√n− 1

∥B∥
∥p∥+

√
n− 1

∥B∥
+

κ†

γ†

√
n− 1

∥B∥
∥rp∥
∥B∥

)
, k = 1;∣∣∣ ε

ζk−1

∣∣∣κ†

γ†

(√n− k

∥B∥
∥p∥+

√
n− k + 1

∥B∥
+

κ†

γ†

√
n− k

∥B∥
∥rp∥
∥B∥

)
, k = 2, 3, . . . , n.

(11)
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证明 1)如果只发生扰动 x̂(0)(1) = x(0)(1) + ε,
则

B̂ = B +∆B =


x(ζ)(1) 1

x(ζ)(2) 1
...

...
x(ζ)(n− 1) 1

+


ε 0

ε 0
...

...
ε 0

 ,

Ŷ = Y +∆Y =


x(ζ)(2)

x(ζ)(3)
...

x(ζ)(n)

+


ε

ε
...
ε

 ,

因此

∥∆B∥2 =
√
n− 1|ε|, ∥∆Y ∥2 =

√
n− 1|ε|.

由引理1可得,模型解p的扰动界为

L[x(0)(1)] =

|ε|κ†

γ†

(√n− 1

∥B∥
∥p∥+

√
n− 1

∥B∥
+

κ†

γ†

√
n− 1

∥B∥
∥rp∥
∥B∥

)
.

2) 如果只有 x(0)(2)发生扰动,满足 x̂(0)(2) =

x(0)(2) + ε,则

∆B =


0 0
ε

ζ
0

...
...

ε

ζ
0

 , ∆Y =



ε

ζ

ε

ζ
...
ε

ζ


,

故

∥∆B∥2 =

√
n− 2

ζ
|ε|, ∥∆Y ∥2 =

√
n− 1

ζ
|ε|.

同理,模型解的扰动界为

L[x(0)(2)] =∣∣∣ε
ζ

∣∣∣κ†

γ†

(√n− 2

∥B∥
∥p∥+

√
n− 1

∥B∥
+

κ†

γ†

√
n− 2

∥B∥
∥rp∥
∥B∥

)
.

3) 当发生扰动 x̂(0)(k) = x(0)(k) + ε (k = 3, 4,

. . . , n)时,有

L[x(0)(k)] =
∣∣∣ ε

ζk−1

∣∣∣κ†

γ†

(√n− k

∥B∥
∥p∥+

√
n− k + 1

∥B∥
+

κ†

γ†

√
n− k

∥B∥
∥rp∥
∥B∥

)
. 2

由式 (11)可以看出, ζ为固定值,当原始数据样
本量 n增加时,扰动界L[x(0)(k)]也随之增大,模型
参数解也将变得不稳定,故从扰动界大小的角度,
DADGM(1,1)模型适合于历史数据有限、具有不确定
性的小样本建模,样本量不大时,模型相对稳定.

定理2 给定原始非负序列X(0)和Y (0),Y (0) =

ρX(0), ρ > 0,建立DADGM (1,1)模型,令 εx(k) =

x(0)(k)− x̂(0)(k)

x(0)(k)
, εy(k)=

y(0)(k)−ŷ(0)(k)

y(0)(k)
,则 ŷ(0)(k)

= ρx̂(0)(k), εx(k) = εy(k), k = 2, 3, . . . , n.

证明 设X(0), Y (0)对应的参数分别为 (β1, β2)

和(γ1, γ2),由引理3易得对于DADGM(1,1)模型同样
满足γ1 = β1, γ2 = ρβ2.

x̂(0)(k) = (x̂
(ζ)
DAD(k)− x̂

(ζ)
DAD(k − 1))ζk−1 =(

βk−1
1 x(0)(1) +

1− βk−1
1

1− β1
β2−

βk−2
1 x(0)(1)− 1− βk−2

1

1− β1
β2

)
ζk−1 =

(βk−2
1 (β1 − 1)x(0)(1) + β2β

k−2
1 )ζk−1.

同理,有 ŷ(0)(k) = (γk−2
1 (γ1−1)y(0)(1)+γ2γ

k−2
1 )ζk−1,

则

ŷ(0)(k)

x̂(0)(k)
=

(γk−2
1 (γ1 − 1)y(0)(1) + γ2γ

k−2
1 )ζk−1

(βk−2
1 (β1 − 1)x(0)(1) + β2β

k−2
1 )ζk−1

=

ρβk−2
1 (β1 − 1)x(0)(1) + ρβ2β

k−2
1

βk−2
1 (β1 − 1)x(0)(1) + β2β

k−2
1

= ρ,

即 ŷ(0)(k) = ρx̂(0)(k).所以
ŷ(0)(k)

y(0)(k)
=

x̂(0)(k)

x(0)(k)
,

1− ŷ(0)(k)

y(0)(k)
= 1− x̂(0)(k)

x(0)(k)
,

y(0)(k)− ŷ(0)(k)

y(0)(k)
=

x(0)(k)− x̂(0)(k)

x(0)(k)
,

即εx(k) = εy(k), k = 2, 3, . . . , n. 2
定理 2表明原始序列经过数乘变化,不改变

DADGM (1,1)模型的预测精度,相对误差保持不变.
当原始数据较大引起矩阵条件数变大,出现病态矩阵
时,可通过数乘变化法,在不改变预测精度的情况下,
降低矩阵条件数,从而解决模型中可能存在的病态矩
阵问题,提高了模型的稳定性和适用性.

2.4 纯指数序列模拟分析

姚天祥等[17]从理论上证明了离散GM(1,1)模型
的模拟值增长率恒定的结论,而对于阻尼累加离散
GM(1,1)模型,由式(8)易证其拟合和预测序列是一个
等比序列,拟合和预测值的增长率 û(k)也为一恒定

值,即

x̂(0)(k) = βk−2
1 ζk−1(x(0)(1)(β1 − 1) + β2),

û(k) =
x̂(0)(k + 1)− x̂(0)(k)

x̂(0)(k)
= β1ζ − 1, (12)

其中k = 2, 3, . . . , n.由式 (12)可知DADGM (1,1)模
型的增长率 û(k)和阻尼参数ζ相关,通过改变阻尼参
数ζ的值可以改变模型预测的增长率,以调节模型预
测结果的变化趋势.此外,由于DADGM (1,1)模型的
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增长率恒定,其拟合预测值序列会呈现单调上升或下
降的趋势,对具有单调性的原始数据序列具有良好的
拟合和预测效果.
定理3 设X(0) = (x(0)(1), x(0)(2), . . . , x(0)(n))

为原始序列,其中x(0)(k) = λak, a ̸= 1, k = 1, 2, . . . ,

n, x̂(0)(k)为DADGM(1,1)模型的拟合值,则 x̂(0)(k) =

λak.
证明 DADGM(1,1)模型的参数(β1, β2)解为

β1 =
( n−1∑

k=1

x(ζ)(k + 1)x(ζ)(k)−

1

n− 1

n−1∑
k=1

x(ζ)(k + 1)

n−1∑
k=1

x(ζ)(k)
)/

(n−1∑
k=1

(x(ζ)(k))2 − 1

n− 1

( n−1∑
k=1

x(ζ)(k)
)2)

,

β2 =
1

n− 1

( n−1∑
k=1

x(ζ)(k + 1)− β1

n−1∑
k=1

x(ζ)(k)
)
.

令

M1 =
n−1∑
k=1

x(ζ)(k + 1)x(ζ)(k),

M2 =
n−1∑
k=1

x(ζ)(k + 1)
n−1∑
k=1

x(ζ)(k),

M3 =
n−1∑
k=1

(x(ζ)(k))2,

M4 =
( n−1∑

k=1

x(ζ)(k)
)2

,

有β1 =
(n− 1)M1 −M2

(n− 1)M3 −M4
,而

x(ζ)(k) =

k∑
i=1

x(0)(i)

ζi−1
=

λa
(
1−

(a
ζ

)k)
1− a

ζ

,

可以得到

M1 =
n−1∑
k=1

λa
(
1−

(a
ζ

)k+1)
1− a

ζ

λa
(
1−

(a
ζ

)k)
1− a

ζ

,

M2 =
( n−1∑

k=1

λa
(
1−

(a
ζ

)k+1)
1− a

ζ

)
×

( n−1∑
k=1

λa
(
1−

(a
ζ

)k)
1− a

ζ

)
,

M3 =

n−1∑
k=1

(λa(1− (a
ζ

)k)
1− a

ζ

)2

,

M4 =
( n−1∑

k=1

λa
(
1−

(a
ζ

)k)
1− a

ζ

)2

,

(n− 1)M1 −M2 =

a2λ2(
1− a

ζ

)2

(a
ζ

)3

(
1−

(a
ζ

)n−1)
1− a

ζ

·

(
(n− 1)

1 +
(a
ζ

)n−1

1 +
a

ζ

−
1−

(a
ζ

)n−1

1− a

ζ

)
·

(n− 1)M3 −M4 =

a2λ2(
1− a

ζ

)2

(a
ζ

)2

(
1−

(a
ζ

)n−1)
1− a

ζ

·

(
(n− 1)

1 +
(a
ζ

)n−1

1 +
a

ζ

−
1−

(a
ζ

)n−1

1− a

ζ

)
.

则β1 =
(n− 1)M1 −M2

(n− 1)M3 −M4
=

a

ζ
,所以

β2 =
1

n− 1

( n−1∑
k=1

x(ζ)(k + 1)− β1

n−1∑
k=1

x(ζ)(k)
)
=

1

n− 1

λa

1− a

ζ

n−1∑
k=1

(
1− a

ζ

)
= λa.

根据DADGM(1,1)模型的时间响应函数(7)可得

x̂(ζ)(k) =

βk−1
1 x(0)(1) +

1− βk−1
1

1− β1
β2 =

(a
ζ

)k−1

λa+

1−
(a
ζ

)k−1

1− a

ζ

λa =
k∑

i=1

λai

ζi−1
,

所以

x̂(0)(k) = (x̂(ζ)(k)− x̂(ζ)(k− 1))ζk−1 = λak. 2
定理3表明,当原始数据序列满足纯指数增长规

律时,拟合序列和原始序列完全相等, DADGM (1,1)
模型对纯指数序列拟合具有无偏性,可以完全拟合,
故提出的DADGM (1,1)模型更加适用于近似指数规
律的原始数据序列.

3 模型评价及阻尼累加参数选取

3.1 评价指标

平均绝对百分比误差 (MAPE)是判断模型优劣
的常用指标之一,其计算公式如下:
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MAPE =
1

n

n∑
k=1

|x̂(0)(k)− x(0)(k)|
x(0)(k)

× 100%. (13)

其中:x(0)(k)为实际值, x̂(0)(k)为对应的预测值.

3.2 阻尼累加参数选取

DADGM(1, 1)模型中阻尼参数的选取对于模型
的拟合和预测效果具有重要影响.为获得最优的阻
尼参数ζ,可建立如下约束优化问题：

min
ζ

MAPE(ζ).

s.t. 0 < ζ ⩽ 1;

[β1, β2]
T = (BTB)−1BTY ;

x̂(0)(k) = (x̂
(ζ)
DAD(k)− x̂

(ζ)
DAD(k − 1))ζk−1,

k = 2, 3, . . . , n. (14)

考虑上述优化问题是非线性和不可微的,本文
使用量子粒子群优化 (QPSO)算法来求得关于式 (14)
的最佳阻尼参数.相比于传统的粒子群优化 (PSO)算
法, QPSO算法收敛速度更快,算法的具体实现代码
见文献 [7]中Appendix A. DADGM (1,1)模型的求解
步骤可总结如下:

1) 输入初始序列X(0),设置初始阻尼参数 ζ和

QPSO算法的最大迭代次数;
2)计算ζ阶阻尼累加生成序列X(ζ);
3)根据式(6)求得参数 [β1, β2]

T;
4) 将参数β1和β2代入式 (7)求得 X̂(ζ),根据式

(8)得到拟合值序列X̂(0);
5) 用QPSO算法求解优化问题 (14),获得局部最

优阻尼参数ζ;
6) 重复步骤2)∼步骤5)获得全局最优阻尼参数

ζ和其对应的拟合预测序列X̂(0).
上述约束优化问题中的约束条件 ζ的取值范围

即QPSO算法粒子的取值范围,在实际使用时,可以
在0到1之间调整优化模型中 ζ的取值范围,提高算
法参数选择效率,避免阻尼参数过小导致原始数据序
列的前面部分数据失效,充分考虑所有信息.

4 案例分析

根据DADGM (1,1)模型的适用范围,本文优选了
两个实际案例进行分析.

4.1 案例 1

以文献 [18]中实例为例,数据为中国国家统计局
网站提供的重庆市 (2010∼ 2016)年度汽油消费.经
过计算原始数据的增长率序列u(k) = (−0.002 3,

0.118 0, 0.123 3, 0.101 0, 0.095 4),在实际生活中,增
长率并不一定保持定值,例如本例中2012年∼ 2016
年的增长率为 0.1左右,但是 2011年到 2012年的值
几乎相等,其增长率几乎为 0.原始数据序列整体呈
现上升的趋势, 2012年∼ 2016年增长率几乎恒定,使
用该组数据验证本文提出模型对于近似指数规律序

列的预测效果,其中 2010∼ 2015年共 6组数据用于
建立模型, 2016年数据用于验证模型预测的准确性,
经典GM(1, 1)模型、离散GM(1, 1)模型、阻尼累加
GM(1, 1)模型和新模型的拟合和预测结果见表1,由
QPSO算法得到的DAGM(1, 1)模型和DADGM(1, 1)
模型的最优阻尼累加参数分别为0.951 7和0.818 9.

表 1 2010-2016年重庆市年度汽油消费拟合和预测结果

年份
原始数据 GM (1,1) DGM (1,1) DAGM (1,1) DADGM (1,1)

x(0) x̂(0) ∆̂k/% x̂(0) ∆̂k/% x̂(0) ∆̂k/% x̂(0) ∆̂k/%

2010 102.63 102.63 0.00 102.63 0.00 102.63 0.00 102.63 0.00

2011 144.97 137.81 4.94 137.98 4.82 137.04 5.47 135.34 6.64

2012 144.63 150.81 4.28 150.97 4.39 150.19 3.85 148.96 2.99

2013 161.70 165.04 2.06 165.19 2.16 164.61 1.80 163.95 1.39

2014 181.64 180.61 0.57 180.74 0.49 180.41 0.68 180.44 0.66

2015 199.98 197.64 1.17 197.76 1.11 197.72 1.13 198.60 0.69

2016 219.05 216.28 1.26 216.39 1.22 216.70 1.07 218.58 0.21

拟合MAPE 2.17 2.16 2.15 2.06

预测MAPE 1.26 1.22 1.07 0.21

由表1可以看出,对于GM (1, 1)模型、DGM (1, 1)
模型、DAGM (1, 1)模型和DADGM (1, 1)模型,评价
指标拟合MAPE和预测MAPE都呈现依次下降的趋

势,说明加入阻尼累加生成算子和借鉴离散GM (1, 1)
模型的思想可以有效提高模型精度,而这其中
DADGM (1, 1)模型的拟合MAPE和预测MAPE最低,
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分别为2.06 %和0.21 %.

4.2 案例 2

案例2选用文献 [19]中的材料抗拉强度实验数
据,该原始数据序列呈现单调递减的趋势,其中前 6
组数据用于建立模型,后两组数据用于验证模型预
测的准确性,通过QPSO算法得到DAGM (1, 1)模型
和DADGM (1, 1)模型的最优阻尼累加参数分别为

0.843 6和0.614 9.
由表2可以看出, DADGM (1, 1)模型的拟合和预

测精度最高,其中拟合MAPE为 0.33 %,小于GM (1,
1)模型的0.38 %、DGM (1, 1)模型的0.37 %, DAGM(1,
1)模型的0.34 %;预测MAPE为0.22 %,小于GM(1, 1)
模型的0.78 %、DGM (1, 1)模型的0.75 %、DAGM (1,
1)模型的0.45 %.

表 2 材料抗拉强度拟合和预测结果

实验次数
原始数据 GM (1,1) DGM (1,1) DAGM (1,1) DADGM (1,1)

x(0) x̂(0) ∆̂k/% x̂(0) ∆̂k/% x̂(0) ∆̂k/% x̂(0) ∆̂k/%

1 1 931 1 931.0 0.00 1 931.0 0.00 1 931.0 0.00 1 931.0 0.00

2 1 724 1 715.1 0.52 1 717.0 3.22 1 713.7 0.60 1 709.1 0.86

3 1 517 1 522.7 0.38 1 524.2 0.81 1 522.7 0.37 1 519.9 0.19

4 1 345 1 351.9 0.51 1 353.0 0.19 1 352.9 0.59 1 351.6 0.49

5 1 207 1 200.3 0.55 1 201.1 4.48 1 202.1 0.41 1 202.0 0.41

6 1 069 1 065.7 0.31 1 066.2 3.22 1 068.0 0.09 1 069.0 0.00

7 952 946.15 0.61 946.52 0.58 948.96 0.32 951.65 0.14

8 848 840.04 0.94 840.24 0.91 843.16 0.57 845.42 0.30

拟合MAPE 0.38 0.37 0.34 0.33

预测MAPE 0.78 0.75 0.45 0.22

综合案例1和案例2,相较于另外3种比较模型,
DADGM(1,1)的拟合和预测精度都有更优的表现,尤
其是预测效果有明显的提升.

5 结 论

本文基于阻尼累加生成算子和离散灰色模型的

思想,建立了阻尼累加离散GM (1, 1)模型.新的模型
参数和时间响应函数均基于离散方程,从而避免了
DAGM (1, 1)模型建模过程中从离散形式到连续形式
的转换误差. DADGM (1, 1)模型在一定条件下与经
典GM (1, 1)模型、离散GM (1, 1)模型和DAGM (1, 1)
模型具有等价性,通过矩阵扰动理论证明了模型更
加适用于小样本建模,而对于可能出现的矩阵病态
性问题,通过数乘变化法,可以在不改变模拟精度的
情况下解决病态问题,提高了模型的稳定性和适用
性.最后的两个优选实际案例应用表明,本文提出的
DADGM (1,1)模型有效提高了拟合和预测性能.
此外,随着大数据时代的到来,仍然可能会遇到

样本不足、历史数据有限的情形,本文模型适合决策
者在只能利用有限的历史数据的情况下进行准确预

测,克服数据有限的问题.而针对现在大数据环境下
的数据非线性及影响因素复杂的问题,未来的进一步
研究可将本模型与神经网络结合,既发挥了本模型新
信息优先、小样本建模、稳定性高等优势,又利用神经

网络的非线性映射和自主学习能力,充分考虑各种影
响因素,提高模型的预测精度和实用性.
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