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摘 要: 随着经济全球化的不断深入,“合作共赢”的发展战略越来越被人们接受,进而合作博弈也被合理地应用
到多个领域.与静态合作博弈相比,动态博弈的约束条件为动态方程,其具有优化行为、多个玩家共同存在、决策
结果的持久性以及对环境变化的鲁棒性等特点.由于动态系统总是受到某些随机波动的干扰,将这些内部随机波
动和外部随机扰动考虑到系统模型中更为实际.随机动态合作博弈同时考虑策略行为、动态演化与随机因素之间
的相互作用,其可能是最复杂的决策形式之一.鉴于此,对多目标动态优化中随机合作博弈的进展进行综述:首先,
回顾多目标合作博弈的研究背景,给出Pareto最优性的定义和基本性质;其次,综述确定性的合作博弈;再次,分别
论述随机合作博弈和平均场随机合作博弈;最后,提出随机合作博弈几个未来研究方向.
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Abstract: With the deepening of economic globalization, the concept of win-win cooperation is more and more accepted
by people and the cooperative game is applied appropriately to various fields. Compared with the static cooperative game,
the dynamic game is subject to dynamic systems, which possess the features of optimizing actions, the co-existence of
multiple players, and enduring consequences of decisions and robustness with regard to variability in the environment.
Because the dynamic system is always disturbed by some random perturbations, it is natural to consider these internal
random perturbations and external random disturbances in the dynamic model. The stochastic dynamic cooperative
game may be one of the most complex decision-making forms, as it considers the interaction among strategic behavior,
dynamic evolution and stochastic factors. Based on the above discussions, we generalize the progress of the stochastic
cooperative game in the multiobjective dynamic optimization: Firstly, the research background of the cooperative game in
the multiobjective optimization problem is reviewed, and the definition and fundamental properties of Pareto optimality
are presented; secondly, the deterministic cooperative game is summarized; moreover, the stochastic cooperative game
and the mean-field stochastic cooperative game are summarized; finally, several future research directions of the stochastic
cooperative game are proposed.
Keywords: Pareto optimality；cooperative games；stochastic optimal control；linear-quadratic control；mean-field theory

0 引 言

自20世纪50年代以来,由于数字计算机实用化
和空间技术发展的推动,动态系统的优化理论迅速发
展,形成了一个重要的学科分支—–最优控制.经过

几十年的发展,动态系统优化理论不仅突破了自动控
制的传统界限,而且有了许多成功的应用,它在系统
工程、空间技术、人口控制、经济管理决策等众多

领域应用广泛且效果显著.因此,最优控制的发展
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经久不息,至今仍是一个热门研究领域.最优控制理
论是现代控制理论的重要组成部分,例如Pontryagin
等[1]提出的最大值原理、Bellman[2-3]创立的动态规

划、Kalman[4]建立的卡尔曼滤波和线性二次最优控

制理论[5]等.现代控制理论和控制工程吸收了现代
数学和进步技术的很多重要成果,并渗透到生产、管
理、规划乃至国防等领域,发挥越来越大的作用.在
此期间,最优控制也得到了很大程度的发展,例如分
布参数最优控制、大系统最优控制、随机最优控制、

微分对策等[6].
1)博弈理论.
当一个个体 (玩家)在追求一个 (或多个)目标时,

其他个体追求的目标与该个体追求的目标可能冲突

或重叠,这便产生了博弈[7].博弈理论借鉴了数学、统
计学、运筹学、工程学、生物学、经济学、政治学等

学科的特点,研究相互作用环境中的决策行为,已成
为研究实际问题的基本工具.博弈解决的问题是确
定每个个体的最优决策,研究这些决策如何相互作用
使个体之间产生均衡,以及解释这些结果的性质.从
导弹控制到市场开发、自然资源开采、竞争政策、谈

判技巧、宏观经济和环境规划、资本积累以及投资管

理等,博弈的理论研究和实际应用正在迅速发展.在
解决上述问题的方法中,博弈论是应用数学能够提供
的最丰富和最有效的方法.从决策和政策制定者的
角度看,认识和适应人类决策的相互依赖性和相互作
用变得越来越重要,而博弈理论极大地增强了对决策
的理解.在社会科学中,博弈理论很好地应用到了经
济和金融领域,其不仅着眼于对经济和社会决策进行
更加实际和合理的分析,而且会揭示一些有趣的新问
题,特别是在管理科学领域.

实际生活中的大多数决策都是基于直觉、常识、

机会等.然而,有些领域需要数学建模或者编程,如工
程和经济学等,解决的问题包括设计航天器、桥梁,
规划和定价生产系统或管理环境的污染问题等.这
种情况下,传统的单目标优化方法不足以解决上述
问题,这就需要新的思维方式、新的概念和新的方法
—–多目标优化.在多目标优化中,由于目标函数的
矛盾性和不可约性,找到一个使所有目标函数同时
最优的解并不简单.此外,由多目标优化目标函数
组成的向量空间不是有序的,它只是部分有序.例
如, (3, 3)T可以说小于 (6, 6)T,但是 (3, 6)T与 (6, 3)T

之间的大小关系却不能比较.基于此, Edgeworth[8]于

1881年提出支配解/非支配解的概念,它被意大利经

济和社会学家Pareto[9-10]进一步发展.本文考虑一种
多目标合作的结果,即当部分玩家的目标函数变小,
必然有其他玩家的目标函数变大,这便产生了Pareto
最优性[9-10]的概念.
现代博弈论的研究始于 1921年,法国数学家

Borel研究了二人零和博弈问题,提出与控制律类似
的博弈问题“策略”概念. 1928年, von Neumann[11-12]

建立了二人零和博弈问题的一般理论,提出最小最大
定理. 1934年,德国经济学家von Stackelberg在经济
竞争的背景下引入玩家之间顺序的区别,称先行动的
玩家为领导者,后行动的玩家为跟随者,其思想是跟
随者可以观察领导者的行为并随后采取行动. 1944
年, von Neumann与Morgenstern[13]合著《Theory of
Games and Economic Behavior》使博弈论受到广泛关
注,标志着现代博弈论的初步形成. 1950年, Nash[14]

提出纳什均衡,并讨论多人非零和博弈问题.博弈论
虽然与控制论有密切联系,但两者在很大程度上是平
行发展的[15-19].

2) Pareto合作博弈.
随着经济全球化的不断深入,“合作共赢”的发

展战略越来越被人们接受.进而, Pareto合作博弈的
理论成果也被合理地应用到渔业管理博弈[20]、集团

公司内子公司间的广告博弈[21]和国土安全博弈[22]

等.当一个玩家有多个目标函数或者有多个玩家影
响着动力学系统,并且玩家之间决定通过协同它们
之间的策略来实现目标函数最优化时,便产生了合作
博弈,此时博弈中某个玩家的目标函数不再由自己决
定.合作博弈为涉及策略行为的决策问题提供社会
最优和群体最优的解决方案,其基本特性是制定玩家
的最佳行为.
一般而言,根据约束条件的不同,合作博弈分为

静态合作博弈[23-26]和动态合作博弈[20-22,27-33].静态
合作博弈是指在某一时刻,所有玩家一次同时做出
选择,然后根据所做的选择,每个玩家都会得到相应
的回报.在这种情况下,诸如决策过程中的博弈顺序、
参与者在决策时可获得的信息以及博弈的演化等重

要问题被抑制.然而,在动态合作博弈中,约束条件为
动态方程,其具有优化行为、多个玩家共同存在、决策
结果的持久性以及对环境变化的鲁棒性等特点.根
据约束方程的不同,动态合作博弈又可以划分为合作
微分博弈[20-21,27-29](动力学方程为微分方程)和合作
差分博弈[22,30-33](动力学方程为差分方程).与微分方
程相比,差分方程具有数值解易得、很多实际问题由
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差分方程描述更准确、大部分连续系统的仿真结果

可通过离散化的方式获得等优点.因此,除了合作微
分博弈,深入地开展动态合作差分博弈的研究也十分
有必要.

3)随机动态博弈.
由于动态系统总是受到某些随机波动的干扰,将

这些内部随机波动和外部随机扰动考虑到系统模型

中更为实际.近几十年来,无论在工程、经济、金融还
是在生物科学领域,随机动态系统都被广泛研究.
无论个人选择以何种方式获取数据、信息或预

测结果,都无法避开未来的不确定性.由于同时考虑
了策略行为、动态演化与随机因素之间的相互作用,
随机动态合作博弈可能是最复杂的决策形式之一.
合作博弈理论已经成功地应用于运筹学、管理学、

经济学、政治学等领域,将这些结果扩展到具有随机
元素的动态环境中可能会更富有成效.然而,在随机
动态合作博弈中,由于难以得到确定的解,借助Pareto
最优性有效解决复杂随机系统的多人博弈问题仍然

是一个难题.
综上所述,运用Pareto最优性研究多玩家随机合

作博弈问题具有重要的理论意义和广泛的应用潜力.
鉴于随机合作博弈的重要性,本文将对Pareto最优性
的发展进行系统回顾,首先介绍Pareto最优性的定义
和求解方法;然后阐述确定性合作博弈、随机合作博
弈以及平均场随机合作博弈分别在连续时间和离散

时间情形下的发展,给出随机合作差分博弈在国家间
财政赤字博弈的应用;最后展望随机合作博弈理论
的未来研究方向.

1 Pareto最优性的定义及求解方法
为了更好地引入和理解Pareto最优性的概念,下

面以含有N个玩家的无限时域非线性合作差分博弈

为例,给出相应的公式化描述,其动力学方程为如下
非线性差分系统:xk+1 = f(k, xk, u1,k, u2,k, · · · , uN,k),

x0 ∈ Rn, k ∈ N := {0, 1, . . .}.
(1)

其中:N为正整数且N ⩾ 2,表示博弈中玩家的个数;
ui,k表示玩家 i在k时刻的控制策略;xk ∈ Rn(k ∈
N )和ui,k ∈ Rmi(i ∈ N̄ := {1, 2, . . . , N})分别表示
状态向量和控制策略.假设每个玩家 i都期望使如下

目标函数最小:
Ji(x0;u1,k, u2,k, · · · , uN,k) :=
∞∑
k=0

gi(k, xk, u1,k, u2,k, · · · , uN,k), k ∈ N . (2)

此外,玩家 i的控制策略ui,k只能在其容许控制空间

U i
ad中选取.由所有玩家的控制策略组成的联合控制
策略集为

u := (u1,k, u2,k, · · · , uN,k) ∈

U1
ad × U2

ad × · · · × UN
ad = Uad ∈ Rm, (3)

其中m =
N∑
i=1

mi.

定义1 [8] 称u∗ = (u∗
1,k, u

∗
2,k, · · · , u∗

N,k)生成的

由目标函数组成的向量

(J1(x0;u
∗
1,k, u

∗
2,k, · · · , u∗

N,k),

J2(x0;u
∗
1,k, u

∗
2,k, · · · , u∗

N,k), · · · ,

JN (x0;u
∗
1,k, u

∗
2,k, · · · , u∗

N,k)), (4)

或简记为 (J1(x0;u
∗),J2(x0;u

∗), · · · ,JN (x0;u
∗)),

支配另一个决策向量 ũ = (ũ1,k, ũ2,k, · · · , ũN,k)生成

的由目标函数组成的向量 (J1(x0; ũ),J2(x0; ũ), · · · ,
JN (x0; ũ)),如果如下不等式:

J1(x0;u
∗) ⩽ J1(x0; ũ),

J2(x0;u
∗) ⩽ J2(x0; ũ),

...

JN (x0;u
∗) ⩽ JN (x0; ũ)

至少有一个严格成立.
由定义1可得,对于两个决策向量 ũ和u∗,如果

决策向量u∗生成的每个目标函数都比由决策向量

ũ生成的目标函数小,则称u∗生成的解支配 ũ生成的

解.因此,支配性意味着所有玩家的目标函数可以同
时变大或者变小.
定义2 [9-10] 称u∗为Pareto最优决策向量,如果

不存在另一个决策向量 ũ使得如下不等式:Ji(x0; ũ) ⩽ Ji(x0;u
∗),

Jℓ(x0; ũ) ⩽ Jℓ(x0;u
∗)

(5)

对至少一个ℓ严格成立.向量(J1(x0;u
∗),J2(x0;u

∗),

· · · ,JN (x0;u
∗))T ∈ RN 组成的点称为Pareto最优

解, Pareto最优解组成的集合称为Pareto边界.
在多目标合作博弈中,一个求解Pareto最优决

策向量的有效方法是由Gass等[34]于 1955年以及
Zadeh[35]于1963年提出的加权方法,其核心思想是根
据每个玩家在博弈中的相对重要性,给其目标函数一
个权重,然后最小化权和目标函数,每个能使权和目
标函数最小的决策向量为Pareto最优决策向量.
引理1 [34-35] 令 γ ∈ Γ =

{
γ = (γ1, γ2, · · · , γN )|
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γi ⩾ 0,
N∑
i=1

γi = 1
}

,如果u∗ ∈ Uad满足

u∗ ∈ arg min
u∈Uad

{ N∑
i=1

γiJi(x0;u)
}
, (6)

则u∗是Pareto最优决策向量.
如果合作博弈中的容许控制空间Uad和目标函

数Ji(x0;u)(i ∈ N̄)分别关于联合控制策略u为凸集

和凸函数,则所有的Pareto最优决策向量可以通过加
权方法获得[36-37].

引理2 [36-37] 假设容许控制空间Uad和目标函

数Ji(x0;u)(i ∈ N̄)关于控制策略u分别为凸集和

凸函数,如果u∗是一个Pareto最优决策向量,则存在
γ ∈ Γ使式(6)成立.
由引理1可得,加权方法只是求解Pareto最优决

策向量的充分条件.在求解Pareto最优解时,加权方
法既不是充分条件也不是必要条件.显然,若存在另
一个决策向量 û能使每一个玩家的目标函数最小,即

û ∈ arg min
u∈Uad

{Ji(x0;u),∀i ∈ N̄}, (7)

则根据定义 2, û为Pareto最优决策向量.该性质由
Balandin等[38-40]提出,并将此结论应用到鲁棒控制理
论.对比式 (6)和 (7)可得,引理1中的加权方法在求解
Pareto最优决策向量时降低了保守性,即对于一个固
定的γ ∈ Γ ,能使每个玩家目标函数最小的决策向量
也可以使权和目标函数最小,反之不成立.针对博弈
中每个玩家的目标函数与权和目标函数凸性之间的

关系,给出如下结论.
引理3 若目标函数Ji(x0;u)(∀i ∈ N̄)为关于

决策向量u的凸函数,则对于任意的γ ∈ Γ ,权和目标

函数Jγ(x0;u) =

N∑
i=1

γiJi(x0;u)也为凸函数,反之不

成立.
在由N个玩家组成的合作博弈中,通过求解N

个优化问题可以确定所有的Pareto最优解,其中求解
玩家 i的Pareto最优解的充要条件是玩家 i的容许控

制策略U i
ad依赖除玩家 i外其他玩家Pareto最优解的

损失.
引理4 [41-42] u∗ ∈ Uad是Pareto最优决策向量,

当且仅当定义在如下集合的 u∗使得目标函数

Ji(x0;u)(∀i ∈ N̄)最小化:

U i
ad :=

{u ∈ Uad|Jℓ(x0;u) ⩽ Jℓ(x0;u
∗),∀ℓ ∈ N̄\i}, (8)

其中N̄\i表示由所有玩家组成的集合N̄但不包括玩

家i的集合.

2 确定性动态合作博弈

2.1 合作微分博弈

线性二次最优控制由Kalman[5]创立,是现代控
制理论最重要的组成部分之一.在线性二次最优控
制问题中,一般假设状态向量的权重矩阵半正定,控
制向量的权重矩阵正定,这种情况称为正则线性二
次优化问题.对于正则线性二次合作微分博弈,目标
函数关于联合控制策略u是凸函数,并且容许控制
集Uad在绝对可积的条件下也是凸集.此时,加权方
法是求解Pareto最优决策向量的充要条件[42].然而,
如果合作线性二次微分博弈的状态权重矩阵不定号

(可正,可负,也可为零),则即使控制向量的权重矩阵
正定,目标函数的凸性也不能保证,那么便得不到所
有的Pareto最优策略.针对上述问题, Engwerda[20]首

先推导了目标函数凸性的充要条件,使加权方法和
Pareto最优决策向量等价,然后得到有限时域和无限
时域的所有Pareto最优解.所得理论结果被应用到渔
业管理博弈,即工厂对环境保护的投资和回报问题.

非线性多目标合作博弈的Pareto最优解一般通
过参数化方法获得,但是此方法的缺点是不能求出所
有的Pareto最优解.基于此,通过引入适当的辅助函
数,借助带有终端约束的最大值原理,得到了有限时
域合作微分博弈的Pareto最优解的必要条件[21].在
哈密尔顿函数的最小值关于联合控制策略u为凸函

数的假设下,得到了Pareto最优解的充分条件,并将
得到的非线性Pareto最优性的充要条件应用到集团
公司内子公司间的广告投入与收益问题.此外,上述
推导的非线性结果被用来研究具有固定初值和任意

初值的合作线性二次微分博弈,其解分别通过求解两
点边值问题和代数Riccati方程的解获得.加权方法、
包络法和射线法被提出用以研究具有固定结构和可

调参数的线性微分系统的Pareto最优决策向量[37].
当决策时域没有边界时便产生了无限时域合作

博弈.在一些多目标优化问题中,博弈结束的时间要
么非常遥远,要么玩家不知道.例如,一家上市公司的
价值是其贴现未来收益的现值,但是没人知道这家公
司什么时候倒闭.在这种情况下,设置终端时间T满

足T = ∞,即为无限时域,更能反映真实博弈时间的
最佳近似值.在实际生产生活中,这类问题主要包括
可再生资源开采、环境管理和公司股权定价等.不同
于有限时域合作博弈,无限时域博弈需要保证动力
学方程的稳定性,因此需要一些特殊假设.当线性系
统能控和非线性系统关于容许控制偏导数的函数矩
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阵满秩时,分别得到了无限时域合作线性二次微分博
弈[43]和非线性合作微分博弈[44]的Pareto最优解的必
要条件和充分条件.

对于多目标干扰衰减问题,其Pareto最优决策
向量可以通过无限维参数Q化方法获得,通过设计
观测器可以给出多目标优化线性二次调节问题的

Pareto最优解[45]. Khargonkar等[46]基于Youla参数化
方法研究了多目标H2问题.尽管以H2和H∞作为目

标函数的多目标最优控制问题的研究结果很多,但
是目前没有学者能求出精确的Pareto最优解或者给
出Pareto最优解和Pareto次优解的近似程度.基于此,
在得不到Pareto最优解的情况下, Balandin等[38]研究

了以γ0(初值条件的不确定性)范数和H2范数作为

目标函数的Pareto次优问题.并且, Pareto次优解与

Pareto最优解之间的误差不超过1 −
√
N

N
(N表示目

标函数的个数).此外,以γ0范数和H2范数作为目标

函数, Balandin等分别推导了无限时域[39]和有限时

域[40]的Pareto最优解.

2.2 合作差分博弈

需要指出,上面得到的都是关于多目标合作微分
博弈的结果,而关于合作差分博弈的结果较少,文献
[22]仅将Engwerda[21]微分博弈的结果推广到了有限

时域合作差分博弈.对于有限时域优化问题,横截条
件是最大值原理获得必要条件的一部分.然而,由于
与约束相关的协态变量和拉格朗日乘子在无限时间

表现出不可控的渐近行为,无限时域优化问题的横截
条件并不完备.更准确地说,无限时域最优控制的横
截条件应该是有限时域横截条件的推广,即随着时间
趋于无穷,无限时域优化问题的协态变量趋于零,与
约束相关的拉格朗日乘子非负,且与目标函数相关的
乘子为正数.但是,上述结论在无限时域优化问题中
均不成立.由于离散时间无限时域最优控制的可用
结果较少,例如带等式和不等式约束的最大值原理,
无限时域合作差分博弈的研究相对较难.
鉴于此,对一类带有指数折扣目标函数非线性自

治系统的多目标优化问题[47],分别推导无限时域合
作差分博弈Pareto最优解的充分条件和必要条件.首
先,通过引入适当的辅助状态,N个受约束的最优控
制问题被转化为一个具有受限混合终端的不受约束

优化问题;其次,通过定义两个实值函数,将无限时域
合作差分博弈等价地转化为增广和截断的有限时域

优化问题,根据离散最大值原理推导Pareto最优性的
必要条件;再次,给出一般非自治系统Pareto最优解

的充分条件,得到的非线性结果用来分析线性二次情
形下的适定性和可达性问题;最后,通过离散化的广
告博弈和政府债务博弈验证所得理论的正确性.

3 随机合作博弈

3.1 不定号理论

随机线性二次最优控制最早由Wonham[48]提出,
并被国内外很多学者广泛研究[49-53]. Riccati方程理
论是求解线性二次最优控制一种重要且有效的方

法.与确定的线性二次最优控制问题不同,当随机线
性微分系统的扩散项受控制策略影响时,即使目标函
数中的状态向量和控制向量的权重矩阵均负定,该随
机线性二次优化问题也可能适定[54].这种与扩散项
包含的深层次的不确定性有关的现象最早由Peng[55]

发现,并定义其为奇异最优控制.
引入新的微分Riccati方程,并证明该方程的可

解性是不定号随机线性二次最优控制问题适定的充

分条件[54].随后,借助带有矩阵伪逆和代数等式/不等
式约束的广义微分Riccati方程,确定不定号随机线
性二次最优控制问题适定和最优策略存在的充要条

件[56].对于无限时域不定号随机线性二次最优控制,
借助引入的Riccati方程讨论了可解性、适定性和可
达性等问题[57-59].对于离散时间不定号随机线性二
次优化问题,基于引入的新的广义差分Riccati方程
的解,得到带有两个自由度的一簇最优控制.此外,建
立了不定号随机线性二次最优控制问题的适定性、

可达性,广义倒向差分Riccati方程的可解性以及引
入的线性矩阵不等式可解性之间的等价关系[60].通
过半正定规划获得的广义代数Riccati方程的解研究
无限时域不定号随机线性二次最优控制问题,并证明
无限时域线性二次最优控制的适定性等价于线性矩

阵不等式的可解性,广义代数Riccati方程镇定解的
存在性等价于线性二次最优控制的可达性[61-62].

3.2 随机合作微分博弈

连续时间随机最优控制发展较早,且已取得一些
重要和有意义的成果,例如, 1990年文献 [63]发表的
关于随机非线性最大值原理在非凸条件下的一般理

论、文献 [54]从1998年开始对连续时间不定号随机
线性二次优化给出了一般结果等,使得随机合作微分
博弈在近十余年取得了一系列成果.
对具有状态依赖噪声的一类Itô随机弱耦合大规

模系统,推导了在无限时域的Pareto最优静态输出反
馈控制器[64].对于广义随机合作线性二次微分博弈,
分别研究了有限时域[65]和无限时域[66]的Pareto最优
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性.再者,随机非线性合作微分博弈Pareto最优解的
必要条件和充分条件也分别被给出[67].此外, Pareto
最优性也被用来研究鲁棒随机控制问题,例如,随机
非线性模糊系统的最优滤波设计[68],随机非线性金
融系统的多目标投资策略选取[69],具有状态、控制、
干扰依赖乘性噪声的有限时域随机合作线性二次微

分博弈[70],有限时域[71]和无限时域[72]受限H∞平均

场随机线性二次Pareto最优策略等.

3.3 随机合作差分博弈

与连续时间相比,离散时间随机最优控制的结
果较少.不带约束的有限时域单目标优化分别得到
了离散随机非线性最大值原理[73]、带有多重时滞

的离散随机线性最大值原理[74]和离散随机LaSalle
不变原理[75].然而,要获得多目标随机合作差分博
弈的Pareto最优性,需要带有混合终端约束 (如终端
等式或者不等式约束)的最大值原理.因此,上述结
论[73-75]不能直接应用到随机合作差分博弈.基于此,
加权方法被用以研究有限时域正则随机合作线性二

次差分博弈[76].然而,关于不定号随机合作线性二次
差分博弈,是否可以通过Riccati方程的解得到Pareto
最优性? 加权的Riccati方程的解能不能保证无限时
域系统的稳定性? 目标函数的适定性与凸性之间是
否存在联系? 需要围绕有限时域不定号随机合作线
性二次差分博弈和情况更复杂的无限时域随机合作

线性二次差分博弈展开研究.
鉴于此,研究了有限时域正则和不定号随机合作

线性二次差分博弈的Pareto最优性[77].首先,通过定
义有界线性算子序列,得到随机线性差分系统的通解
及其线性性质;其次,在正则合作博弈权重矩阵的约
束下,证明目标函数为凸函数,此时通过加权方法可
以很好地刻画Pareto最优性,对不定号合作博弈,推
导目标函数的凸性判据,该条件下目标函数的权和最
小化等价于Pareto最优决策向量;再次,提出一个计
算算法,通过求解加权的倒向差分Riccati方程和加
权的倒向差分Lyapunov方程,得到有限时域的Pareto
最优决策向量和Pareto最优解;最后,给出两个国家
财政政策相互影响的实际例子,仿真结果表明了所提
出算法的可解性.
与有限时域随机合作线性二次差分博弈不同,无

限时域合作博弈Pareto最优性的求解更加复杂.一方
面, Riccati方程理论虽然对求解有限时域和无限时域
Pareto最优决策向量均有效,但是区别于有限时域倒
向差分Riccati方程的解,无限时域非线性代数Riccati

方程解的形式更加复杂,无限时域对应的Riccati方
程不仅要保证解的存在性,而且要保证动力学方程
的稳定性,为了保证系统的稳定性以及非线性代数
Riccati方程的可解性,需要引入均方稳定和精确能
观[78-79]的概念;另一方面,相对于正则合作博弈对控
制策略权重矩阵正定的要求,不定号优化问题降低了
控制策略权重矩阵的保守性,对于连续时间随机优化
问题,当状态方程的扩散项受控制策略影响时,不定
号线性二次最优控制才具有适定性.然而,当离散时
间线性二次最优控制的目标函数控制策略的权重矩

阵不定号 (特殊地,负定),如果动态系统受到控制策
略的影响,则在确定和随机两种情况下,不定号优化
问题都可能适定.
对于随机合作线性二次动态差分博弈的无限时

域多目标最优控制[80],首先,根据权重矩阵的约束和
动态系统的线性性质,推导正则合作博弈目标函数
的凸性,得到目标函数权和最小化与Pareto最优决策
向量之间的等价性;其次,在精确能观的条件下,基于
加权的代数Riccati方程的解,得到正则合作博弈的
Pareto最优决策向量,通过最优反馈增益矩阵和加权
的代数Lyapunov方程的解确定Pareto最优解;再次,
提出不定号合作博弈目标函数凸性的充要条件,根
据加权的广义代数Riccati方程和加权的广义代数
Lyapunov方程的解,结合半正定规划研究带有指数
折扣不定号目标函数的Pareto最优性;最后,以带有
随机因素影响的渔业管理博弈为例验证了所得结果

的正确性.

4 平均场随机合作博弈

平均场类型的随机微分方程由Kac[81]于1956年
和Mckean于1966年[82]分别提出.区别于经典的随机
线性二次最优控制,平均场随机线性二次优化的状
态方程和目标函数均具有状态xk和控制策略uk的

期望值Exk和Euk,此类优化问题是平均场理论和随
机线性二次理论的结合.在各种社会学和物理动力
学模型中,建立了平均场理论来研究个体相互作用引
起的集体行为[83-84].当个体的数量趋于无穷大时,平
均项接近期望值.为了更好地说明这一性质,假设第i

(i ∈ NL := {1, 2, · · · , L})个个体的动力学方程为

xi,L
k+1 =

(
Akx

i,L
k + Āk

1

L

L∑
j=1

xj,L
k +Bkuk

)
+

(
Ckx

i,L
k + C̄k

1

L

L∑
j=1

xj,L
k +Dkuk

)
wi

k. (9)
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在适当的假设条件下,令L → ∞,由大数定律可得
1

L

L∑
j=1

xj,L
k 近似Exk,式(9)等价于

xk+1 =(Axk + ĀExk +Buk)+

(Cxk + C̄Exk +Duk)wk. (10)

式 (10)的具体推导可以由经典的Mckean-Vlasov公
式[82]获得.

4.1 平均场随机合作微分博弈

随着平均场理论的不断发展,平均场随机线性二
次最优控制取得了一系列成果[85-87].由于平均场随
机线性二次最优控制目标函数中状态过程和控制过

程均值Exk和Euk的存在,可以通过对目标函数引入
方差var(xk)和var(uk)降低状态过程和控制过程对

随机事件的敏感性[85],其中,典型应用是金融投资领
域的Markowitz均值—–方差组合选取,此问题可通
过方差量化的最小化风险解决.另外,在变分法的基
础上推导了一个最优控制系统,其由一个线性的平
均场正倒向随机微分方程表示.利用解耦方法得到
了两个耦合的Riccati微分方程组,在一定条件下该
方程组具有唯一解.当状态方程和观测方程的漂移
项关于状态及其均值都是线性方程时,研究了具有
可观测噪声的平均场正倒向随机微分方程的优化问

题[86].对目标函数中半正定的状态向量权重矩阵和
控制向量权重矩阵,提出了无限时域平均场随机微分
方程最优镇定的充要条件[87].在系统精确能观 (精确
能检)的假设下,得到交叉耦合的代数Riccati方程具
有唯一的正定解(半正定解).

近年来,连续时间平均场随机最优控制取得了一
些重要成果,例如动态规划[88]和最大值原理[89-92]等,
这些结果的出现加快了平均场随机多目标优化的研

究进程.一个与平均场多目标优化有关的实际问题
是大种群随机动态博弈,它们通过相互作用对个体在
集体的行为进行建模.其植根于多智能体系统,旨在
根据每个智能体的信息模式和目标函数设计分布式

的控制策略.随着种群数量的增加,计算的复杂度也
会变得越来越高.为了克服这一缺点,提出状态聚合
方法用以构造分散的 ϵ-Nash均衡,通过状态聚合 (在
式 (9)中当L → ∞时,产生状态平均值的限制)形成
了分散式的控制策略[93].对于大种群随机动态博弈
种群数量为无限的情形,由于直接从平均场理论的
角度研究优化问题,此类平均场问题称为平均场博
弈[94].通过借助正倒向常微分方程的解,刻画了一类
线性二次平均场博弈解的存在唯一性,构造分散式的

控制策略得到了 ϵ-Nash均衡[95].此类问题也被称为
平均场博弈,其中一个关键点是平均值或总体状态平
均值在目标函数中呈现非线性.
另一方面,对于有限时域平均场随机合作微分博

弈,给出了Pareto最优解的必要条件和充分条件,讨
论了正则线性二次情形下的Pareto最优解[96].值得
注意的是,正则合作博弈的Pareto最优决策向量与加
权方法等价.然而,由于不定号合作博弈的目标函数
为非凸函数,借助加权方法不足以求解Pareto最优决
策向量.此外,在交叉耦合的代数Riccati方程有解的
假设下,讨论了无限时域正则随机合作线性二次微分
博弈的Pareto最优性[97-98],但是并未给出交叉耦合的
代数Riccati方程解的存在条件.

4.2 平均场随机合作差分博弈

对于离散时间情形, Hilbert空间中的二次最优
控制方法、矩阵最小值原理方法、算子线性二次方

法和配方法被提出,用以研究有限时域正则平均场
随机线性二次优化[83].对于有限时域不定号平均场
随机线性二次优化问题,提出了最优控制和最优目
标函数,并将其应用到多期均值方差投资组合选择
问题[84].然而,不定号多目标合作博弈的适定性与可
达性、广义倒向差分Riccati方程的解是否可以确定
Pareto最优决策向量等这些问题并未讨论.接下来,
无限时域正则[99]、不定号[100]和非正则[101]平均场随

机线性二次优化问题被分别研究.需要指出,系统在
精确能观和精确能检条件下的平均场随机线性二次

优化问题被深入研究[87,101],但并没有给出系统精确
能观、精确能检的一般性判据,也并未讨论交叉耦合
的代数Lyapunov方程解的情况.
基于上述分析,对不定号平均场随机合作线性二

次动态差分博弈[102],首先,推导引入的N个交叉耦合

的广义倒向差分Riccati方程的可解性与多目标优化
问题的可解性之间的等价性;其次,因为不同玩家目
标函数的权重矩阵不同,博弈中依赖于权重矩阵的所
有玩家最小化某个玩家和最小化其他玩家的最优联

合策略不同,因此,很难基于N个交叉耦合的广义倒

向差分Riccati方程的解确定Pareto最优决策向量;再
次,推导目标函数凸性的充要条件,使得加权方法是
推导平均场Pareto最优决策向量的充要条件,基于加
权的交叉耦合的广义倒向差分Riccati方程的解和加
权的交叉耦合的广义倒向差分Lyapunov方程的解,
给出平均场Pareto最优性算法,其在理论上可以得到
所有的Pareto最优决策向量和Pareto最优解;最后,提
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出一个合作的网络安全博弈以验证所得理论结果,数
值仿真结果验证了算法的可解性、正确性和有效性.
在无限时域随机线性二次优化问题中,稳定

性[103-104]、精确能观、精确能检[62,78-79]是基本假设

且发挥着重要作用,例如,平均场非正则随机线性二
次最优控制[87,101]、平均场正则随机线性二次最优控

制[99]、随机线性二次Stackelberg差分博弈[105]等.对
于无限时域平均场随机线性二次优化问题[87,99,101],
在平均场随机线性系统精确能观、精确能检的假设

下,可以得到交叉耦合的代数Riccati方程的解,从而
确定最优目标函数和最优控制策略.然而,平均场随
机线性系统精确能观、精确能检的PBH特征向量判
据,尤其是该判据的充要条件还未给出.

鉴于此,对于无限时域平均场随机合作线性二
次差分博弈的Pareto最优性[106],首先,基于H-表示
方法[107],得到平均场随机线性差分系统均方稳定和
精确能观、精确能检Popov-Belevith-Hautus (PBH)特
征向量判据的充要条件;其次,在系统均方稳定和精
确能观、精确能检的条件下,讨论交叉耦合的广义
Lyapunov方程的解,并在平均场随机线性系统精确
能观 (精确能检)的条件下,得到无限时域交叉耦合的
代数Riccati方程有唯一的正定解 (半正定解),其也是
反馈镇定解;再次,给出每个玩家目标函数对应的系
统和权和目标函数对应的系统关于精确能观性的关

系,所有Pareto最优决策向量和Pareto最优解分别通
过求解加权交叉耦合代数Riccati方程和加权交叉耦
合代数Lyapunov方程的解获得;最后,通过多接入边
缘计算网络中的迁移计算验证推导结果的正确性.

5 仿真算例

本节考虑将两个国家的有限时域财政政策博

弈[47]推广到无限时域,两个国家财政当局所受的约
束方程为

xk+1 =

a1xk + b1,1u1,k + b2,1u2,k + a2xkωk. (11)

其中:xk为两个国家的财富差,u1,k和u2,k分别为由

国家1和国家2的财政当局支配的财政赤字, a2xkωk

为随机事件 (如各部分政策执行能力或决策者的自
身素质等)造成的持续内在影响.两个国家的财政当
局均希望使如下跨时期目标函数最小:

Ji(x0;u1,k, u2,k) =

E
∞∑
k=0

(qix
2
k + ri1u

2
1,k + ri2u

2
2,k). (12)

假设两个国家决定通过合作以消除因初始财富不同

导致的两个国家的财富差.选取参数a1 = 0.6, b1,1 =

1, b2,1 = −1, a2 = 0.3, q1 = 1, q2 = 0.5, r11 = 1, r12

= 0.1, r21 = 0.2, r22 = 2,初值x0是期望为1、方差为
5的均匀分布.基于第1节的加权方法和随机线性二
次最优控制理论,得到仿真结果如图1∼图3所示.
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图 1 两个国家间的最优财富差
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图 2 两个国家财政当局的最优控制策略
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图 3 两个国家财政当局跨时期目标函数的Pareto边界

由仿真结果可以看出,两个国家的财政当局通过
合作 (如图3所示,两个国家财政当局跨时期目标函
数的仿真结果满足Pareto最优性的定义),采取相应
的控制策略 (如图2所示),可以有效降低两个国家间
的财富差(如图1所示).

6 结 䈝

本文总结了多目标动态优化中Pareto合作博弈
取得的研究结果,全面介绍了确定性合作博弈、随机
合作博弈以及平均场随机合作博弈分别在连续时间

和离散时间情形下的发展,概括为表1.
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表 1 合作博弈研究文献分类

博弈类型 博弈研究内容

合作微分博弈[20-21,37,43-44]

确定性合作博弈 Pareto最优性的多目标干扰衰减[38-40,45-46]

合作差分博弈[22,47]

随机合作微分博弈[64-67]

随机合作博弈 Pareto最优性的随机鲁棒控制[68-72]

随机合作差分博弈[77,80]

平均场随机合作博弈
平均场随机合作微分博弈[96]

平均场随机合作差分博弈[102,106]

由表1可见, Pareto合作博弈的研究成果较为丰
富,但是关于平均场随机合作博弈以及随机合作差分
博弈的研究仍十分有限,许多问题值得继续研究:

1)随机非线性合作差分博弈.文献 [77, 80]分别
研究了有限时域和无限时域在正则和不定号情形下

的随机合作线性二次差分博弈.如何推导带有混合
等式、不等式终端约束的离散随机最大值原理,是研
究随机非线性合作差分博弈Pareto最优性必要条件
面临的一个大的挑战.

2)无限时域不定号平均场随机合作线性二次差
分博弈.文献 [106]研究了无限时域正则平均场随机
合作线性二次差分博弈.如何通过分析系统的稳定
性、确定交叉耦合的广义代数Riccati方程的可解性,
并求解不定号权重矩阵的适定性边界等问题,是获得
无限时域不定号平均场随机合作线性二次差分博弈

的所有Pareto最优决策向量和Pareto最优解需要解
决的难题.

3)放宽Riccati方程的求解条件.无限时域正则
随机合作线性二次微分和差分博弈的Pareto最优性
均是基于代数Riccati方程在精确能观或精确能检条
件下确定的解,借助适当放宽条件获得的Riccati方
程的其他解确定Pareto最优性可以较大程度地提高
随机合作博弈的适用性.

4)平均场随机非线性多目标优化的Pareto最优
性.平均场随机合作线性二次微分博弈和非线性合
作微分博弈,以及平均场随机合作线性二次差分博弈
的结果均已给出,如何推导离散时间平均场随机优化
理论,如最大值原理和动态规划等,是研究平均场随
机非线性合作差分博弈的关键.
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